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数学 奥林匹克 是 对 青少年 极其 有 益 的 一 项 活动 . 它 通过 
科学 与 趣味 相 统一 的 丰富 多 彩 的 题目 ,使 许 许多 多 的 优秀 学 
生 在 中 学 时 期 就 经 受 了 考验 ,接受 了 各 种 现代 数学 思想 的 可 
陶 , 使 他 们 提高 了 能 力 ,增长 了 知识 ,开阔 了 眼界 .数学 奥 林 
匹克 活动 的 广泛 开展 ,不 仅 丰 富 了 中 学 生 的 课外 活动 ,促进 
了 中 学 数学 教学 的 改革 ,而 且 发 现 和 培养 了 一 大 批 有 才能 的 
青年 ,这 些 青 年 将 成 为 我 国 科学 界 在 21 世纪 赶 超 世 界 先 进 
水 平 的 中 坚 力 量 . 

数学 竞赛 中 没有 失败 者 . 虽然 每 年 参加 中 国 数 学 奥 林 殉 
克 的 选手 百 余 人 ,作为 国家 队 出 国 参 加 国际 数学 奥林匹克 的 
选手 也 只 有 六 人 ,但 是 ,那些 因为 运气 不 佳 ,培训 不 足 , 见识 
不 广 或 临场 发 挥 不 理想 等 因素 而 没有 获胜 的 学 生 也 不 是 失 
败 者 .他 们 在 参加 竞赛 及 培训 中 所 培养 起 来 的 求解 难题 的 兴 
趣 和 欲望 , 那 种 永 不 满足 , 勇 攀高 峰 的 精神 ,分 析 问 题 的 严密 
的 逻辑 思维 ,解决 问题 的 灵活 多 样 的 应 变 能 力 以 及 对 现代 数 
学 思想 的 理解 和 积累 , 正 是 进行 成 功 的 科学 研究 并 在 将 来 成 
为 科学 家 的 必要 条 件 . 因此 说 ,这 远 比 在 一 次 竞赛 中 获胜 更 
为 宝贵 .他 们 中 的 许多 人 进入 大 学 后 成 为 学 习 尖 子 , 有 些 人 
正在 攻读 硕士 和 博士 学 位 并 成 为 数学 研究 队伍 中 的 后 起 之 
秀 , 就 是 最 有 力 的 证 明 . 即使 对 于 那些 进入 大 学 后 改 和 学 其 他 
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专业 的 学 生 ,他 们 也 将 因 思 维 人 敏捷, 头脑 灵活 ,勇于 创新 和 具 
有 较 强 的 数学 能 力 而 使 自己 终身 受益 .因此 ,数学 奥林匹克 
必 将 继续 下 去 . 

数学 奥林匹克 已 有 一 百 多 年 的 历史 , 且 越 来 越 受 到 重 
视 . 现 在 ,每 年 举办 数学 奥林匹克 的 国家 和 地 区 已 超过 70 
个 .已 有 的 竞赛 题目 成 千 上 万 ,其 中 构思 独特 ,新 颖 别致 , 灵 
活 深 吐 的 题目 有 几 千 道 之 多 ,而 且 还 在 以 每 年 几 百 道 的 速度 
继续 增长 .这 些 题目 散 载 于 国内 外 的 各 种 书籍 与 杂志 之 中 ， 
任何 个 人 手中 的 资料 都 很 不 完整 ,使 用 起 来 极 不 方便 . 这 次 
河北 少年 儿童 出 版 社 邀 请 国内 数学 奥林匹克 界 的 专家 、 教 授 
和 高 级 教练 员 共 同 精 选 了 国内 外 数学 奥林匹克 的 试题 ,并 给 
出 精辟 .准确 的 解答 ,编写 了 这 套 《世界 数学 奥林匹克 解 题 大 
辞典 》. 这 是 一 次 很 有 意义 的 壮举 ,是 一 项 艰苦 而 又 巨大 的 工 
程 ,是 我 国 数学 奥林匹克 事业 的 一 项 基本 建设 .本 书 的 出 版 ， 
必 将 推动 我 国 的 数学 奥林匹克 事业 稳步 地 向 前 发 展 , 有 助 于 
我 国 在 国际 数学 奥林匹克 中 保持 优势 , 立 于 世界 数学 强国 之 
林 . 就 此 我 以 兴奋 的 心情 对 这 套 解 题 大 辞典 的 出 版 表示 热烈 
的 祝 痪 ,并 对 在 此 书 编写 过 程 中 付出 辛勤 劳动 的 各 位 作者 和 
出 版 过 程 中 做 出 多 方面 努力 的 编辑 人 员 及 支持 本 书 出 版 的 
各 位 领导 表示 衷心 的 感谢 . 


近 10 年 来 ,我 国学 生 在 国际 数学 奥林匹克 中 不 断 取 得 


好 成 绩 , 我 国 所 提供 的 候选 题 也 接连 被 选 为 试题 ,这 是 值得 


”高 兴 的 事情 .但 是 ,我 们 也 应 清醒 地 看 到 ,与 一 些 先进 国家 相 


比 ,我 国 开展 数学 奥林匹克 和 参加 国际 数学 奥林匹克 的 时 间 
毕竟 不 长 ,这 方面 的 资料 也 不 很 完全 . 因此 ,这 套套 典 的 内 容 

也 是 不 很 完全 的 .此 外 ,以 后 每 年 新 出 现 的 竞赛 题目 也 要 补 
充 进 来 .希望 大 家 继续 努力 ,不 断 完善 这 套 大 辞典 的 内 容 ,为 


”数学 奥林匹克 事业 做 出 新 贡献 . 
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第 一 章 数 与 式 


第 1 整 式 与 分 却 


1 1 实数 a ,b,c 在 数 轴 上 的 位 置 如 下 图 所 示 : 





b a0 ec r 


则 代数 式 1a1-ia+51+|lic 一 a 1+1 6 一 c | 的 值 等 于 
(A)—-a. (B)2a -26b. (C2c-a. {(D)a. (下 )0. 
(中国 部 分 省 .市 初中 数学 通讯 赛 ,1985 年 ) 





[ 解 ] ”aa< 0， .. lal=-—a. 
a<0, b<0, .. la+bi=-(a+6). 
c>0, a<0, .. llc-al=ec-a. 
bp<0, c>0, .. 16-cl=-(6- ce). 
lal-la+bl+lc-al+lb—el| 


-a~-[-(a+6)|l+(c-a)+[- (46-0e)] 
=—-atat+b+c-a-b+t+c=2c—a. 
故 选 (C). 
1'2 和 若 z<-2, 那 么 11-11+xz1l 等 于 
(A)2+x. (B)-2-7x. (Czx. (D)-x. (FE) -2. 
(第 25 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1974 年 ) 
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> 
[ 解 ] 按 定义 lal= | “” “之 0 





选 ~a,; a<0. 
择 车 z<-2， 那 么 1+z<0， 
是 则 ll1+xl=~ (1l+x), 
和 11-1i1i+xl|l=|1+1+xl=|12+xl. 
又 大 zx< -2, 那 么 2+z<0, 则 12+>z1=-2- 并. 
故 选 (B). 
1.3 ”化 简 人 -二 如 - 弛 二 性 到 最 简 项 是 
a ab—a 
2 2 
(A) 生 . (B) 2 二 (0) a2， 
(D) a - 22. (E) 以 上 答案 都 不 正确 . 


(第 1 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1950 年 ) 
[ 解 ] 原 式 = 2 ba ea- 5 























ab a(b—-a) ab a 
a — b+pb? a a 
一 ab ~ab bb? 
故 选 (A) 
a ab ala+b) 2 
1.4 ”化 简 4 其 结果 为 
2 2 4 4 
(A) Ei (BB)-e. (OE. (D) 二 
(中 国 北京 市 初中 数学 竞赛 ,1982 年 ) 
[ 解 ] 注意 到 
a ab .alat+6b) 1 
(ae -5) bp? a 
_a(latb)(a-6) 2 如 
| (a 一 五 ) ata+p) a 
p4 
~ a-b: 
故 选 (C). 


1.5 和 苍 x,y 和 2x+ 广 是 非 零 数 ,那么 


2 \)- 、- 了 、- 
(2r+>) [| (2z) + (7 
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等 于 
(A) 1. (B) ry !. (C) x ly. 
(D) (xy) . (EF) 这 些 都 不 对 . 
(第 28 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1977 年 ) 
[ 解 ] 注意 到 下 面 的 代数 式 变换 : 


y)- -1+( 之 小 
Qzr+5) [2r) + (3) 


=- 一 上 一 (去 三 ] 
2x 1 乡 
2 


2 十 之 
1 ( 广 + 27) 
y XYy 第 
2 十 一 
2 一 
数 
-小 1 各 
zy (zy) 
故 选 (D). 


1.6 ”对 任意 的 正 实数 zx,y,z 而 言 ,乘积 (x + y+ zs) 
(z ty +z (ry+ y+ rr) [(ry) + (wr) !+ (zx) !] 等 于 
(A) ry x7. (B) x + 人 +z?, (C) (xz+ y+ z) <. 
1 | 
(第 32 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1981 年 ) 
[ 解 ] 将 负 指 数 化 为 分 式 然后 化 简 则 有 
(r+ytz) (x li+ty!l+z!)(ry+ w+ zr)! 
“[(zxy) + (yz) + (zr) !] 





-二 
T+ y+ TY Ty+ y+ 2 TY 


2 -2 


1 

(rw) YY 之“. 

故 选 (4). 
2x2 一 区 4 十 工 

1.7 二 HT 万 -FTDrz 念 不 可 由 zx=-1 或 zx= 


2 求 得 其 值 , 因 零 不 能 做 除数 ,对 于 其 他 的 x 值 而 言 
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(A) 此 式 可 有 许多 不 同 的 值 . (B) 此 式 只 有 值 2. 
(C) 此 式 只 有 值 1. 
(D) 此 式 有 一 值 介 于 
(E) 此 式 有 一 值 大 于 2 或 小 于 
(第 2 届 半 国 高 中 才学 考 1954 生 ) 


2z2 一 并 一 六 一 4 2(x+ 1)(x—2) 
[ 解 ] 原 式 = 人 Tr- Cri 2 
故 选 (B). 


1:8 ” 设 a 为 不 等 于 0 的 实数 , 则 在 下 列 哪 种 情况 下 ,使 得 


a 十 y 

Qiy ay__] 

YY 他 

Q 十 YY a-y 
(A) 际 去 y 的 两 个 实数 外 的 所 有 实数 . 
(B) 仅 y 的 两 个 实数 . {C)y 的 所 有 实数 . 
(D) 36.5. (E) 36. 

(第 14 届 美国 高 中 数学 考试 ,1963 年 ) 


[ 解 ] 看 > 天 + a, 则 题 设 式 子 式 左 可 变形 为 
a ~ aytayt+y a + y’ 
ay 一 光一 oa 一 ay — (a’ + y’) 
故 选 (A). 
1.9 化 简 
br(a’x” +2ay + by) + ay(acz + 2b° 7x” + b?y) 
br + ay briay 


绩效 每 话 











的 代数 值 为 

(A) az + by’. (B) (az + by)”. 

(C) (az + by)(br + ay). (D) 2(a’zx* + b*y). 

(E) (bx + ay)”. 

(% 39 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1988 年 ) 
br(a’ x +2ary + by) ,Ay(a rr + 260° x” + by) 
br + ay br 十 Qy 
(ar + ay)(e2z2 十 b*y)+ pr， 2a’ y+ ay * 202x* 
pr + ay 
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[ 解 ] 





(br+ay)(a’ zx’ + by)+2abry(ay + br) 














br 十 ay 

= az + by + 2abry. 

= (ar + by)”. 
故 选 (B). 
1.10 ” 非 零 实数 的 每 一 个 三 重组 (a ,5,c) 构成 一 个 数 

TS 
如 此 构成 的 所 有 数 的 集 是 

(A) 101 (B) }- 4,0,4}. (C) 1— 4, — 2,0,2,4}. 
(D) 1- 4, -2,2,4|. (E) 这 些 都 不 对 . 


(第 28 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1977 年 ) 
[ 解 ] 者 a,2 和 ce 都 是 正 数 或 负数 ,那么 构成 的 是 4 或 - 4, 其 他 
人 情形 , 式 子 构成 的 数 均 为 0. 
故 选 (B). 


111 车 abc > 0, 则 -8 + 二 + -Te 的 值 为 

(A) 2. (B) - 2. (C) 2 或 -2. (D) 以 上 都 不 对 . 
(中 国 湖 北 省 黄冈 地 区 初中 数学 竞赛 ,1993 年 ) 

[ 解 ] 由 设 a,b,c 或 全 大 于 0, 或 其 二 小 于 0 另 一 个 大 于 0. 

(1) 2 ,ce 全 大 于 0; 

原 式 =1+1+1-1= 2. 

(2) a,5,c 之 二 小 于 0, 另 一 个 大 于 0. 

由 对 称 性 不 妨 设 a > 0， < 0,c<0. 

原 式 =1-1=-1-1=-2. 














故 选 CC ). 
1.12 ”代数 式 a + be 与 (a + b)(at+c) 
(A) 相等 . (B) 绝 不 相等 . 


(C) 当 a +45+c = 1 时 相等 (D) 当 a +5+c = 0 时 相等 . 
(FE) 只 当 a = b= c= 0 时 相等 . 
(第 6 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1955 年 ) 
[ 解 ] 若 设 at+bc = (a+b)(a + ce), 
则 atbc= at+(b+e)at be, 
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即 a=a’+({b+c)a. 的 
车 a 关 0， 则 at+pbpt+c=|]; 
若 aa=0, 则 后 式 仍 成 立 . 
故 选 (C). 
1.13 若 a=1 8=10 c= 100 和 dad = 1000， 那 么 
(atb+c—-d)t(at+b—-ctad)t(a—-b+ct+d)+(-at 
bt+c+d) 
等 于 
(A) 1111. (B) 2222. {CC) 3333. (D) 1212. (E) 4242. 
(第 29 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1978 年 ) 
[ 解 ] (a+b+c~-ad)+(a+6b-c+d)+(a-b+i+ct+d) 
+(~a+b+c+ad) 
= 2(a+b+c+d)= 2222. 
故 选 (B). 
1 1 a 


114 实数 a,b 满 足 w% =1, 记 M = 了 +Tip'N= 1 
6 
一 -一 一 一 
+ T+7, 则 M,N 的 关系 为 


(A)M>N. (BJM=N. (OM<N. (D) 不 确定 . 
(中 国 初 中 数学 联赛 ,1996 年 ) 


Sk 


























[ 解 ] 由 题 设 知 
1 1 b&b 6 
M= Tat mi ritari™N 
故 选 (B). 
1.15 ”如果 也 = 2， 上 = 3, 那么 4 等 于 
1 3 3 2 3 
(A) 3. (B) 3 (C) 词 ， (D) 3. (E) 村 ， 
(第 39 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1988 年 ) 
bp a_ 1 
1 
at+b_b+ 21+! 3 
p+re 1 1+3 8 
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故 选 (B). 
a+pb 
1.16 车 z= 到， a 天 0 而 4 和 关 0, 则 “一 等 于 





(A) -于 (B) < (C) 1. 
(D) z -一 ， (E) x+ 一. 
(第 42 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1991 年 ) 
人 +l 
CQ 十 也 b 十 1,. 
ab b #0). 
pb 
故 选 (B). 
1.17 若 炎 :zr:xry=1:2:3, 那 么 之 :之 等 于 
J 2X 
(A) 3 : 2. (B) 工 : 2. (C) 1 : 4. 
(D)2:1. (E)4:1. 


(第 23 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1972 年 ) 
[ 解 ] 因为 已 知 yw:zr=1:2， 因此 2yw = xzr， 





则 正 =2， 将 = 也 . 
这 zx 2 
所 以 比例 三 :之 = 和 于: 迟 -2: 寺 =4:1 
YY zr yw zr 2 
故 选 (EE). 


1.18 车 2&t+2e-ct+ta， 则 








(A)a = c. 
(B) a+p+c+dz=0. 
(C) 或 a = cc, 或 a+ b+c+d = 0, 或 二 者 都 成 立 . 
(中) 大 a = c, 则 a+5+c+d 关 0. 
(Ea(bp+c+d)=c(a+b+ad). 
(第 15 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1964 年 ) 
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和 


即 


则 
即 


若 aa+p+c+g 天 0 则 a = c; 
若 za+p+c+d=0, 则 a 与 c 关 系 不定 . 
故 选 (C). 


1.19 若 二 + 二 + 过 = 二 TI= 工 则 有 
(A) zyyz 至 少 有 一 个 等 于 |. 
(B) zyy,z 都 等 于 1. 
(C) x ,y,z 都 不 等 于 1. 
(D) 以 上 结论 都 不 对 . 

(第 8 届 缁 云 杯 "” 初中 数学 邀请 赛 ,1991 年 ) 
[ 解 ] 由 题 设 z=1 有 zty+z=1 
则 XxX+y=1-x. > 
XX 二 + 广 + 了 =1 有 xyt+ y+zr-rye = 0. 
即 ry(l ~ z)+ z(x+y)=0. 
又 由 四 式 有 (xy+ z)(1 ~ z) = 0. 
将 z= 1-x-y 代 人 前 一 因子 有 

(xy+1-x-y)(l1- ?2)=0, 

(1— x)(1—- y)(l— zx) = 0. 

ZX,y,;z 上 性 有 其 一 等 于 |. 


故 选 (4). 

1.20 ” 若 正 数 < ,5,c, 满 足 等 式 o + 六 +c -3apk = 0, 那 么 
(Ai) a = = c. (B) a = 8 和 天. 

(CC 了 一 cc 天 aa (D) 2 ,pc 两 两 不 等 . 


(第 1 届 "“ 五 羊 杯 ”初中 数学 竟 赛 ,1989 年 ) 
[ 解 ] + 人 + 已 一 3azc 
= Tatb+teol(a- b+(b- c+(c -a)] -0 
而 a,b,c>0， 则 a+t+65+c 关 0， 
(a—b)+(b-c)+(c-a)*=0, 
a—-b=0, 5656-c=0, c~-a=0, 


二 一 上 驻 ， 


故 选 (A). 
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1.21 实数 7， y， 之 满足 r+y+z = zyz, 则 以 下 论断 
] .xz,y,z 中 者 有 两 个 数 互 为 相反 数 , 则 第 三 个 数 必 为 0. 
I .xz,y,z 中 知 有 一 个 数 为 0, 则 另 两 个 数 必 为 相反 数 . 





丰 ~ +y 

= 
(A) 只 有 工 真 , 工 ,下 不 真 . (B) 只 工 不 真 , 开 ,亚都 真 . 
(C) 工 , 工 ,区 都 不 真 . (D) 工 ,人 ,下 都 真 . 


(中 国 北 京 市 高 中 数学 竞赛 ,1991 年 ) 

[ 解 ] (1) 若 x+y=0, 且 x=y=0, 则 z= 0. 
车 + 关 0, 则 | x|1=1y1 关 0, 由 题 设 有 xz = zyz， 

Xy 了 关 1(x,y 异 号 ), 故 由 (1 一 xy)z = 二 0 得 z= 0. 
即 ( 工 ) 真 . 
(2) 设 zx=0, 则 xzyz = 0, 因 而 y+ z= 0. 即 (了 I[) 真 . 
(3) 大 xy 一 1 = 0, 则 xy = 1, 即 zx,y 同 号 , 则 x+y 关 0. 

T+y= Xx 一 z= 二 (xy 一 1)z 不成立. 


即 xy 一 1 关 0. 从 而 z = 二 一 恒 成 立 


XY 一 
综 上 ( 工 ),(I),( 焉 ) 俱 真 . 
故 选 (DD). 
. x y+2y-1 
122 如 果 ZI Tv 7， 那么 x 等 于 
(A) y+2y—1. (B) yy +2y—2. (C) y+2y+2. 
(D) y +2y+1. (E)—-y -2y+1. 
(第 32 届 美国 高 中 数学 考试 ,1981 年 ) 
2 
注 j | _X yy +2y—1 
[ 解 ] 注意 到 ”一 ray 1 
检查 一 下 答案 ,立刻 确定 r= y+2y-1. 
故 选 (A). 
1.23 ”如 果 zx,y 是 满足 + = 1+ 全 与 y = 1+ 寺 的 不 为 零 的 实 
数 , 则 y 等 于 
(A) rx—1. (B}1- x. (C)1+x. 
(D)— x. (E) xz. 
(第 19 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1968 年 ) 
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六 入 


[ 解 ] 由 题 设 有 rz-1= 二 且 y-1= 坪 


或 y(r—-1)= x(y-1)= 1, 

即 xy-y=xy-7z， 得 过 =y. 
故 选 (五 ). 
1.24 已 知 之 = 一 二 一人, 则 4 的 值 为 
(A) 2 或 -1.  (B)2. (C) -1. (D) 2 或 1. 


(中 国安 徽 省 安庆 等 县 市 初中 数学 竞赛 ,1991 年 ) 
[ 解 ] 由 题 设 及 等 比 定理 有 
(y+ 2z)+ (z+ x)+ (ri+y) 
二 yz 
2(x+ yt+2z) 
XX 二 y+ 之 
若 z+y+z 天 0， 则 有 =2; 


十 
若 X+y+z=0， 将 y+ z=-z 代 全 一 = 


&， 


即 k. 





得 k=-1. 则 k&=2 或 -1. 
故 选 (A). 
1.25 ”已 知 实数 m,n,p, IM 适合 : 
__m _-_ nn .+ 
n+p p+t+m m+n 
则 M 的 值 是 
(A) -1. (B) 六 (C) 1. (D) 方 或 -1 


(中 国 北京 市 初中 数学 竞赛 ,1983 年 ; 
第 2 届 “ 希 望 杯 ” 全 国 数 学 邀请 赛 ,1991 年 ) 
[ 解 1] 由 题 设 可 有 
m= (n+pM, n=(ptm)M, p= (m+n)M, 
上 三 式 相 加 有 (m+n+p)=2(m+n+ pp)M, 
广 . 


nm 2 mm nip 
又 由 nti+p pt+m’ 即 n p+m’ 


当 入 +n+p 关 0 时 ，M = 
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故 m-n_ (mt+p)- (ptm) _n-m 


n p+m ptm 


Ej 








| pt+m nn~-m 
即 M = 此 时 m+n+p= 0). 
综 上 , 故 选 (DD). 


gr m+n+p 
[ 解 2] ”由 题 设 及 等 比 定理 有 M = 到 四 站 人， 


即 (2M -i)(m+n+p)= 0. 

车 m+n+p 关 0， 则 2M-1=0， 即 M= 了 | 
若 m+n+p 二 0， 将 mm 二 一 (n+ pp) 代入 原 式 有 M = 一 1. 
故 选 (万 ). 

















第 
2 A JJ 这 E < 一 
1°26 rz oH c, 其 中 4a, 与 c 都 不 娄 
eec 2apc 
(A) DiacrK: (B) pro 
2abc 2abc 
(OBFac- rm (D) 也 直人 二 区 
2apc 
(EPE) rb a 
(第 2 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1951 年 ) 
、 T+y 1 T+z 1 y+ 1 
[ 解 ] 由 设 可 有 > = 十， 二， 2 
my lil 4141-1 1- 
村 y [# x 之 b y 六 c 
上 三 式 两 边 相 加 有 二 + 二 + 二 = 方 (二 + 二 + 二 
x y 之 2\4a ob C 
1 _1/1 1 工人 ac+ca 一 dg 
从 而 二 ( 全 + 二 = 2abc 
故 选 (EF). 
1.27 若 ab,c 是 非 零 实数 且 满 足 
atb-c a-b+c 二 & 十 D+- 
C b a 
、 
及 二 ‘(ator eNete) 且 x<0, 
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那么 


该 个 


即 ] 


即 


x 等 于 

(A) -1. (B)-2. (CO)-4. (D)-6. (E)-—8. 
(第 29 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1978 年 ) 

[ 解 ] 注意 到 


+ bb-ce 4 一 总 + 一 4T+D+C 
a b < + 7 = < +72 = 十 2， 
C pb a 
a+b+i+ec a+bti+ec a+pb+ie 


三 
若 a + 5+c = 0, 这 些 等 式 满足 . 
车 a + b+c 头 0, 那么 后 一 等 式 丝 除 以 a + 5 +c, 得 


一 《， 


这 样 ,车 a +5+c=0， 那 么 全 (2)(-0)_ 1， 
abc 
8 


车 a =5=c， 那么 x 一 ~- 伍 = 8， 与 题 设 x+ < 0 相抵 . 
故 选 (A). 
1.28 ”如 果 一 一 = 一 = 三 ,其 中 yz 是 三 个 不 同 的 正 


数 ,那么 、 等 于 


(A) 了 (B) 二 (C) 三 ， (D) 广 . (F) 2. 
(第 43 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1992 年 ) 
[ 解 ] 由 等 比 定理 及 题 设 有 
y+ (rt+y)+7r 2(r+y 


人 
> (XxX~ x)+zt+y T+ty 


” 故 选 (EE). 


1.29 车 芝 = 字 = 宇 , 则 3 了 +y》+z 的 值 为 
3 -4 7 y 

(A) 0. (B) ~—1. (C) — 2. (D) — 3. (E) 3. 
(中 国 部 分 省 .市 初中 数学 通讯 赛 ,1985 年 ) 


‘. 工 _y _z . 3r._ yy _xz 
[ 解 ] … 地 1 
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由 等 比 性 质 知之 一 之， 
3J7+y+z_ 2 3 
人 - -4 3. 
故 选 (DD). 
1.30 若 w:r=4:3，y:v=3:2，vz:z=1 :6, 则 
w : y 等 于 


(A)1:3. (B)16:3. (C)20:3. (D)27:4. (E)12:1. 


(第 43 届 美国 高 中 数学 考试 ,1992 年 ) 
[ 解 ] 由 题 设 即 


w_4 3y_3 三 - 工 
7 3 ~ 2” rx 6 

前 两 式 两 边 相 除 有 2 = 全 ,地 = -9 ,将 第 三 式 代入 有 

wl 8 即 也 - 48 _ 16 

y 6 9) y 9 3 

故 选 (B). 

131 车 一 切 非 零 数 z 和 y 满足 z = 十 , 则 (x 一 广 )(y + 小) 

等 于 | 
(A) 2x°. (B) 2 入. (C) x + yr”. 
(D) x* — yr”. (E) 六 一 并 


| (第 29 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1978 年 ) 

[ 解 ] 由 设 zx = 方 , 则 y= 十. 因而 
Ce 
故 选 (万 ). 

1.32 已 知 2zr -3y 一 > = 0， XT+3y—14z=0，z 关 0， 
2 

则 三“ 他 的 值 为 

y+ 

(M7 (BD2 (O00 (D -名 (FE)-2. 


(第 15 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1964 年 ) 
[ 解 ] 由 题 设 可 有 2xzr -3y= <， + 3y = 14z, 
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六 澳 芒 财 


解 得 X= 5z, y= 3x. 
Xe+3zy zz+3y) Sz.14z 70z? 


一 一 


yt y+tz z+2 10 
故 选 (A) 
1.33 若 1x-8y1+(4y 一 1)? = 0, 则 (x +2y) 的 值 为 
1 25 5 
(A) 6 才 . (B) 11 ET (C) 27. (D) 15 8 


(中 国 北 京 市 初中 数学 竞赛 ,1982 年 ) 
[ 解 ] 由 1xz-8viI+(4y-1)2=0 则 有 


“=2 
t+-8y=0, _ “2 
4y-1-0， 解 得 | 1 


(z+2w3= (2+ 二 = ( 
故 选 (). 
1.34 车 实 数 x,y 满足 zx + y 十 ry ~- 47y+1 = 0, 则 
(x + y) 的 值 为 
(A) 1. (B) 4. (C) 9. (D) 16. 
(中 国 四川 省 初中 数学 竞赛 ,1991 年 ) 
[ 解 ] 题 设 方程 可 化 为 
(T+ vy -2ry)+ (ry -2ry+1)= 0, 





即 (zx—-y)}+(xy—-1)=0. 
则 xz~y=0, 且 xy-1=0， 即 xy=1. 
这 样 (r+y) = (zy +4ry= 4. 
故 选 (B). 
m_4pr_.9 3mr~nt 
1°35 帮 ， “3 且 ., 14” 4nt— 7mr 的 值 为 
1 _ 11 _11 
(A)—5 7 (B) 14- (C)—1 4 
11 2 
(D) #4: (E) -3- 
(第 5 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1954 年 ) 
3mr nt mr _1] 
nr nt nt 
[ 解 ] 原 式 = 3 区 于 
nt ni nt 


16 世界 数学 奥林匹克 解 题 大 辞典 





4 9 
3 1 
4 9 
4- 3 了 3 和 
__ 工 
14 
故 选 (B). 
1.36 若 zf+txz-1=0 则 2z3+3z2 一 过 等 于 
(A) 0. (B) 1. (C)—1. (DD) 无 法 确定 . 


(第 2 届 “ 五 羊 标 ”初中 数学 竞赛 ,1990 年 ) 
[ 解 ] 由 2x3+3xz2 一 x = (2x+1)(x*+x-1)+1, 


则 由 题 设 知 2 六 +3zr -x=1. 
故 选 (B). 
1-37 若 xy = b 且 - + = a, 则 (x + y) 等 于 
(A) (a + 26). (B) a2 + 6b?. (C) b(ab + 2). 
(D) ab(b + 2). (E) + +26. 

(第 9 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1958 年 ) 
[ 解 ] (z+ y= + 12xy = x ( 直 + 

= 52 (x+ 二 ) = ab’ + 26. 

故 选 (C). 
1.38 车 (7 + 六 ?= 3, 则 卢 + 广 等 于 - 
(A) 1. (B) 2. (C) 0. (D) 3. (E) 6. 


(第 3 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1952 年 ) 
[ 解 】 由 设 (r++) =3 知 -1+ 六 =0, 有 
=) lt+) = 0 
故 选 (C). 
1.39 若 (a + 3)2 = 3, 则 27a3 + 十 等 于 


(A) 0. (B) 54¥3. (C) +27Y3. (D) + 54Y3. 
(第 1 届 “ 五 羊 杯 ”初中 数学 竞赛 ,1989 年 ) 
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ni 





[ 解 ] 原 式 - 27(a+ 可) =27[(a+ 才 (a+36)] 


— 27(a + (a 十 二) -1] 
= 27. (+y3):.[3—1] 








二 十 54Y3. 
故 选 (DD). 
、 区 
1.40 设 二 -or = 1， 则 1 的 值 是 
(Ml (BB) 3 73 (0 F277: (D) 5 


(中 国 四 川 省 初中 数学 竞赛 ,1994 年 ) 
[ 解 ] 由 题 设 知 x 并 0, 这 样 有 


2 
二 2 二 1， 即 二 + 一 = 六 二 1 
6 3 3 
这 样 mt 
ea 





= 3m*—2 
x3 1 
知 x mr +l 3m -2 
故 选 (C) 
1.41 ” 阁 两 数 的 和 为 1, 乘 积 为 1, 则 该 两 数 的 立方 和 为 
(A) 2 (B) -2 -33 (C) 0. 
23; 


(D) — (E) — 2. 


(第 17 届 美国 高 中 数学 考试 ,1966 年 ) 
[ 解 ] 设 两 数 分 别 为 Xx,y. 由 设 x+y= xy = 1. (注意 x ,yy 非 实 


又 1=(x+y) = +y+3ry(rt+y)= r+y+3, 
则 x+y =—2. 

故 选 (五 ). 

1.42 车 ac-5=2，a-c= 好 , 则 代数 式 
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(c~-pb)(a- b+(a-b)(a—-c)+(a—-c)] 
的 值 是 
(A) 1. (B) — 5. (C) 9. (D) 15. 
(EE) 以 上 答案 都 不 对 . 
(中 国 北京 市 初中 数学 竞赛 ,1983 年 ) 
[ 解 ] 由 题 设 有 
(c—- ba- 6) +(a- ba ec)+(a— ec) 
=[(e-b)-(e-c)je-pi +(a—-b)(a-ce)+(a— ce) 
= (a- 6b- (a-c)=2- (7 =1. 
故 选 (A). 
1.43 当 x-y= 1 时 ,x 1 一 zy 一 x3y 一 3x2y++3xy* + y4 的 值 
为 
(A)—1. (B) 0. (C) 1. (D) 2. 
《中 国 北京 市 初中 数学 竞赛 ,1991 年 ) 
[ 解 ] 原 式 = x(x? 一 y) 一 yr? y)-— 3ry(r-y) 
= (x — yr oy) -3xry(x — y), 
因为 xz 一 y= 1， 则 上 式 可 化 为 
原 式 = (x? -yw)-3ry = (ry)(r + ryt+y)- 3ry 
= Xx + xXy+y 37ry 二 (rx—~ y) = 工 
故 选 (C). 
1.44 已 知 a = 1990x + 1989,， 5 = 1990x + 1990，c = 
1990x + 1991. 那么 ,ae2 + +c 一 ab -bc -ca 的 值 是 
(A) 0. (B) 1. (C) 2. (D) 3. 
(中国 广州 武汉、 福州 等 五 市 初中 数学 联赛 ,1990 年 ) 
[ 解 1] 由 题 设 知 a=5--1，c=65+1. 则 
原 式 = (6-1)+b +(b+1) -6-1)6-6b(6+1)- (5 -1)(6 
+ 1) 


[ 解 2] 原 式 = 二 [(e -5024+ (bc)?+ (ca) 


= 本 (L+1+4) = 3， 
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故 选 (D). 
1.45 车 y= x+ 二 , 则 zi+m-4r2+z+l=0 变 成 


(A) z2( 办 +y-2) = 0. (B) zz2( 迷 +y-3) = 0. 
(C) xr:(y+y-4)=0. (D) zz2(y +y-6) = 0. 
(E) 非 上 述 答案 . 


(第 4 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1953 年 ) 
[ 解 ] 由 题 设 及 x14+ x3 一 4x* 二 x 二 1 


一 (z4+1)+(z3 十 六) 一 4z 


Hl 


x [(x 十 -5) 十 (六 十 过) 一 4] 


zz[(z+ 二 )2+(z+ 二 ) 一 6] 


一 六 + y— 6). 


故 选 (D) 
a b C 

146 者 abe 一 1. 则 和 atltRE+t6TItrtc+1 的 值 是 

(A) 1. (B) 0. (C)—1. (D) — 2. 


(第 2 届 " 希 望 杯 "全国 数学 邀请 赛 ,1991 年 ) 
[ 解 ] 由 设 abc = 1, 则 aa 和 关 0，8 关 0，c 尖 0, 这 样 


a 如 C 

a tatl bt+obtl Tc 
a 0 ,ee 
ab*c+abctbh bc+b+l1l apc+p+B 
1 
bt+l+bc bet+b+t+!l 1+p+Db 
1l1+6+t+eb _] 

bc+b+l 


故 选 (A). 
1.47 如 果 xy = 二 a， xz 二 5， yz = c, 并 日 它 们 之 中 没有 一 个 
是 零 ,那么 x*+ y* + x? 等 于 
ab t+ acti+ be a 十 六 十 CC (& 十 百 十 c) 
(A) pe (B) pi (C) ~ 
(ab + ac t+ bc) (ab)* + (ac)} + (be) 
(D) ~ (E) be . 


(第 34 居 美 国 高 中 数学 考试 ,1983 年 ) 
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[ 解 ] 由 题 设 有 


abe = riya = x20? = a = yb? 
， 2 22 2 Qa 2_& 
所 以 =, yy =: ? 了 
将 它们 加 起 来 ,有 
2 2 2 
2,..2,.2_w a ,be _ (ab) +(ac)’+(b 
Ty +? tp a cp 


1.48 已 知 a+5+c =0, 化 简 a( 十 + 十 )+6( 二 + 十) 


+ c( 二 l + 也 )+ 3 的 答案 为 
(A) 1. (B) 一 工 . (C) 土工 (D) 0. 

(第 2 届 “ 红 云 标 ” 初中 数学 邀请 赛 ,1985 年 ) 
[ 解 1] 我 们 先 证 明 下 面 一 个 事实 : 
若 a+B+yY=0, 则 a3 ++ 7 = 3a8y. 
设 a,B,Y 为 三 次 方程 xz》 + px + g = 0 三 个 根 , 则 由 韦 达 定 理 有 
a+B+7Y=0, aB+pPy+Ya= p, oy =- Qa. @ 
将 a,8,Y 代入 方程 后 两 边 相 加 有 

ad+B+ 思 +ba+pB+7y)+39=0. 


由 的 式 知 ao +B+y = 308y. 
四 到 我 们 的 站 是 注意 到 
原 式 = 二 对 3 t+ 3abe 
由 前 面 结论 知 上 式 为 0 
故 选 (DD). 
上 人 (人 (和 和 
b 
(和 + 二 + 二 
tete tatbte, atbte 0. 


故 选 (DD). 
1.49 已 知 实数 a,5,c 满足 关系 式 a + 5+c = 0, 且 abc = 8, 那 
公 
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如 1 各 





注 涂 第 洗 


30. 


1 ， 二 + 工 的 人 
o C 


[Rs 


(A) 是 正 数 . (B) 是 零 . 
(C) 是 负数 . (D) 正 、 负 不 能 确定 . 

(中 国 初中 数学 联赛 ,1987 年 ) 
[ 解 ] .abc = 8， .a,b,c 全 不 为 0. 


又 ae+p+c=0， 则 有 
(at+b+t+c) =a +b+c +2ab+t+act+ca)= 0. 


a*+b + >0, .. ab+bwt+ca<0 
于 是 工 + 工 + 工 -+p+c -2+po+ce pn 
a b C abc 8 
故 选 (C). 


1.50 已 知 a+6b6+c=6, ar*+b +c =10, a+b+c-= 


那么 一 + 二 二 十 的 值 是 
RGB (oO- 号 (D)- 蕊 
(中 国 这 宁 省 沈阳 市 “育才 杯 ” 初 中 数学 竞赛 ,1990 年 ) 
[ 解 ] 由 at+b+c=6 及 a*+6b+c*=10 及 
(at+bt+c) = a +b +c +2(ab + bc + ca), 
ab toct+ea = 13. 
叉 a +0 +e 
= (at+b+ecP—-3(a+b+e)(ab+ bc + ca) + 3abc, 
故 apc = 18. 
因而 1 1 1 ap 十 pc 十 ca 13 


故 选 (A). 
1 


1.51 已 知 abc 二 1a+0+c=20+ 人 3, 则 有 下 > 


C 


1 1 
tia-1t 避 +6-1 的 值 是 


(A)1. (B) 良 (C)2. (D) - 亏 . 


(中 国 山西 省 太原 市 初中 数学 竞赛 ,1997 年 ) 
[ 解 ] 由 题 设 有 
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abt+c-l=abt+((2-a-6)-1= (a-1)(b -1), 
同 理 bc+a-1= (5-1)(c -1), 
日 cat+b—-l=(c-1)(a—-1). 








可 CC+Dp+rc 一 3 _ -1 
则 局 式 = Dt) (a—1)(b—1)(c—-1) 
-1 
~ abc-(ab+bc+ca)+a+b+c—-l 
—1 


(abtb+t+ca)+2’ 
而 ab + b+oa= 廊 [(atbte) (etry+e)]= 让. 


故 选 (D) 和 
| 数 
1.52 若 芝 + 上 且 和 + 二 = 0, 则 代数 式 
2 2 2 
27 + 25 + 训 的 值 是 
(A) 1. (B) 2. (C) 3. (D) 4. 


(中 国安 徽 省 芜湖 市 初中 数学 竞赛 ,1991 年 ) 
> 


[ 解 ] 由 设 寺 + 之 + 过 = 十 则 有 ( 莹 + 之 + 三 ) = 


故 选 (4)， 


1'53 ” 设 三 实数 zx,y,x 满足 方程 组 


则 二 + 过 + 二 的 值 是 
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(A) 1. (B) V3. (C) 方 ， (D) 3. 


选 SS 
择 (中 国 江 西 省 南昌 市 初中 数学 竞赛 ,1991 年 ) 
起 1 1 1 1 1 工科 
天 [ 解 ] + + 这 2， 有 (二 + 六 + 本) =4 
+ 十 + 上 + 三 二 二 一 4 
7 y 之 ZXy WW Xz 
即 1+2( 工 + 二 + 十 )= 4， 
Ty YX Xz 
,1 1 3 
zy ye 2 


故 选 (C). 
注 ” 原 题 条 件 在 实数 范围 不 成 立 ( 原 设 、y、z 为 实数 ), 实 因 : 依 题 设 
1 1 /l,l ,lV 
a(tr it)=( + yt); 


2 2 2 
站 (二 -人 (于 ( 二 -二 六 二 + 二 + 二 -0 


企 y Ed 二 

这 是 不 可 能 的 . 

如 在 实数 范围 内 考虑 ,应 注意 按 不 等 式 
{lL 1 l,l 
3( 十 + 玄 + 立 )> (+ 也 = ) 


赋值 .比如 设 





个 因子 是 +T2 及 工 一 1 


到 


> 
1.54 ”如 果 2x3 - hr + R 的 
则 | 2h -3&1 的 值 是 

(A) 4. (B) 3. (C) 2. (D) 1. (E) 0. 

(第 21 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1970 年 ) 
[ 解 ] 由 设 f(x) = 2z3 一 hx + 上 ,由 题 设 有 
f(~2)=2:.(-2)»-h(-2)+k=2hA+k-16=0, 
f(1)=2.3-h.1+k=k-h+2=0. 
由 上 解 得 有 =6,， k=4， 则 12A -3 1=0. 
故 选 ( 玉 ). ， 
1.55 已 知 1+x+x + 二 x 二 0, 则 多 项 式 1+x+t+zxr? 
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+ 4 + x1%9 的 值 等 于 
(A) 1. (B)1+x. (C) 0. (D) 1989. 
(第 1 届 “ 五 羊 杯 ” 初中 数学 竞赛 ,1989 年 ) 
[ 解 ] 1+ 3+ 1988 + x1989 
= (1+x+r txt+rt)+ (rr +r +t+r + 十 并 十 全 
4 (C11985 十 x1986 十 7x1987 | x1988 十 zx1989) 
= (Ll+rtr trtr)+r (lt+rtr tr t+) + 
+ X(T+r+t+r tr + rx) 
= (1+xt+r + +r)(l+r +x + + 
= 0. 
故 选 (C). 


1:56 当 x = 上 + 1324 时 ,多 项 式 (4x3 - 1997x - 1994)2001 的 


值 为 
(A)1. (B) -- 1. (C)22001. (D) — 2201. 
(中 国 初 中 数学 联赛 ,1994 年 ) 


xr!) 


[ 解 ] z= 1 
(2x -1)” = 1994, 即 4x* -4x 一 1993 = 0. 于 是 
(4z3 — 1997x — 1994)2001 
= [(4z2 -4zr — 1993)xr + (4x* — 4x — 1993) ~ 1]! 
一 《一 1 )2001 一 1 . 
故 选 (B). 


1.57” 若 对 某 特定 范围 内 的 z 的 任 一 允许 值 ,P =| 1 2x1+ 
11-3zl+1l11l1-4zl+…+lI1-9zil+ll-1l0zl 为 定 值 , 则 其 定 
值 为 

(A) 2. (B) 3. (C) 4. (D) 5. 

《中国 安徽 省 合肥 市 初中 数学 竞赛 ,1990 年 ) 
[ 解 ] 显然 ,在 某 一 特定 范围 内 ,P 中 带 xz 项 将 被 消去 ， 
2+3+…+I0=54， 最 后 必然 形成 : 27x -27x = 0， 
由 于 8x +9x+10x = 27x， 易 得 : 


ww 1 1 
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和 


P=1-2rx+1-3x+1-4r++1-$5r+1l-6rt+i- ?7x 
+8rz—-1+9r-1+]10r-1 
=3+ (8r+9x+10r-2x-3xr—-4x-5r~-6r—-77x) 
= 3. 
故 选 (B). 


第 2 节 根 式 


1:58 ” 设 xz 是 无 理 数 ,但 (x -2)(x+6) 是 有 理 数 , 则 下 列 结论 中 
正确 的 是 

(A) x* 是 有 理 数 . (B) (x +6) 是 有 理 数 . 

(C) (x + 2)(x 一 6) 是 无 理 数 . (D) (x + 2)* 是 无 理 数 . 

(中 国 四川 省 初中 数学 竞赛 ,1989 年 ) 
[ 解 ] 由 (x+2)(x-6)= x -4r-12 z 
= (x +6)(x — 2)— 8z, 

若 (x -2)(x +6) 是 有 理 数 ,而 8x 是 无 理 数 , 则 (x+2)(x 一 6) 是 
无 理 数 . 

故 选 (C). 

1.59 ”已 知 最 简 根 式 a V2a + 5 与 Y7 是 同类 根 式 , 则 满足 条 件 
a ,上 的 值 | 


(A) 不 存在 . (B) 有 一 组 . 
(C) 有 两 组 (D) 多 于 两 组 
(中 国 初中 数学 联赛 ,1989 年 ) 
[ 解 ] 由 题 设 及 同类 根 式 性 质 有 |“ ”“”“，" 解 得 惟一 组 角 
a 二 3， 
p=|1. 


故 选 (B). 

1.60 ”已 知 a,b 和 Ya + Vb 都 是 有 理 数 , 则 可 知 
(A) Ya ,Yb 都 是 有 理 数 . 

(B) Ya ,Vb 都 是 无 理 数 . 

(C) Ya ,Yb 可 同时 为 有 理 数 ,也 可 同时 为 无 理 数 . 
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(D) va ,va 中 一 个 是 有 理 数 ,一 个 是 无 理 数 . 
(第 1 届 “ 五 羊 标 ”初中 数学 竞赛 ,1989 年 ) 
[ 解 1] 由 题 设 Ya + Yb 是 有 理 数 , 则 由 


a-b 
va Nb = 
知 ”Va - V6 为 有 理 数 . 
而 Va = 方 [(Va + VE) + (Va - V6)] 亦 为 有 理 数 . 


同 理 V5 为 有 理 数 . 

故 选 (A). 

[ 解 2] 若 a, 5, Ya + Vb 均 为 有 理 数 , 由 Va 宇 0, Yb 之 0, 知 
Va ,Vb 皆 为 有 理 数 . 

否则 ,车 Ya ,Vb 缘 为 无 理 数 ,注意 到 a ,b 为 有 理 数 , 则 Ya + VB 必 
为 无 理 数 ，; 

若 不 然 , 今 设 va + VB = r 为 有 理 数 , 则 

vae=7r-vo 即 aQmr +b-2rw%, 

由 a,5,r 皆 为 有 理 数 , 知 上 式 不 可 能 成 立 , 注 意 到 Yb5 是 无 理 数 . 

若 Va ,Vb 之 一 为 有 理 数 , 另 一 为 无 理 数 , 则 Ya + V2 亦 为 无 理 数 . 

故 选 (A). 

1.61 有 下 列 三 个 命题 : 

( 甲 ) 奋 a .8 是 不 相等 的 无 理 数 , 则 a8 + a - 8 是 无 理 数 ; 

( 乙 ) 若 “ ,8 是 不 相等 的 无 理 数 , 则 * 二 是 无 理 数 ; 

(再 ) 是 w .8 是 不 相等 的 无 理 数 , 则 Va + YB 是 无 理 数 . 

其 中 正确 命题 的 个 数 是 

(A)0. (B)1. (C)2. (D)3. 

(中 国 初中 数学 联赛 ,1999 年 ) 

[ 解 ] “aB+a-B=oaoBta-B-l+l1l= (a-1)(8+1)+1, 
只 要 令 a = 1+y2,， 8=-1+y2, 则 a8+a-8 为 有 理 数 , 知 ( 甲 ) 不 
对 ; 


又 车 令 a。 = 242，B = V2, 则 入 为 有 理 数 . 知 ( 乙 ) 不 对 ; 
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又 令 a = 并 ,8=-, 则 Va + YB =0 为 有 理 数 . 知 ( 丙 ) 不 对 . 


故 选 (A). 
二 
到 1.62 ”把 代数 式 (a - 1) A/ - -一 了 根 号 外 的 因 式 移 人 根 号 内 , 则 
# 。 原 式 等 于 
(A) v1l—-a. (B)~- vi—a. 
(C) va-1. (D) - va 一 上 


(中 国 吉 林 省 七 市 ,地 初中 数学 竞赛 ,1984 年 ) 
[ 解 ] 由 题 设 知 若 根 号 有 意义 , 则 a -1 < 0, 因 而 





a~-l=~- Vl(a—1), 
原 式 = - -~ (a 1 一 =- Via. 
故 选 (B). 
1-63 设 a,6b 关 0, 式 子 V- a3 V(- 65)* 有 意义 . 则 该 式 等 于 
(A)— ap We. (B) ap vV-a. 
(C) ab Ya. (D)-alblvV-a. 


(第 2 届 " 五 羊 杯 ”初中 数学 竞赛 ,1990 年 ) 
[ 解 ] 原 式 = v-u3vVi = V-aib=labl VvV-a. 
右 Va 有 意义 ， 则 ax<0. 
从 而 ” 原 式 =-albl Vv-a， 
故 选 (DD). 
1.64 ”如 果 a < 5, 那 么 根 式 VY 一 (x + a)(x + 5) 等 于 
(A) (x +a) V- (r+a)(r+b). 
(B) (x +a) v(x+a)(rx+ 656). 
(C)—- (r+a) Vv- (r+a)(r+6b). 
(D)- (r+a) V(r+a)(r + 6b). 

(中 国 初 中 数学 联赛 ,1986 年 ) 
[ 解 ] … -(z+ahz+p) 之 0， 
即 (z+a)(x+6b)< 0, 
又 ”ae<p， 则 -5 过 zz 人- a. 
原 式 =-(x+a) V-(r+a)(x +6). 

故 选 (C). 
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1.65 “在 实数 范围 内 ，|1 V- x? -11-2 | 的 值 为 

(A) 无 法 确定 . (B) 只 能 等 于 3. 

(C) 只 能 等 于 1. (D) 以 上 答案 都 不 对 . 

(中 国 广州 武汉、 福州 等 五 市 初中 数学 联赛 ,1986 年 ) 

[ 解 ] 由 题 设 , 若 V- x? 有 意义 , 当 且 仅 当 x = 0. 

从 而 | V-xz-1|1-2|=|I-11-2|=1. 

故 选 CC ). 

1.66 ”如 图 是 关于 x 的 不 等 式 ar > 2z 的 解 集 在 数 轴 上 的 表示 ， 
那么 代数 式 


Vat+2Va-l1+ Va-2Va-1 一 一 一 一 一 和 一 
的 值 是 
(A) 2 Va-1. (B) 2. (C) a. (D) 1. 

(第 5 届 “ 绢 云 杆 ”初中 数学 邀请 赛 ,1988 年 ) 
[ 解 ] 由 ar >>2x 及 x 0, 得 a < 之 2. 
又 ae-1 关 0 根 式 有 意义 ， 即 a 之 1, 则 1 过 na<2. 


Vat+2va-l+Va-2va-l 
=V(a-l)+2va-l+l+V(a~-l)-2vVa-li+l 
=| va-l+l1l+| va-l1- 11] 
= Va-l+l+1- Va-l= 2. 





故 选 (B). 

1:67 若 x<<0, 那 么 1rz- V(x 一 1)* | 等 于 

(A) 1. (B) 1 - 2x. (C) 一 27 一 上 |. 
(D) 1 + 2x. (E) 27 ~- 1. 


(第 29 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1978 年 ) 
[ 解 ] Iz-Vvz-l) l= lz-r-1ll=lz-(1 -7) 
一 | 一 1+2zr1= 1 -27. 
故 选 (B). 
1.68 ”车 a,6 及 c 表示 整数 , 根 式 \/ a + 全 及 aA/ 2 相等 , 当 且 
仅 当 
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(A)a=65=c=1. (B)a=656 及 c=a=1. 
bp(a” — 1) 
= 一 一 一 一 (D) a = 2 及 c 为 任何 值 . 


a 
(E)a= 6 及 c=a-l. 
(第 6 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1955 年 ) 


[ 解 ] 若 Va+ 了 = aN 全 ,化 简 后 有 (ac +6) = a2b， 


灌 沥 节余 
@ 
~ 
| 


得 “一 bla” 一 1) 
故 选 (C). 
1:69 计算 . 
V(-4)5-(-5) 5+ V(-43)-(- 3) 
其 结果 为 
(A) 0. (B) ~ 68. (C) 18. (D)} — 86. 


(中国 北京 初中 数学 竞赛 ,1982 年 ) 
[ 解 ] MV-4)5 一 (-5)? -5+ V43) - (3) 
= (-4)-25-S+43+9 
= 18. 
故 选 (C). 


0 
1.70。 根 式 \/ 85 二 4 的 值 等 于 
(A)Y2. (B)16. (C)32. (D) 12， (E) 512.5. 
(第 44 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1993 年 ) 


[ 解 ] /810 十 410 (23 10 十 (22 ) 地 _ {230. + 720 
84 十 4il (23)4 十 (22 ) 芋 21 十 22 
78 212 十 22 
一 /二 5 二 全) = V28 = 16. 








故 选 (B). 

1:71 V3+2v2 - vV3-2v2 等 于 

(A) 2. (B) 2 v3. (C) 4 v2. 
(D) v6. (E) 2 v2. 


(第 21 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1970 年 ) 
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[ 解 ] 原 式 = V2+2v2+1-V2-2y2+1 
V(I+V27 -Vv(V2 -1) 


=-1+v2-v2+1=2. 


故 选 (A). 
1.72 (7+4Y3)23-(7- 4Y3)2 的 值 为 
(A) 14y3. (B) 2 V3. (C) vV4. (D) 4 y3. 


(中 国 四 川 省 初中 数学 竞赛 ,1992 年 ) 
[ 解 ] 原 式 = V(2+Y3) -VvV(2-Y3) = 2 Y3. 


故 选 (B). 

1.73 ”代数 式 V 11 + 6Y2 + V11 62 的 值 是 第 
(A) 自然 数 . (B) 无 理 数 . 网 ， 
(C) 分 数 . (D) 以 上 结论 都 不 对 . 与 


(第 2 届 中 国 天 津 市 “中 华 少 年 标 ” 数学 邀请 赛 ,1988 年 ) 


[ 解 1] (Vil1+6B+ VI1- 67) 
= 1l1+6Y2+2V11?- (6Y2)+11-67Y2 
= 22+2 V49 = 36, 

“. 原 式 = 6. 

故 选 (A). 

[ 解 2] 注意 到 下 面 变形 : 

原 式 = V9+2.3.J+2+V9-2.3.+? 








= V (3+Y2) + Vv (3-Y2) 
~ (3+Y2)+(3- 2) = 6. 
故 选 (A). 
1.74 ”化 简 V4+2Y3 + v4 一 27Y3 的 结果 是 
(A) 2 3. (B) 2 v2. (C) 2. (D) 2y3—1. 


(中 国 北京 市 初中 数学 竞赛 ,1993 年 ) 


[ 解 ] 原 式 = v(l+v3)*+V(l-v3) 
= (1+y3)+(Vv3 -1) = 2V3. 
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故 选 (A). 


1.75 和 V5+2 V3+ M5-2 V3 等 于 

题 3 V65 1 + YI13 

a (A) 学 ， (B) > 03 (C) LH. 
(D) V2. (E) 这 些 都 不 对 . 


(第 31 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1980 年 ) 
[ 解 ] 设 a = /5+42 V13,5 = V5-2 V13, 且 x=a+b. 


那么 T= a+3ab + 3a + 的， 
即 | TT =a +h+3ab(a + 2b), 
将 前 设 代 入 上 式 有 x3 = 10+3v 二 27x， 
或 (x ~ 1)(rxr+x+10)= 0, 
它 仅 有 实数 解 x =1. 故 a+b=1. 
故 选 (五 ). 
1.76 有 更 化 号 去 的 分 子 ,那么 它 的 分 母 的 最 简 型 是 
(A) V3(V3 + V2). (B) V3(V3 - Y2). 
(C) 3 — v3 v2. (D) 3 + ¥Y6. 


(E) 以 上 答案 都 不 正确 . 
《第 工 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1950 年 ) 
_C3-J)3+w2) 3-2 | 
[ 解 | 磋 式 = B15) -AST 
1 
3+6. 





故 选 (DD). 
177 车 z= 六 +6, 则 (+ + 十) : (x -小 ) 等 于 
(A) 7 : v6. (B) 7 : 6. (C) xz2 :1. (D) xz. 
(第 1 届 “ 五 羊 杯 ” 初 中 数学 竞赛 ,1989 年 ) 

[ 解 ] 由 设 有 

1 __ 1 ww- _ 

T WW+t (7)- (VW) 

= V7 -6. 
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则 (+ 一 ) :rz- 一 )=2:2 上 6 = V7:% 

故 选 (A). 

1.78 若 (@+V6 = 1 又 GE = mt ,6 =n- 人 47, 其 
中 ,7 均 为 有 理 数 , 则 有 

(A)ma = 方 . 六 

(CO 六. (D) 记 -ma = 

(中 国 “ 祖 冲 之 杯 ” 初 中 数学 廊 请 赛 ,1993 年 ) 
[ 解 ] 由 题 设 知 





(B)m*+ 12 = 











/Var vad, Vaty)Va- yb 
2 2 2 2(Va + VD) 
l a—b 
27 2， 
一 1 a-5b 
同 理 p=- 5 
1 1 2 1 
知 m= 2; nin 二 3， 从 而 m+n? = 
故 选 (B). 


1.79 设 a = (Y5+y3)?,b = (Y5 一 Y3)“. 则 (a + 5): 
(a 一 5) 为 
(A) VS : Y3. (B)5 : 3. (C) V3 : ¥5. (D) 3 : 5. 
(第 3 届 “ 五 羊 杯 ” 初中 数学 竞赛 ,1991 年 ) 


_R22 1 
[ 解 ] 由 设 = (Y5 - V3) RE 
_ WS5+Y3)Y _ a 
4 4， 
则 (at+b):(a-b) = (at ):(a- 1)=5:3. 
故 选 (B). 
1.80 ”有 实数 z 的 集合 ,其 中 x 是 使 
zr x jj ft 二 ~ 和 < 
1 VT1- 一 一 -一 的 值 为 有 理 数 的 实数 ,那么 这 样 的 全 体 
并 组 成 的 集合 是 
(A) 整数 集 . (B) 有 理 数 集 . 
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这 这 


则 





(C) 实数 集 . (D) 使 Vx* + 1 为 有 理 数 的 集合 . 


(E) 使 + vx*+1 为 有 理 数 集合 . 
(第 40 届 美国 高 中 数学 考试 ,1989 年 ) 





_ xz2 二 IT 一 工 
(wx2+E+z)wz2+1T1 一 六) 
= Vr +1l-x, 
原 式 = 2x, 则 当 x 是 有 理 数 时 , 原 式 亦 为 有 理 数 . 
故 选 (B). 
1:81 MV1+ v1+VYi 的 四 次 守 是 
(A) 143. (B) 125, (C) 1 + 23. 
(D) 3. (E) 3+ 2 2. 
(第 21 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1970 年 ) 

[ 解 ] 设 zx=V1i+wvVI+YL， 由 于 YL= 1 


7x7= VILI+WA. 
帮 x*=1+Y2， 和 且 xi= (+ =3+2V2. 
故 选 (E). 
2 /6 
182 Fir 
(A) .2 + V3 -5. (B) 4- V2 -V3. 
(CO) [r+ (DD) 十 + -3). 


(E) (3 + V5 5). 


(第 35 届 美国 高 中 数学 考试 ,1984 年 ) 
[ 解 ] 注意 到 (Y2 + Y3 + V5)(Y2 + Y3 ~ Y5) 


= (Y2 +Y3) -5 
= (5+2YV6) -5 
= 2 V6. 
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_ 2% + 一 
A ra 


= V2 +Y3— 5. 
故 选 (A). 
-好 _ 相 
1.83 有 理化 分 母 时 , 式 记 下 应 后 相 当 于 
A) 3+ V+ V5 (B) =2+ v0 
(C) 2+ 0+ v10 (D) 2+ = 0 
(E) 非 上 述 答 案 . 
(第 3 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1952 年 ) 第 
[ 解 ] 注意 到 代数 式 变形 : 一 
数 这 
i : 
V2 + V3—y5 


_ Y2(Y2 + Y3 + V5) 
(Y2 + 3 — Y5)(Y2 + 3 + 5) 
_ 2+Y6+ v10 
(Y2 +V3) — 
_ 2+Y6+ v10 
2 v6 
_ /6Q + 6 + VD) 
2 v6 :v6 
_Y6+3+ V15 
5 


故 选 (A). 
1.84 ”代数 式 一 4 10 _ 的 值 为 


V13+ V8+y5 
(A) Y8 +Y5— V13. (B) V13 -v8 - V5. 








(©) 地 8 5- vB) (D) $F(/B -RB- 5) 


(中 国 浙江 省 字 波 市 初中 数学 竞赛 ,1984 年 ) 
[ 解 ] vyY8 + V5- v13 
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_ (Y8 +Y5~ VI13)(Y8 + v5 + v13) 
YJ8 + $+ vi3 

(V8 + Y5)* 一 (V13) 

V8 +5+ v13 

4vI0 
VI3+V8+V5 
故 选 (A). 

1.85 “分 数 2 二 6) 等 于 


3V2+Y3 
V3 


(A) 2 (B11 OO DS EE) 人 
(第 24 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1973 年 ) 

[ 解 ] 将 分 数 的 分 子 和 分 母 同 乘 以 V2 得 

2(V2+yY6) 41+) 40+y3) _ 4 

3V2+ 晤 3VvV4+2 3VG+VG)2 3 


故 选 ( 了 D). 
1.86 ”化 简 





/6 + 4Y3+3V2 pL 
We 1 和 归 二 
(NZ BB (OR+h. DB. 
(中 国 北 京 市 初中 数学 竞赛 ,1986 年 ) 
_ (V6 + Y3) + 3(Y3 + 2) 
[ 解 】 原 式 (V6 + v3)(Y3 + Y2) 
__ 1 ,3 
J3+V2 V6+¥3 
_ 33-2 ,36 -3) 
1 3 


= V6 - Y2. 








故 选 (DD). 
1.87 如果 x<0,y<0, 且 3x -2y = Vzy, 则 汪 的 值 为 


(A) - 了 (B) 1. (C) 半 ， (D) 以 上 答案 都 不 对 . 
(中 国 北 京 市 初中 数学 竞赛 ,1985 年 ) 
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[ 解 ] 由 设 3x -2y = wxzy， 平 方 得 
9z2 -13zy+4y = 0， 
即 (97r -4y)(z 一 yy) = 0. 
由 gr-4y=0 得 衬 = 卫 ; 
区 
由 xz-y=0 得 二 = 上 1 
广 


经 代入 验算 知 ,~ = 1 不合 要 求 ， 所 以 一 = 才 . 
故 选 (C). 

3 
1.88 ”能 使 分 式 过 - 芯 的 值 为 112Y3 的 x?,y? 的 值 是 


(A) x* = 1+y3,， 交 = 2+Y3. 
(B) x* = 2+Y3, y = 2-1Y3. 孝 
(C) xz =7+4V3, yy =7-4Y3. z 
(D) xz2 = 1+2yY3, v=2- 3. 

(第 2 届 “ 希 望 杯 ”全国 数学 邀请 赛 ,1991 年 ) 


[ 解 由 y(t) 














区 站 Ty XYy 
经 验算 x*=7+4Y3，Yy =7-4Y3 时 ， 
原 式 = 112 3. z 
故 选 (C). 
1.89 车 + = 一 劳 : 那 么 + 等 于 
(A) (1- 2)(2 -V2). (B) (1 — Y2)(1 + V2). 
(C) (1 + 1 -V2). (D) (1 + 782)(1 + V2). 


(E) - (1 + 2)(1 + v2). 
(第 28 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1977 年 ) 
[ 解 ] 1 1 .1+ _1+W 1+V2 
1- 1- 11+ 1- 1+V 
=— (1 + V2)(1 + V2). 














故 选 (F). 


1 ] 2 
1.90 二 + 的 
1-3 1+ 1+ 值 外 
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各 内 季风 


则 


(A) 1. (B)—1. (C) 2. (D) — 2. 
(中 国 初中 数学 联赛 ,1990 年 .1999 年 ) 











1+ 归 1-- 疙 2 
[ 解 ] 人 

2 ,_2 

1-v3 1T+V3 

4 

-1T -3 
故 选 (万 ). 
1.91 设 实 数 庆 = 4 -类 + 妇 , 则 户 满足 
(A)O0<p<l1. (B)1<p<2. 
(C)2<p<3. (D) p = 7. 


(第 1 届 “ 五 羊 杯 ” 初中 数学 竞赛 ,1989 年 ) 
[ 解 ] pH) v27 3+V3) 5 
2 + 地 JI +¥3. 
5 5 
1 ”2+3 1 
又 1.22<2，1.33<3， 





5 5 
芒 1 夯 “121413- 

故 。 l<p<2. 
故 选 (B). 
, 3V V7+ V48 ， 
1.92 ”代数 式 2 + fe) 的 值 为 

3 3 v2 9 V3 
(A) 地 . (B) 1. (OC) a . (D) je (E) 3. 


(中 国 江苏 省 徐州 市 初中 数学 竞赛 ,1985 年 ) 


[ 解 ] 原 式 = 3YY7+4Y3 _ 3 V2+Y3 
V2(1+Y3) 2V2(1 + V3) 
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故 选 (4A). 


1.93 池 |\/ 和 -3 /| 可 以 化 简 成 


(A) B32 + 1). (B) y3(y2 - 1) 
(C) -1. (D) y2 + 上 


(中 国 初 中 数学 联赛 ,1993 年 ) 


， NE 
EEE 








3 
i 
| 一 第 
3 3 

故 选 CD)， ， 
/天 /RR 5 

1.94 其 N_YJ+2+Yv-2 V3 万 式 

5+1 
则 NN 的 值 为 
(A)1. (B) 2v2 - 1. (OF. 


(D) A/ 写 ， (EFE) 这 些 都 不 对 . 
(第 27 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1976 年 ) 
[ 解 ] 考虑 代数 式 


[5 
VyYS+1 
_Y5+2+2 V5-4+Y5-2 
5+1 
= 2. 
x 3-2y2=2-2y2+1= (2-1), 
N=yv2-(2-1)=1 
故 选 (A). 
1 1 1 


?TR BiH-R 
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| _ 工 . 那 / 
BB 2 
(A) T<1. (BT=1i. (Ol<T<2. (DT>Z2. 





和 


1 
(DT (3 — 8)(Y8 ~ V7)(Y7 — v6) 
1 
(6 = 5)(Y5 - 2) 
(第 25 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1974 年 ) 
[ 解 ] 把 每 个 分 数 的 分 母 有 理化 ,我 们 看 到 
T= (3+VvV8) — (V8 + V7) + (7 + v6) - (V6 + 5) 
+ (V5 + 2) 
一 3+2= 9. 
故 选 (DD). 
1.96 若 N= v1985 .1985.… .1985 一 7”1, 则 NN 一 定 是 
ns 
(A) 无 理 数 . (B) 未 位 数字 是 1 的 正 整 数 . 
(C) 首位 数字 是 5 的 数 . (D) 以 上 管 案 都 不 对 . 
(中 国 北京 市 高 中 数学 竞赛 ,1985 年 ) 
[ 解 ] 令 n =1, 则 N= v1985 -7= V1936 = 44. 
(A) 不 真 , 且 (B),(C) 也 不 真 . 





故 选 (DD). 

1.97 者 P= v1988 .1989 .1990 . 1991+1 +(- 1989?), 那 
么 ,P 的 值 是 

(A) 1987. (B) 1988. (C) 1989. (D) 1990. 


(第 1 届 “ 和 希望 杯 ” 全国 数 学 邀请 赛 ,1990 年 ) 
[ 解 ] 设 z = 1989, 则 根 式 下 面 的 算式 可 写 为 
(xr—1)r(r+l)(r+2)+1 
= (x +7r)(r :+x-2)+1 
=[(x +x—-1)+1[(x*+x-i1)-1l+1 
= (x +7x-1)~-1?*+1 
= (xr +x-1), 


P= vV(1989: + 1989 - 1)* + (- 19892) = 1988. 
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故 选 (B). 
1.98 大 P= 





111…1 一 222…2(n 为 自然 数 ). 则 
NA 


2n1 


(A) P 为 无 理 数 .  (B) P = 111.1. (C) P = 222…2. 
;个 7 个 


(D) P = 333:…3.  (E) P = 777.…7. 
一 一 


于 个 2 个 
(中 国 四 川 省 重庆 市 初中 数学 竞赛 ,1983 年 ) 
[ 解 ] 注意 到 
,> 110%-1 2(10"-1) 
J 2 二 9 9 
1022 -2.102+1 (1072 一 1 
一 9 一 9 ’ 
则 P = i! = 333…3， 
一 
故 选 (DD). 
1.99 ”如 果 工 宇 0, 那 么 V x Vx Yr 等 于 / 
(A) x Yr. (B) x Yz. (C) Vz. 
(D) V7. (E) V7. 


[ 解 ] 原 式 一 zs * en 。 2 一 7 _ 8 
故 选 (五 ). 
1.100 ”如 果 Y2x > Y3x + 1, 那 么 


Y (r+23—- V(r+3) 


(第 42 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1991 年 ) 
Ix’. 





等 于 
(A) 27 + 5. (B) 一 27 —5. (C) 1. (D)—1. 
(第 2 届 “ 希 望 标 ” 全国 数学 邀请 赛 ,1991 年 ) 
[ 解 ] 由 Y2x > Y3x +1, 有 (Y3 -V2)x <-1， 
即 <-(Y3+Y2)， 故 x <-3. 
又 V(r+2)s ~ V(r+3) 
二 +2-|X+3| 
= (r+2)+(x+3) 
= 2x+5. 
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sk 并 答 风 


故 选 (A). 
1: 101 设 zi 实 x; 之 0， Z1 十 7Z 三 了. 别 | 


2 2 2 2 
1 十 MT 一 TI 十 ATI 一 YYTYL x2 


(A)2. ”人 (B) 0. (C) zl — za. (DD) 无 法 确定 . 
(第 3 届 “ 五 羊 标 ”初中 数学 竞赛 ,1991 年 ) 


[ 解 ] ( 原 式 ) = x+ Vz 一 TV 
2 (zi 十 /AA “一 7， “)(zl 一 A 1 — x ) 


= 271 + 2x2 = 2 + X23) 二 4， 


原 式 = 2. 
故 选 (A). 
1.102 ”如 果 4(Yrz+ Vy-1+ Vz-2)=x+y+xz+9, 那 么 
xyz 的 值 是 
(A) 0. (B) 2. (C) 15. (D) 120. 


(中 国 江西 省 南昌 市 初中 数学 竞赛 ,1991 年 ) 
[ 解 ] 由 六 十 yy 十 xx 十 9 
= (Vr) +(Vy-1)+(Vz-2)+12, 

则 题 设 方程 可 化 为 
(Vx-2Y+(Vy-1-2)+(Vz-2-2)=0. 
Vr=2, Vy-1=2, Vz-2=2, 

得 r=4, y=5, z=6. 
则 xyz = 120. 
故 选 (D). 
1.103” 设 等 式 Va(zxz -a)+ Va(y-a)= Vi-a- va 


在 实数 范围 内 成 立 ,其 中 a,x,y 是 两 两 不 同 的 实数 ， 则 汪 二 她- 
福光 YY 
的 值 是 
(A) 3. (B) 本. (C) 2. (D) 3 


(中 国 初中 数学 联赛 ,1991 年 ) 
[ 解 ] 根据 算术 根性 质 , 由 右 端 知 必 有 y>< a < ,而 由 左 端 知 又 
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有 a 宇 0 目 a 才 0. 所 以 必 有 a = 0. 
由 此 可 得 x = 一 y. 于 是 


3z + yy 3y -yy 1 
rT-wyty y+tyty 3 
故 选 (B). 
1.104 ”如 果 工 + (R11+t 20， 那么 
人 一 


1 
z2 + Vz4 -1 + 一 一 一 一 一 


等 于 
(A) 5.05. (B) 20. (C) 51.005. 
(D) 61.25. (E) 400. 第 
(第 42 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1991 年 ) 网 
[ 解 ] 注意 到 变换 : 与 章 
1 式 
过 一 vx -1 





r+vVzr -1 


(xr Vr Vr 1) 


~ rz+vr-_! 
这 样 由 题 设 有 Lv 解 得 zx = 0 
又 xz2+ Wz4 一 1T+ 
Xx + jr 
- 2z2 = 2 ( 凶 ) = 51.005. 
故 选 (C ). 


第 3 节 代数 式 的 应 用 


1*105 时间 从 +: = 0 到 +: = 1, 人 口 增加 i% ,而 从 :=1 到 + = 
2, 人口 增 加 j% ;于 是 从 上 = 0 到 +: = 2 人口 增加 
(A) (i+ 7))%. (B) j%. 
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(C) (i + i)%. (D) (i+j+ 2 )%. 


选 
择 .+ 
是 (E) (1+ j + )%. 
卷 (第 42 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1991 年 ) 
[ 解 ] 车 1 = 0 时 ,人 口 为 m,; 则 当 z+ = 1 时 ,人 口 为 m(1+ i% ); 
当 : = 2 时 ,人 口 为 
m(l+i% )(i1+j%) = (1+ i% 十 了 7% + % jm 


即 人 口 增加 ( i+ j + -二 )%， 

故 选 (DD). 

1.106 A 国 拥 有 全 世界 的 c% 的 人 口 及 ad% 的 财产 ,B 国 拥 有 全 
世界 的 e% 的 大口 及 .mw 的 财产 ,假设 A 国 的 公民 平均 分 享 A 国 的 财 
产 ,B 国 的 公民 平均 分 享 B 国 的 财产 , 求 A 国 的 一 个 公民 的 财产 对 B 国 
的 一 个 公民 的 财产 的 比 是 


(A) &. (B) 包 


de 
ef df : 


(OF DE. (EY. 
de cf ce 
(第 44 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1993 年 ) 


[ 解 】 设 是 全 世界 的 人 口 数 ,ww 是 全 世界 的 总 财富 ,那么 5 是 


A 国 公民 的 总 人 数 ,36 是 他 们 的 总 财富 数 . 所 以 ,每 个 A 国 公民 拥有 


100 wd 
的 财富 是 = pe 


同 理 ,每 个 B 国 公民 拥有 的 财富 是 到 
ved 


因此 ,财富 比 是 一 如 -ad 
wf cf 
pe 
故 选 (DD). 
1*107 者 关 人 在 d 天 可 完成 一 项 工作 , 则 m+ r 人 nn 天 才能 完 


成 这 项 工作 , 则 n 为 
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mad 天 | 


n+r 


(A) d + 天 . (B)d 一 +r 天. (C) 


(E) 以 上 答案 都 不 正确 . 
(第 1 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1950 年 ) 


[ 解 ] ”由 设 每 人 每 天 可 完成 全 部 工作 的 -二 ,由 后 面 设 每 人 每 天 
可 完成 全 部 工作 的 ! 











n(m+r): 
1 ] 。 md 
md (m+r)n 得 n=+ (天) 


1.108 在 2 个 人 c 天 砌 上 块 砖 ,那么 c 个 人 用 相同 的 速度 砌 5 块 
砖 需要 的 天 数 是 


之 2 
(A) fo?. (B 羡 (OF (D) 2. (E) 五 


f 
(第 22 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1971 年 ) 
[ 解 j 阁 x,y,z 分 别 表示 人 数 , 天 数 和 砌 的 砖 数 ,k 是 比例 常数 . 


那么 > = kxy, 从 题 设 得 = pa 


广 | 


则 天 数 y= pr fF 

故 选 (CD ). 

1.109 硅 xz 头 奶牛 在 x + 2 天 中 得 到 x +1 桶 奶 , 则 x+3 头 奶 
牛 得 到 x + 5 桶 奶 需 要 的 天 数 为 

(A) r(x+2)(xr+5) (B) r(xr+1)(x+5) 


(Tt (x+3) (r+2)(x +3) 

+ Dt +) (x +1)(x+3) 
(CO) zx 12) (D) irr) 
(EE) 这 些 都 不 对 . 


(第 27 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1976 年 ) 
[ 解 ] ”由 题 设 知 一 ND 桶 奶 ,因此 (xz + 3) 


十 2) 
头 奶牛 每 天 得 到 4z 土 lJ(z 二 3) 桶 了 5 桶 奶 


故 得 到 (z + 5) 桶 奶 需 r+ Dt) 


(x +1)(xt+ 3) 六 
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al: 第 


故 选 (4). 

1.110 ”从 A 到 B 路 离 120 英里 ,一 辆 汽车 从 A 到 B 是 以 每 小 时 
30 英 里 的 速度 ;而 从 B 返 回 A 是 以 每 小 时 40 英 里 的 速度 ,那么 ,往返 的 
平均 速度 是 

(A) 33mph. (B) 34mph. (C) 35mph. 

(D) 36mph. (E) 37mph. (mph 表示 每 小 时 行驶 英里 ) 

(第 1 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1950 年 ) 

[ 解 ] 硅 汽 车 行驶 4 距离 的 速度 为 vi ,而 在 同 距 离 返 回 时 速度 为 

v2, 则 其 往返 平均 速度 为 








二 2d _ v1 v2 
dd vtwv 
了 1 UY 
一 2,.30.40 2400 
因而 w= 30r40 -70 人 守 34(mph). 


故 选 (B). 
1.111 在 十 英里 赛跑 中 ,第 一 人 超出 第 二 人 2 英里 ,第 一 人 超出 
第 三 人 4 英里 , 若 跑 者 在 整个 赛程 中 保持 速度 不 变 . 则 第 二 人 跑 至 终点 
时 超出 第 三 人 的 英里 数 为 
(A) 2 (B) 2 十. (C) 2 六， (D) 2 (BE) 3 
(第 15 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1964 年 ) 
[ 解 ] 在 相同 的 时 间 内 三 人 所 跑 的 距离 不 同 ,由 题 设 知 三 人 的 速 
度 比 为 10 : 8 : 6. 因 速度 不 变 , 则 速度 比 也 不 变 . 
当 第 一 人 跑 完 10 英里 时 ,第 二 人 跑 完 8 英 里 ,第 三 人 跑 完 6 英里 ; 
当 第 二 人 跑 完 剩 下 的 2 英里 时, 设 第 三 人 又 跑 了 > 英里 . 依 前 分 析 
2 8 


2 9 得 14 
+ 6 了 +=|1 2 
7 


六 英里 , 即 两 人 相关 


故 ” 当 第 二 人 跑 完 10 英里 时 ,第 三 人 跑 完 
2 六 英里 . 
故 选 (C). 


1.112 甲 杯 中 盛 有 m 毫升 红 黑 水 , 乙 杯 中 盛 有 m 毫升 蓝 黑 水 . 
从 甲 杯 倒 出 a 毫升 到 乙 杯 里 (0 < a < mx), 搅 匀 后 ,又 从 乙 杯 倒 出 a 毫 
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升 到 甲 杯 里 , 则 这 时 
(A) 甲 杯 中 混入 的 蓝 墨水 比 乙 杯 中 混入 的 红 墨 水 少 . 
(B) 甲 杯 中 混入 的 蓝 墨 水 比 乙 杯 中 混和 人 的 红 墨 水 多 . 
(QC) 甲 杯 中 混入 的 蓝 墨 水 和 乙 杯 中 混和 的 红 墨 水 相同 . 
(D) 甲 杯 中 混和 人 的 蓝 墨 水 与 乙 杯 中 混和 的 红 墨 水 多 少 关 系 不 定 . 
(第 1] 届 "“ 和 希望 杯 " 全 国 数学 邀请 赛 ,1990 年 ) 
[ 解 ] 依 题 设 ,从 甲 倒 出 a 毫升 到 乙 杯 后 , 乙 杯 中 所 含 红 . 蓝 墨 水 
浓度 分 别 为 


a 1 
m+a’” m+a 


搅 匀 后 从 乙 杯 再 取出 a 毫升 倒 入 甲 杯 中 后 , 倒 出 的 墨水 中 含 蓝 黑 
水 ( 即 甲 杯 中 混入 的 蓝 黑 水) 为” 一-，; 














m+a’ 
而 乙 杯 中 所 剩 墨水 里 含 红 墨水 为 
4 -6 “4 et 
即 两 者 相等 . 
故 选 (C). 


1.113 ”两 个 相同 的 瓶子 装 满 酒 精 洲 液 . 在 一 个 瓶子 中 酒精 与 水 
的 容积 之 比 是 p : 1 ,而 在 另 一 个 瓶子 中 是 g : 1. 若 把 两 瓶 溶液 混合 在 
一 起 ,混合 液 中 的 酒精 与 水 的 容积 之 比 是 


p+g pr+q’” 2 pq 
(A) 分 一 . (B) 一 一 一 一 . (C 
2 p+i+gq ) +a 





2(p’ + pg + g”) p+g+2pg 
(D) 3(pt+a) | (E) pt+a+2 
(第 30 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1979 年 ) 
[ 解 ] 关 每 个 瓶子 中 溶液 的 总 量 是 x 升 ,那么 一 个 瓶子 含有 酒精 
2x _ 文 和， _. 今 二 酒 烤 _QZ 六 
1 天 ;水 + 了 天 ;而 男 个 瞪 子 合 有 酒精 一 升 ,水 二 了 升 . 
在 混合 液 中 酒精 与 水 的 体积 之 比 是 





(人 + 一 ): 

p+1 otl/ _ plg+1l)+aq(p+1l) p+tg+2pg 

(Pi 和 jz 
qa 
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数 
本 
式 





巍 1 各 





故 选 (五 ). 

1.114 ”一 支票 记 为 x+ 元 y 分 ,X 与 y 均 为 两 位 数 , 在 兑现 时 , 误 成 
y 元 zx 分 ,不 正确 的 款项 比 正 确 的 款项 多 17.82 元 , 则 

(A) x 不 会 超过 70. 

(B) y 可 能 等 于 2>. 

(C) 支票 的 款项 不 是 5 的 倍数 . 

(D) 不 正确 的 款项 可 能 等 于 正确 款项 的 2 售 . 

(E) 正确 款项 的 数字 和 可 被 9 整除 . 

(第 9 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1958 年 ) 
[ 解 | 设 z = (1l0a +65) 元 ,y = (10c + 4) 分 . 则 支票 上 的 值 为 
1000a + 10065 + 10c + d( 分 )， 
兑现 的 值 为 1000c + 1004q + 10a + 5( 分 ). 

两 者 相差 990c + 99d - 99(10a + b) = 1782， 

即 (10c+d) 一 (1l0a+5)= 18， 或 y-xr= 18, 

因而 y 可 能 等 于 2x. 

故 选 (B). 

1.115 “” 某 人 定做 4 双 黑 袜子 和 一 些 蓝 袜子 , 黑 袜子 每 双 的 价格 
是 蓝 袜子 的 2 倍 . 可 是 定单 上 两 种 颜色 填 颐 倒 了 ,为 此 ,他 的 支出 增加 
50% .那么 , 原 计划 定做 的 黑 袜 子 和 蓝 袜 子 的 双 数 的 比 为 

(A) 4:1，(B)2:1， (C1:4. (D)1:2. (E)1:8. 

(第 1 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1950 年 ) 

[ 解 ] 设 蓝 袜子 有 x 双 , 价 格 为 y, 显 然 黑 袜 子 每 双 价 格 为 2y. 由 

题 设 有 


该 膏 


得 z=16， 有 了 = 十 ， 即 4:x=1:4. 
故 选 (C). 
1.116 ”一群 由 医生 和 律师 组 成 的 人 中 平均 (算术 平均 ) 年 龄 是 40 
岁 . 若 医生 的 平均 年 龄 是 35 岁 ,律师 的 平均 年 龄 是 50 岁 ,那么 医生 和 律 
师 的 人 数 比 是 
(A)3:2. (B)3:1. {(C)2:3. (D2:1. (E)1:2. 
(第 24 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1973 年 ) 
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[ 解 ] 设 m 和 分别 表 示 医 生 和 律师 的 人 数 ,那么 由 题 设 有 
40(7 + n) = 3$5m + $0n, 


71 


项 5m 二 102 或 » 2. 

所 求 的 比 m:n=2:1. 

故 选 (万 ) 

1.117 ”一 个 学 生 在 求 出 35 个 分 数 的 平均 数 后 ,他 粗心 地 把 这 个 
平均 数 和 35 个 分 数 混在 一 起 , 求 出 了 这 36 个 数 的 平均 数 .第 二 个 平均 


数 和 正确 的 平均 数 的 比值 是 
(A)1:1. (B) 35 : 36. (CY) 36 : 35. 
(D)2:1. (E) 这 些 都 不 对 . 


(第 22 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1971 年 ) 
[ 解 ] 令 35 分 数 记 个 为 iv yz 它们 的 平均 数 是 二 . 那 


人 么 3$x = rt r+ ra + Tr35. 


而 36 个 数 的 平均 数 是 
(rit rt rt t+ rst7r) _ (35x+7) 367z 一 
36 一 36 36 
因此 所 求 的 比 是 1:1. 
故 选 (A). 


1.118 ”在 一 定 的 人 口 范围 内 ,女性 的 数目 和 男性 的 数 自 的 比 为 
11 : 10. 如 果 女 性 的 平均 年 龄 为 34 岁 , 男 性 的 平均 年 龄 为 32 岁 , 那 么 在 
这 个 人 口 范围 内 ,平均 年 龄 为 





(A) 32 了 (B) 32 条 (C) 33. 
1 1 
(D) 33 蘑 。 (E) 33 了 0 


(第 34 届 美 国 离 中 数学 考试 ,1983 年 ) 
[ 解 ]】 设 w 为 女性 的 人 数 ,wm 为 男性 的 人 数 . 设 友 = 11r,m = 
10x ,而 全 体 妇 女 年 龄 的 总 和 为 34w ,全体 男人 年 龄 的 总 和 为 32m ,所 
以 总 的 平均 年 龄 是 








3441Lz)+32(10z) 34.11+32.10 _ 694 33 土 
lix+ 10x 本 21 21 21 
故 选 ( 孔 ). 


世界 数学 奥林匹克 解 题 大 辞典 | 49 





3 


1.119 A 本 代数 书 ( 所 有 代数 书 同样 厚度 ) 和 五 本 几何 书 ( 所 有 
几何 书 同样 厚度 且 比 代数 书 厚 ) 正好 放 满 书架 ,还 知道 S 本 代数 书 和 
M 本 几何 书 能 放 满 同一 书架 .最 后 ,单独 放 开本 代数 书 也 可 放 满 同一 
书架 .已 知 A, 电 ,S,M,E 是 不 同 的 正 整 数 , 则 等 于 








AM + SH ANM2 + SH? AH- SM 
(MiH: (BB rH (OV M-TH 
AM — SH AM - SH* 


(第 38 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1987 年 ) 
[ 解 ] 设 代数 书 厚 为 4 ,几何 书 厚 为 e, 由 题 设 有 
Ad+ He= Sd+ Me= Fd, 


, _E-A _E-S 
解 得 e= dz， 二 < 一 AT ad. 
E-A E-5S AM - SH 
AM 
故 选 (DD). 


1.120 Al 的 年 龄 比 Bob 和 Carl( 以 下 简称 他 们 分 别 为 A,B,C) 的 
年 龄 之 和 大 16, 人 A 年 龄 的 平方 比 B 和 CC 的 年 龄 之 和 的 平方 大 1632. A,B 
和 CC 的 年 龄 之 和 是 

(A) 64. (B) 94. (C) 96. (D) 102. (E) 140. 

(第 28 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1977 年 ) 

[ 解 ] 设 a,b 和 c 分 别 表示 Al,Bob 和 Carl 的 年 龄 .那么 

J+p+e=(e+6+c)a~ (b+ ce)) 


a~{(b+e) 


_a (b+te) 163< 10» 


a-(b+e) 16 


故 选 ( 品 ). 

1.121 ”一 轮 有 橡皮 外 胎 外 直径 为 25 英寸 , 当 半径 减少 十 英寸 
一 英里 内 旋转 的 次 数 将 

(A) 增加 约 2% . (B) 增加 约 1%. (C) 增加 约 20% . 


(D) 增加 方 %， (E) 保持 不 变 . 
(第 7 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1956 年 ) 
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[ 解 ] 设 两 种 轮胎 一 英里 内 旋转 次 数 分 别 是 n,n2, 则 当 半 径 减 











少 后 旋转 次 数 增加 率 为 
1! 1 
1 2nr 1 
n>3— 天 2x (7 一 地 ) 4 1 
i 
2rr ’ 4 

改选 (4). 

1122 ”对 于 公式 C= 久 一 , 当 e,RR,r 不 变 时 ,车 增加 , 则 CC 
(A) 减少 . (B) 增加 . (C) 保持 不 变 . 


(D) 增加 然后 减少 . (FE) 减少 然后 增加 . 
(第 1 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1950 年 ) 


[ 解 ] 将 C 变 形 为 C = 到 人 一 , 当 ? 增 加 时 分 母 减少 , 故 C 增 加 . 


一 十 了 
2 





故 选 (B). 


1.123 。” 设 甲 为 4m, 乙 比 甲 的 才 小 地 ,两 比 甲 的 二 多 十, 则 四 
乙 丙 三 数 之 积 是 





(A) 4723 — 6 六 (B) 4m’ 一 地 芒 . 
‘1 3 1 二 3 1 
(C) je™ C4: (D) 4 G4 


(第 上 届 " 五 羊 杯 ” 初中 数学 竞赛 ,1989 年 ) 
[ 解 ] … 甲 为 4m, 则 乙 为 因 一 六 ,两 为 771 十 二 ,这 样 三 数 之 


4m (m -地 (om + 地)= 4o3 一 本 总 








故 选 (B). 
1.124 议 两 个 正 数 二 与 y 成 反比 例 . 若 工 增加 户 % , 则 > 减少 
有 pp 。 、 100 
(A) p%. (B) 二 六 % (C) 及 册 
p , _l00p 。 
(D) 100 了 5， (E) 100+ pi 


(第 37 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1986 年 ) 
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a 


[ 解 ] 设 y 减 少 q% , 依 题 设 应 有 
(1+p%)r: (1l—- aq%)y=1. 


， 1 
又 xy 三 1, 所 以 1 一 4% = T+ p%’ 


1 p _100p_ 





























ITTp% 1001p™ 10045 
故 选 (EE). 
1.125 xy 式 中 ,x 与 y 的 值 各 减少 25% ; 则 此 式 之 值 为 
(A) 减少 50% . (B) 减少 75%. 
(C) 减少 其 值 的 4。 (D) 减少 其 值 的 4 ， 
(E) 非 上 述 答案 . 
(第 4 局 美国 高 中 数学 考试 ,19S3 年 ) 
[ 解 ] 由 题 设 注意 到 
(1 -25%)z:[( -25%)y] = (1 -25% zy = (3) zy, 
3 3 37 
1- (二 = 64: 
故 选 (C). 
1.126 ”用 1- y 作 和 + 的 近似 值 , 1 y 1< 1, 则 相对 误差 为 
2 yl 
(A) y. (B) y’. (C) T+y 
2 
» Vy 
(DD) 和 了 (E) Ts 
(第 16 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1965 年 ) 
[ 解 ] 相对 误差 为 
2 
1 (1 )) y 
1+y ~ _ li+y _ y 
1 1 
1 + y 1+y 
故 选 (4B). 


1.127 在 长 方形 的 长 增加 了 p% 以 后 ,为 了 使 长 方形 的 面积 保 


持 不 变 , 则 这 个 长 方形 的 宽 应 该 减少 


(A) p% . (B) (1 - p)%. 
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p 100p 
(CO) Tz%. (D) jo0# 5% 


(中 国 北 京 市 初中 数学 竞赛 ,1993 年 ) 
[ 解 ] 设 原 长 方形 长 和 宽 分 别 是 a ,5 ,再 设 长 方形 宽 减 少 zx% , 依 
题 意 有 





[all + pp%)j LOL-z%)] = ab， 














1 p% 

| 二 11- 一 

则 | xX% 1 [+ pb% T p% 
__? . 
= J00 Tp 100% 
100p 
”100+p 

故 选 (D). 


1.128 ”在 某 种 计算 机 语言 (例如 APL) 中 , 当 一 个 代数 式 中 没有 
圆 括号 时 , 式 中 的 运算 规定 为 从 右 到 左 逐 一 进行 .例如 ,在 这 种 语言 
的 axa-c, 就 相当 于 在 通常 代数 记号 中 的 a(5 一 cc). 现 在 用 这 种 语言 
书写 了 一 个 式 于 :a 二 5--c+ 44d. 那么 用 通常 代数 记号 表示 时 , 它 应 
是 
(Eetd (BE-e-d (Odet 
[fi 





a 
(Boa 


(第 36 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1985 年 ) 
[ 解 ] 由 设 此 算式 应 为 


a [6b- (ct+d)] = se. 


a 
(D) ra 





故 选 (五 ). 
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给 密 入 际 


二 章 ”代数 方程 


第 1 节 一 元 一 次 方程 


2.1 电 冰 箱 连续 两 次 提 价 10% 后 ,又 提 价 5% . 欲 恢复 原价 ,至 
少 应 降价 x% (xz 为 整数 ). 则 > 为 

(A) 22. (B) 23. (C) 24. (D) 25. 

(第 3 届 "“ 五 羊 杯 ”初中 数学 竞赛 ,1991 年 ) 
[ 解 】 设 电 冰箱 原价 为 1, 则 现价 为 

(1 + 10% )2(1+5%) = 1.2705. 
车 设 降价 y% 可 恢复 至 原价 , 则 
1.2705.(1-y%)=1， 得 vy 之 21.3， 





则 r= 22. 
故 选 (A). 
2.2 一 物品 的 价 增 p% 之 后 ,此 新 价 又 减 p% , 若 最 后 的 价格 是 
一 美元 , 则 原价 为 
1~p” V1-p’ 、_ 
(A) 00 (B) 100 一 (C) 一 美元 . 
2 10000 _ 
(D) 1 - 10000 — 27 (E) 10000 — 元: 


(第 3 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1952 年 ) 
[ 解 】 设 物品 原价 为 x 美元 ,由 题 设 有 
rl(l+p%)(1l- p%)= 1, 
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。 10000 
得 z= To 天 

故 选 (五 ). 

2.3 ”车 一 商人 进货 价 便宜 8% ,而 售 价 保持 不 变 ,那么 他 的 利润 
( 按 进货 价 而 定 ) 可 由 目前 的 z% 增加 到 (x + 10)% ,z% 是 

(A) 12%. (B) 15%. (C) 30%. (D) 50%. (E) 75%. 

(第 23 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1972 年 ) 

[ 解 ] 设 C 是 自前 的 进货 价 , 则 0.92C 是 打折 扣 的 价钱 .z+ 是 目前 

的 利润 ,以 百分比 表示 .那么 写 出 轿 定 售 货 价 等 式 ,得 到 
C(1+0.01x) = 0.92C|1 + 0.01(x + 10)], 

即 0.08(0.0tz) = 0.92.1.1-1= 0.012. 

得 + 二 15. 

故 选 (B). 

2.4 31 本 书 自 左 至 右 按 价 格 增加 的 次 序 排列 , 相 邻 每 本 书 的 价 
格 相 差 2 美元 ,对 于 最 右 的 书 价 而 言 ,顾客 可 买 一 本 最 中 间 的 书 和 它 相 
邻 的 一 本 , 则 

(A) 上 面 所 指 相 邻 书 在 中 间 书 的 左 侧 . 

(B) 中 间 书 售 价 为 36 美元 . 

(C) 最 便宜 的 书 售 价 为 4 美元 . 

(D) 最 贵 书 售 价 为 64 美元 . 

(E) 非 上 述 答案 . 





(第 12 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1961 年 ) 
[ 解 】 设 书 价 自 左 至 右 依次 为 p,p + 2,p+4,…,p+60. 最 中 间 


的 书 价 为 p + 30. 
依 题 设 可 有 下 面 两 个 等 式 
(p+30)+ (p+32) = p+ 60, 
或 (p+30)+ (p+28)= p+ 60. 


前 一 方程 所 解 p = - 2, 不 合 题 意 ; 

后 一 方程 解 得 p = 2, 此 即 说 相 邻 的 书 在 中 间 书 的 左 侧 . 

故 选 (A). 

2:5 ” 甲 能 在 40 秒 跑 完 一 圆 形 跑道 , 乙 反 向 跑 , 每 15 秒 钟 遇 到 
甲 , 问 乙 跑 完 此 跑道 的 秒 数 为 
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该 售 


(A) 12 六 (B) 24. 《C) 25. (D) 27 二， (E) 55. 


(第 10 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1959 年 ) 
[ 解 1] 设 乙 跑 完 一周 所 需 时 间 为 1 秒 , 依 题 意 有 
14 


40-13 ”40， 





解 得 ”z+ = 24. 
故 选 (B). 
[ 解 2] 设 乙 跑 完 一 周 所 需 时 间 为 + 秒 ,跑道 长 为 1, 则 由 设 有 


让 "15+ 人 .15=1， 


40 
Bh 言 t+ 上 =1 得 ”+ = 24. 
故 选 (B). 


2.6 ”两 梳 蜡 籽 等 高 ,同时 燃 着 ,第 一 校 4 小 时 燃 尽 , 第 二 梳 3 小 时 
燃 尽 ,假设 两 螨 旭 以 一 定 的 速度 燃烧 , 当 燃 烧 至 第 一 枝 晴 烛 的 高 度 是 第 
二 枝 的 二 倍 时 ,点燃 的 时 间 为 


(A) 半 时 ， (B) 1 二 时 (C) 2 时 . 


(D) 2 全 时 ， (E) 2 方 时 ， 


(第 7 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1956 年 ) 
[ 解 ] 设 点 燃 z 小 时 后 ,两 枝 晴 烛 高 度 比 为 2 : 1, 则 


解 得 ”x = 2 全 (时 )， 

故 选 (D). 

2.7 一 艘 内河 轮 船 名 速 从 甲 地 开 往 乙 地 . 沿 河岸 有 一 公路 ,船长 
看 多 每 隔 30 分 钟 有 一 辆 公共 汽车 从 背后 开 过 , 而 迎面 则 每 隔 10 分 钟 有 
一 辆 公共 汽车 开 来 .假定 汽车 以 甲乙 两 地 为 终点 站 往返 均匀 发 车 , 匀 
速 行驶 , 则 每 发 车 一 辆 所 隔 时 间 为 (分 钟 ) 

(A) 12. (B) 15. (C) 18. (D) 20. 

z (第 3 届 “ 五 羊 标 ” 初中 数学 竞赛 ,1991 年 ) 

[ 解 ] 设 每 隔 x 分 钟 发 车 一 辆 . 
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船 行驶 时 ,前 车 与 船 相遇 后 , 同 向 的 下 一 车 需 多 用 30 -x 分 钟 才 能 
据 上 船 , 而 逆向 的 下 一 车 可 少 用 zx - 10 分 钟 与 船 相册 . 


则 船 速 是 同 向 车 速 的 ' 元 芋 倍 ,也 是 着 向 车 速 的 二 倍 . 因 车 
速 不 变 ， 


故 选 (B). 

2.8 ”在 一 人 群 中 , 寿 走 了 15 名 女 的 , 则 所 剩 下 的 男 、 女 比例 为 
2 : 1; 在 这 之 后 , 硅 走 了 45 名 男 的 , 则 男女 的 比例 为 1 : 5, 那 么 最 初 有 
女人 为 

(A) 40. (B) 43. (C) 29. 

(D) 50. (E) 以 上 答案 都 不 正确 . 

(第 工 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1950 年 ) 

[ 解 ] 设 最 初 女人 数 为 z, 依 题 意 男人 数 为 2(z - 15). 再 由 题 设 
有 

Sl2(z -1S) -45$] = 工 -15， 
解 得 二 40. 

故 选 (4). 

2.9 ”一 个 城镇 的 人 口 增加 了 1200 人 , 然后 这 新 的 人 口 又 减 
少 了 11% . 现在 镇 上 的 人 数 比 增加 1200 人 以 前 还 少 32 人 .那么 原 有 
人 口 为 

(A) 1200. (B) 11200. (C) 9968. 

(D) 10000. (E) 这 些 都 不 对 . 

(第 25 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1974 年 ) 

[ 解 ] 设 z 是 原来 的 人 口 ,那么 依 题 意 有 

Zz+1l200-0.11(z+1200) = x - 32, 
解 得 x = 10000. 
故 选 (DD). 





第 2 市 ”一 元 二 次 方程 
2.10 ”把 三 个 非 零 实数 a,5,c 按 任意 的 次 序 分 别 填 入 口 2? + 
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人 


x+ 口 = 0 的 三 个 方 框 中 ,所 得 的 方程 的 根 均 为 有 理 数 .这 样 的 实数 
asb,c 
(A) 不 存在 . (B) 有 一 组 .(C) 有 两 组 . (D) 有 ,多 于 两 组 . 
《中国 江苏 省 初中 数学 竞赛 ,1991 年 ) 
[ 解 1] 由 设 车 方程 仅 有 有 理 根 , 则 A = 六 - 4ac 为 完全 平方 数 


即 可 ,这 里 a,65,c 为 有 理 数 . 


注意 到 ae =yr，6=-2r，c=rr 天 0，rER) 时 ， 

A=4r -4r =0; 或 ec=-2r，8=yr，rc= 有 时 ， 

A=r-4.(-2r) .r= 9r*?， 其 为 完全 平方 数 . 

显然 , 当 r 为 任意 有 理 数 时 ,方程 皆 仅 有 有 理 根 . 

故 选 (DD). 

[ 解 2] 令 a=r，65=-2r，c=r(r 关 0， r RR), 当 把 4， 
b,c 按 任意 次 序 填 人 题 中 三 个 方 框 时 ,方程 总 有 xz = 1 的 根 , 它 是 有 理 
数 . 

又 由 韦 达 定理 知 其 另 一 根 亦 为 有 理 数 . 

注意 到 的 任意 性 , 知 这 样 的 a ,5,c 有 无 数组 . 


故 选 (DD). 

2.11 方程 x = k(x -1)(r -2) 有 实 根 , 的 值 为 
(A) 不 存在 . (B)-2<k<1. 

(C) -2V2 < & < 2Y2. (D)&>1 或 &<-2. 
(FE) 全 部 实数 . 


(第 13 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1962 年 ) 
[ 解 ] 由 设 方程 可 化 为 
At (3k?* + 1)x +2k: = 0, 
不 关 0, 要 使 方程 和 实 根 , 则 A 宇 0, 即 &*+ 6k?+ 1 之 0. 它 对 任 
何 实数 & 均 成 立 . 
车 上 = 0, 仍 有 实 根 x = 0. 
故 选 ( 玉 ). 
2.12 对 于 已 知 数 & ,方程 zz - 3kx + 2k? - 1 = 0 的 根 的 乘积 是 
7, 则 它 的 所 有 根 都 是 
(A) 正 整数 . (了 B) 负 整 数 . (C) 有 理 数 但 不 是 整数 . 
(D) 无 理 数 . (EF) 虚数 . 
(第 11 届 美国 高 中 数学 考试 ,1960 年 ) 
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[ 解 ] 由 韦 达 定理 知 24 -1=7， 得 &= 土 2. 则 方程 为 
x’*+6r+7=0, 

解 得 =3+Y2 或 -3+vV2， 

放 选 (DD). 

2.13 ”如 果 方 程 (m +2 )x? 一 2(m +1)zx+m = 0 只 有 一 个 实数 
根 , 那 么 方程 (mx + 1)x* -2mr+m-2=0 

(A) 没有 实数 根 . (B) 有 两 个 不 同 的 实数 根 . 

(C) 有 两 个 相等 的 实数 根 . (DD) 实数 根 的 个 数 不 能 确定 . 

(中 国 “ 祖 冲 之 杯 ” 初 中 数学 邀请 赛 ,1995 年 ) 

[ 解 ] 原 方 程 的 判别 式 A = 4(m+1)*-4m(m+2)=4>0, 
该 方程 只 有 一 个 根 ,所 以 二 次 项 系数 为 0, 即 m+2=0, 有 wm =-2. 

则 方程 (mx + 1)x* 一 2mxz+m-2 = 0 化 为 -x*+47-4= 0 或 
x 一 4x +4 = 0 知 该 方程 有 两 个 相等 的 实数 根 . 

故 选 (C). 

2.14 已 知 二 次 方程 ax*+ bx +c = 0(ac 关 0) 有 二 异 号 实 根 mm 
和 nn, 目 < 之 | mx 1. 那么 二 次 方程 cx*+(m 一 n)ax 一 a = 0 的 根 的 情 
况 是 

(A) 有 两 个 负 根 . (B) 有 两 个 正 根 . 

(C) 两 根 异 号 . (D) 无 实 根 . 

(中 国 陕西 省 初中 数学 竞赛 ,1997 年 ) 
[ 解 ] .mn 异 号 且 之 1 1 1， 
m <O0,n>0. 


从 而 ,mn = <0,n-m>0 
方程 cx* 二 (mm 一 nn)ar 一 a = 二 0 的 判别 式 
A= a’(m—n)*+4ac 
= a’[(m—n)’+4. ] 
= a(m+n) >0. 
故 必 有 二 实 根 . 设 这 两 个 实 根 为 x! 、7x;. 则 由 
过 1 十 2? 二 二 (一 mm) < 0，7z1Z2? = 一 全 >0 可 知 x x;y 均 为 负 . 
故 选 (A). 
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锅 侈 和 芒 崇 


2°15 设 x 和 x 是 这 样 两 个 数 ;x1 关 ,有 日 3x7 一 hri;= 二 b(i= 
1,2). 那 么 zl + x2 等 于 


(A) -全 (B) 全 (0) 地 . (D) 22. (E) -号 


(第 25 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1974 年 ) 
[ 解 ] 由 设 ri 和 x 是 二 次 方程 3x* -hx -5 = 0 的 两 个 根 ,由 


韦 达 定理 ,两 根 之 和 是 六 ， 
故 选 (B). 
2.16 设 xl 和 x 是 方程 x*+ pz +4 = 0 的 两 个 不 相等 的 实 根 . 
试 判断 下 列 结论 正确 的 是 
(A) 1zil>2 且 1xzx1>2. (B) | zl + za 1> 4. 
(C) [xi+ x 1< 4. (D) {xil= 4 有 1x21= 1. 
(中 国 北京 市 初中 数学 竞赛 ,1982 年 ) 
[ 解 ] 因 x*+ px +4 = 0 有 二 不 等 实 根 x 与 ,所 以 x 二 
4, | xi | x2 |= 4, 所 以 (A) 应 排除 . 
此 外 | x111 x21= 4, 不 能 得 出 必定 有 | ziji=4, 昌 xz，1= 1, 所 
以 (D) 也 应 排除 . 
由 判别 式 知 六 -16>0， 即 p>16， 但 -p= x+ 
X23 所 以 zf+xzl>16，1z+xz 1>4 因此 ,排除 (C). 
故 选 (B). 
2-17 若 z ,x2 是 方程 x? + 2x 一 上 = 0 的 两 个 不 等 的 实数 根 , 则 
X71t+ 7X3 一 2 是 
(A) 正 数 . (B) 负数 . (C) 零 . (D) 不 大 于 0 的 数 . 
(中 国 北京 市 初中 数学 竞赛 ,1992 年 ) 
[ 解 ] 由 设 方程 有 两 不 等 的 实 根 , 则 
A=2+4k>0， 知 >-1. 
XI+ x32= (r+r) 一 27lz? 一 2 
=4+2k-2=2+2k>0. 
故 选 (A). 
2°18 设 riyz2 是 二 次 方程 x + XxX-3=0 的 两 个 根 . 那么 
Xl 一 4x3 + 19 的 值 等 于 
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(A) - 4. (B)8. (C)6. (D)0. 
(中 国 初 中 数学 联赛 ,1996 年 ) 
[ 解 ] … zza 是 二 次 方程 x* + x -3 = 0 的 两 个 根 ， 
zt+zli-3=0， x+ 一 3= 0， 
即 xf=3-x, X79 = 3 ry. 
由 根 与 系数 的 关系 知 zl + rz = 一 1, 从 而 有 
Xi -43+19= zx(3— rx) -43- x,)+19 
= 3x1 一 zx1+4z 二 7 了 
= 3zrl 一 (3 一 xi)+4r 二 7 
=4(zl+xz)+4=4.(-1)+4=0. 
故 选 (万 ). 
2.19 若 mm,1 是 二 次 方程 x* + 1994x +7 = 0 的 两 根 ,那么 (wm? 
+ 1993w + 6)(n* + 1995n + 8) 的 值 是 
(A)2000. (B)1994. (C)1986. (D)7. 
(中 国 “ 祖 冲 之 标 ” 数 学 邀请 赛 ,1994 年 ) 


巍 1) 各 


代 
数 
方 
程 


[ 解 ] 由 题 设 知 : 

m? + 1993m +6= m?*+1994m+7- (p+1) = (m+ 1), 
n* +1995n+8= n+1994n+7+(n+1)= n+1, 

从 而 ” 原 式 = 一 Cyt+l)(n+1)=-nn-(mt+n)- 1 = 1986. 





故 选 (CC) 

2.20 ”两 数 之 和 为 6, 其 差 的 绝对 值 为 8, 以 此 两 数 为 根 的 方程 
式 为 

(A) r* -6x+7=0. (B) x*—-67+—-7=0. 

(C) x*+6r—-8=0. (D) x*~6xr+8=0. 


(E) x*+6r-7=0. 
(第 6 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1955 年 ) 

[ 解 ] 设 此 两 数 分 别 为 a,B, 则 由 题 设 有 

a+pB=6, (QD 

Ia 一 Bl=8. 人 
OD- 四 得 4o8=-28， 即 o8 =-7. 
.， ap 为 方程 xz -6x 一 7 = 0 的 两 个 根 . 
故 选 (B). 
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2.21 ”如 果 方 程 x* + px +1 = 0(p > 0) 的 两 根 之 差 为 1, 那 么 p 
等 于 

(A)2. (B)4. (C) Y3. (D) YS5. 

(中 国 初中 数学 联赛 ,1998 年 ) 
[ 解 j 由 题 设 方程 有 两 实 根 , 知 

A=p~4>0, 得 p>2. 

设 x1,x2 为 方程 两 根 , 则 xi + zx = 一 pp，xzix> = 二 1. 
又 由 (xi 一 7x3) 一 《1 十 并 7 ) — 4Xx1X2， 得 1 = (一 py) 一 4. 
所 以 1 =S$, p=y5(p < 2). 


Wan 


故 选 (DD). 
2.22 已 知 - 351 ’ = 
pg 是 有 理 数 ,x = 7 满足 + pr+g = 0. 则 
p+ g 的 值 是 
(A)—1. (B)1. (C) — 3. (D)3. 
(中 国安 徽 省 初中 数学 竞赛 ,1997 年 ) 


[ 解 ] 将 z 一 5 二 代 人 z+ pr+g=0， 


化 简 得 4Y5(2 + p)+4(2g- pp-4)=0. 


因 pg 是 有 理 数 , 则 

2+p=0, 

2qg—-p—-4=0. 
解 得 p=-2,g=1. 所 以 p+o=—1. 
故 选 (A). 


2.23 ”在 解 某 二 次 方程 时 , 甲 生 弄 错 了 方程 的 常数 项 , 因而 得 该 
方程 的 二 根 为 8 与 2. 乙 生 弄 错 了 方程 的 一 次 项 系数 ,因而 得 该 方程 的 
二 根 为 - 9 与 - 1. 则 正确 的 方程 式 为 


(A) x*— 10x+9=0. (B) x*+ 10x+9=0. 
(C) x* ~ 10x +16 = 0. (D) x*—~8r-9=0. 
(E) 非 上 述 答 案 . 


(第 4 届 美 国 高 中 数学 者 试 ,1953 年 ) 
[ 解 ] 甲 所 解 方程 为 (x —8)(xr -2)= x*—- 10x+16=0. 
乙 所 解 方 程 为 (x + 9)(x+1)= x+lor+9=0. 
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前 方程 常数 项 错误 ;后 方程 一 次 项 系数 错误 ,因而 正确 方程 为 
xz-10zrz+9=0. 
故 选 (A). 
2.24 设 下 = Gr +16 + 3m 是 一 个 z 的 一 次 式 的 平方 ,那么 
一 定 有 一 个 m 的 值 处 于 


(A) 3 和 4 之 间 . (B) 4 和 5 之 间 . 
(C) 5 和 6 之 间 . (D) -4 和 -3 之 间 . 
(E) -6 和 -5S 之 间 . 


(第 20 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1969 年 ) 
[ 解 ] 题 设 正式 可 改写 成 





8 m1 4 mm 16 
FF=T+3z+2 = ( + + (型 - 起 ) 第 

。 32 4 二 
当 m= 生 时 ， 下 = (二 7 作 训 
即 3 过 m< 之 4. 和 
故 选 (A). 
2.25 ”要 满足 方程 ”4 = 一 ， 则 a 和 6 必须 
(A) 同时 为 有 理 数 . (B) 同 为 实数 但 不 是 有 理 数 . 

(C) 不 能 同时 为 实数 . 《D) 一 为 实数 ,一 非 实数 . 


(EE) 一 实数 ,一 非 实数 或 同时 不 为 实数 . 
(第 11 届 美国 高 中 数学 考试 ,1960 年 ) 


[ 解 ] 由 94+-=-2 有 


a ~ at+b 








2 
a2?+abt+62=0， 或 (2)+2+1=0, 


得 皇 = 久 或 o2, 其 中 = 二 1 


p 
故 选 (五 ). 
2.26 ” 若 两 实数 + 和 y 满足 方程 = zy. 则 
(A)x 宇 4 及 x 世 0. (B) y 能 等 于 1. 
(C) z 与 y 均 为 无 理 数 . (D) z 与 y 不 可 能 均 为 整数 . 


(E) XZ 与 y 均 应 为 有 理 数 . 
(第 8 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1957 年 ) 
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[ 解 ] = x 一 y, 变 形 为 y—-ryt+r=0. 

因为 y 是 实数 ,上 式 视 为 > 的 二 次 三 项 式 时 ,A 之 0. 

即 x*-47+ 守 0， 得 x 之 4 或 rr 碌 0. 

故 选 (A). 

2.27 如果 a ,6 的 算术 平均 值 等 于 它 的 几何 平均 值 的 2 倍 , 这 里 
a > b > 0, 则 与 三 最 接近 的 整数 是 

(A) 5. (B) 8. (C) 11. 

(D) 14. (EE) 以 上 都 不 是 . 

(第 19 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1968 年 ) 


[ 解 ] 由 设 十 (a + 6) = 2V 本 ,此 可 化 为 


a ,ofa W < ) -4 4 一 
+1=4 2 ， 或 人 4 +1=0. 


解 得 和 = 2+V3. 


党 窗 祝 这 


由 a>65>0 知 >1， 而 2-vV3<1， 故 舍 之 ， 


= = (2+Vv3) 2 =7+4V3 之 
故 选 (). 
2.28 看 a=-8=vx 夫 0, 且 上 -上 电 3 = 19zx3, 则 
(A)a = 2 或 wa = 37. (B) a = 27x 或 a 一 - 3x. 
(C)a=~27x 或 a =- 3x. (D)a = 一 27r 或 w = 3x. 


(中 国 部 分 省 .市 初中 数学 通讯 赛 ,1990 年 ) 

[ 解 ] 由 设 a-2=x 天 0, 又 a- 有 = (ab)(e2+ap+pD2)， 
故 a +ab+b = 19z2. 

将 5=a-z 代入 上 式 化 简 后 有 

a*— ar— 6x = 0, 

解 得 a = 3x 或 -2x. 

故 选 (DD). 

2.29 若 方 程 x? + bx + = 0 的 系数 5 与 。 为 集合 | 11,2,3,4,5, 
61 的 元 素 , 则 有 实 根 的 方程 的 个 数 为 
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(A) 20. (B) 19. (C) 18. (D) 17. (E) 16. 
(第 14 届 美国 高 中 数学 考试 ,1963 年 ) 
[ 解 ] 由 题 设 注意 到 方程 有 实 根 须 A = b* 一 4c 实 0. 经 计算 可 得 
下 表 






c 取 值 








只 能 取 值 | 5,6 | 5,6 4,5,6|4,5,6|3.4,5,6|2,3,4,5,6 


综 上 共 19 种. 
故 选 (B). 
2.30 ”已 知 方程 (x 一 吉 一 (x 一 nn 二 《mm 一 ,mm 为 正 数 , 
为 负数 , 则 满足 方程 的 x 值 的 集合 是 
(A) 工艺 0. (B) z nn. (C) xx = 0. 
(D) 所 有 实数 集合 . (E) 非 上 述 答案 . 
(第 10 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1959 年 ) 
[ 解 ] 由 设 方程 可 变形 为 


(rzr—-m+t+r-n)(r- mr+n)= (m-n), 











即 (2 之 一 和 一 7)( mm)= (mn). 

你 mm>>0, nn 区 0， 故 m 一 nn 关 0, 上 式 两 边 同 除 n -mm 有 
2T7 一 一 nn 二 nn-m， 得 r=n. 
故 选 (E). 


2.31 知 x= am + bn 满足 二 次 方程 (x4+p)? 一 (r+n)?=(m 
一 nn 六 ,其 中 wm 和 为 不 相等 且 不 为 零 的 常数 , 则 

(A) a = 0，2 有 非 零 的 惟一 值 . 

(B) a = 0， 5 有 二 个 非 零 值 . 

(C) 5 = 0， a 有 非 零 的 惟一 值 . 

(D) 5 = 0， a 有 二 个 非 零 值 . 

(FE) a 和 2 各 有 惟一 的 非 零 值 . 

(第 11 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1960 年 ) 

[ 解 ] 仿 2.30 题 可 得 = 到. 
故 am + bx =-7 因 六 ,为 非 0 常 数 , 则 ws = 0，2 = -1 

故 选 (4). 
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给 澳 第 这 


2.32 已 知 方程 ax* + bx +c = 0 有 两 个 正 根 , 则 下 述 结论 


(1l)a,b,c>0. (2)a,b,c < 0. 
(3)a > 0， b,c < 0, (4)a<0, b,c>0 

中 ,肯定 是 错误 的 结论 个 数 是 
(A)1. (B) 2. (C) 3. (D) 4. 


(第 2 届 “ 五 羊 杯 ”初中 数学 竞赛 ,1990 年 ) 
[ 解 ] 设 x ,x; 为 方程 的 两 根 ,由 韦 达 定理 知 
X11 7X2 = 人 
必 “- 
Ziz2 二 
由 xj > 0,zr， >0, 知 a,p 异 号 ;ac 同 号 . 
则 结论 (1),(2) 与 a,b 异 号 予 盾 ,结论 (3),(4) 与 a,c 同 号 矛盾 . 
即 4 个 结论 全 不 真 . 
故 选 ( 品 ). 
2.33 ”已 知 一 元 二 次 方程 
(2Y3 +Y2) 7x: +23 +Y2)r + (2 -2Y3) = 0, 
那么 
(A) 方程 两 根 之 和 为 -4 太 6 , 积 为 7 一 246， 


(B) 方程 两 根 之 和 为 4Y6 , 积 为 24@G 二 7 


(C) 方程 两 根 之 和 为 - 2(V3 +V2) , 积 为 2V3 -V2. 
(D) 以 上 答案 都 不 对 . 

(中 国 福建 省 初中 数学 竞赛 ,1983 年 ) 
[ 解 ] 设 方程 的 两 根 分 别 为 zi ,x;, 则 由 韦 达 定理 及 题 设 有 








-203+y2) | 2 __ 4+/6 
四 2Y3 +VY2 2V3 +V2 > 
mr-23_ 243- |, 2 
?2734112 2/3+02 2Y3 +V2 

_ 2Y6-7 
S 
故 选 (DD). 
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2.34 当 a <~1 时 ,方程 
(a +1)x*+(a*+1)r-(a+1)=0 

的 根 的 情况 是 

(A) 两 负 根 . 

(B) 一 正 根 ,一 负 根 且 负 根 的 绝对 值 大 . 

(C) 一 正 根 ,一 负 根 且 负 根 的 绝对 值 小 . 

(D) 没有 实数 根 . 

(第 2 届 "“ 希 望 杯 ”全 国 数学 邀请 赛 ,1991 年 ) 

[ 解 ] 若 a<-1, 则 a +1<0, 有 a*+1>0,a+1<0. 

则 A = (a?+1)*+4(a?+1)(a+1) > 0, 知 方程 上 不 等 的 实 根 . 
如 设 方程 两 根 分 别 为 x1, x, 由 韦 达 定理 


XI1X2 一 4 十。 < 0， 即 两 根 异 号 ; 


a ”+l 








ca2+1 
XI 二 > 二 一 > 0， 即 负 根 绝对 值 小 于 正 根 . 


az+1 
故 选 (C). 
2.35 ”有 一 个 关于 未 知 数 x 的 方程 
mr+m(l—-zx)—-2(1+x)= 0, 
其 中 m 为 常数 ,下 列 说 法 中 正确 的 是 
(A) m 不 得 为 0, 否 则 方程 无 解 . 
(B) 不 管 mm 为 何 值 ,方程 总 有 惟一 的 解 . 
(C) 当 m 为 某 一 个 正 数 时 ,方程 有 无 穷 多 解 . 
(D) 当 zz 为 某 一 个 负数 时 ,方程 无 解 或 有 无 穷 多 解 . 
(第 2 届 “ 结 云 杯 ” 初中 数学 邀请 赛 ,1985 年 ) 
[ 解 ] (1) 当 m = 0 时 ,方程 化 为 -2(1+ x) = 0, 其 有 解 , 知 (A) 
不 真 ; 
(2) 当 nm 关 0 时 ,方程 可 化 为 
(mo m2)rxr+(m—2)= 0, 
其 -mm-2=0， 即 m= 2 或 -1. 
当 mm = 一 1 时 ， mm 一 2 关 0, 方程 无 解 ， 否 (B); 
当 m=2 时 ， mm 一 2 = 0, 方程 有 无 穷 多 解 . 
故 选 (C). 
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2.36 方程 + 1993x + 3991 = 0 根 的 情况 是 
(A) 有 正 数 根 . (B) 有 整数 根 . 
(C) 两 根 的 倒数 和 小 于 - 1. (D) 以 上 都 不 对 . 
(中 国 湖北 省 黄冈 地 区 初中 数学 竞赛 ,1993 年 ) 
[ 解 ] 由 题 设 奇 方程 根 为 x+; ,x,, 由 韦 达 定理 
zl 二 za =— 1993,H xix, = 3991. 
知 方程 无 正 根 ， 故 否 (4A). 


1 1 xz+xz 一 1993、 本 
X ri 一 TT] 399] > 上 歼 合 (CC). 


若 方 程 有 整数 根 , 则 由 xizy = 3991 知 x ,x2 的 末 位 数字 只 能 是 
1,1;3,7 或 9,9. 

则 zl + za 的 末 位 数字 只 能 是 偶数 (0,2,4,6,8) ,这 与 Tl1 十 72 二 
一 1993 亨 盾 . 则 否 (B). 


该 六 


故 选 (DD). 

2.37 方程 x* + 1984513x + 3154891 = 0 根 的 情况 是 
(A) 没有 实数 根 . (B) 有 整数 根 . 

(C) 有 正 数 根 . (D) 两 根 的 倒数 和 小 于 - 1 


(E) 以 上 结论 都 不 对 . 
(中 国 天 津 市 初中 数学 竞赛 ;中 国 初中 数学 联赛 ,1984 年 ) 

[ 解 ] 由 方程 判别 式 

A = 1984513- - 4. 3154891 > (19. 105) ~ 4.33.105>0, 
可 耕 (A). 

硅 方 程 有 整 根 xi ,zx;, 则 由 韦 达 定理 有 x x = 3154891， 

知 | x1 1, 1 x2 | 均 为 奇数 ,但 | zl+ x 1=1-1984513 |, 是 奇数 ， 
故 不 可 能 . 则 (B) 不 正确 . 

再 由 方程 各 项 系数 皆 正 , 知 其 无 正 根 , 否 (C). 





1 1 Xi+X 1984313 、_ _ 
而 Xl + xX» 7XIxz; 315489] >-1， 全 (D). 
故 选 ( 巨 ). 


2.38 ”对 于 小 于 9 的 一 切实 数 & ,方程 
(k—-5)xr -2(k -3)r+k=0 
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(A) 没有 实数 根 . (B) 只 有 一 个 实数 根 . 

(C) 有 两 个 相等 的 实数 根 . (D) 有 两 个 不 相等 的 实数 根 . 

(E) 不 能 肯定 实数 根 的 个 数 . 

(中 国 吉林 省 七 市 .地 初中 数学 竞赛 ,1985 年 ) 

[ 解 ] & = 5 时 ,方程 化 为 一 元 一 次 方程 ,显然 这 时 上 关 3, 方程 有 
惟一 实 根 ; 

又 此 关 5 时 ， 考 察 

A= [2k—- 3)l:— 4£(k -5) = 36—4k. 

注意 到 &< 9, 则 A > 0, 因 而 方程 有 两 实 根 . 

综 上 ,方程 可 有 一 或 两 个 实 根 ， 

故 选 (五 ). 

2.39 ”使 实 系数 二 次 方程 2kx* + (8k + 1)x + 8k = 0 有 两 不 相 
等 实 根 的 上 的 范围 是 z 


l 1 


(A) <- 下 (B) >- 直 . 
(CA 二 (D) 以 上 结果 都 不 对 . 


(中 国 天 津 市 初中 数学 竞赛 ,1983 年 ) 
[ 解 ] 方程 在 有 两 不 等 的 实 根 , 则 
& 关 0， 
A= (8k+1) -4.2k.8k>0. 





解 得 >- 雍 ， 且 k 关 0 

故 选 ( 记 ). 

2.40 ” 若 二 次 方程 (0-c)xz+(ae-pbozrztce-w=0 有 相等 的 两 
实 根 ,又 5 关 c, 则 a,5,c 闻 的 关系 是 








(A) 6 = 全 了 (B) b = 4 和， 
(C) a = 3, (D) c = < 了 


(中 国 四 川 省 初中 数学 竞赛 ,1988 年 ) 
[ 解 ] 由 观察 知 x = 1 是 方程 的 根 , 且 由 题 设 知 x = 1 系 重 根 .由 


韦 达 定理 ”一 = 1， 
三 
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即 c-a 二 5 一 c， 或 c= 了 
故 选 (D). 
2.41 设 二 次 方程 xz* + pr + g = 0 的 两 根 为 p,g, 则 pg 的 值 是 
(A) 0. (B) — 2. (C) 0 或 -2. (D) 非 上 述 答案 . 
(中 国 上 海 市 初中 数学 竞赛 ,1985 年 ) 
[ 解 ] 由 题 设 及 韦 达 定理 有 
p+gq=-p, 由 
pa = 4. © 
由 凶 得 gq 二 0 或 p=1. 
当 gqg=0 时 ， 由 有 p= 0; 
当 p=1 时 由 有 4q=-2. 
则 pq = 0 或 -2. 
故 选 (C). 
2.42 奉 p 和 和 gq 是 素数 ,x px +q = 0 有 相 异 的 正 整 数 根 ,那么 
下 列 说 法 中 正确 的 是 z 
L . 根 的 差 是 奇数 . 
有 1 .至 少 一 个 根 是 素数 . 
末 . p* - 9 是 素数 . 
NN.p+ 9g 是 京 数 . 
(A) 仅 工 . (B) 仅 芽 . (C) 仅 工 和 区 . 
(D) 仅 工 , 工 和 (E) 全 都 正确 . 
《第 26 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1975 年 ) 
[ 解 】 由 韦 达 定理 , 题 设 方程 的 两 正 整 数 根 的 乘积 是 素数 vc , 则 两 
个 根 必须 是 1 和 9， 
义 因 为 p = 1+ 9 也 是 素数 ,只 好 有 q = 2,p = 3 满足 . 
由 pp-g= 3 一 2 7 是 素数 , 且 p+g = 3+2= 5 也 是 素数 . 
则 结论 工 一 区 全 正确 . 
故 选 (已 ). 
2.43 ”两 个 素数 < ,5 ,恰好 是 的 整 系数 方程 z-21z+zt=0 的 


op a 
两 个 根 . 则 一 + p 等 于 
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(A) 2213. (B) 3 . (C) < (D) 区， 


(第 2 届 "“ 希 望 杯 "全 国 数学 邀请 赛 ,1991 年 ) 
[ 解 ] 由 题 设 及 韦 达 定理 知 :a + 8 = 21, 这 样 a = 2，8 = 19; 或 
a = 19, 65=2. 
a a 十 2 2 十 2 
则 + 和 
故 选 (D). 
2.44 车 xo 是 一 元 二 次 方程 ax* + bx + c = 0(a 关 0) 的 根 , 则 
判别 式 A = 5* 一 4ac 与 平方 式 M = (2azro + 5) 的 关系 式 是 
(A)A>M. (B)A = M. (C) A < M. (D) 不 确定 . 
(中 国 初中 数学 联赛 ,1992 年 ) 
[ 解 ] 依 题 意 有 axrb + brot+ec=0. 
而 (2axro + 56)* = 4a(axo’ + brot+ ce)+ 6 —4ac 


= 6 -4ac=A. 
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故 选 (B). 
2.45 设 at+b>c>0 且 1a 一 65|<<c, 那 么 二 次 方程 a*x?+ 
(6* +a” 一 c)x + 6b” 二 0 的 根 的 情形 是 
(A) 有 两 个 等 根 . (B) 无 实 根 . (C) 有 两 个 不 等 根 . 
(D) 有 实 根 . (E) 不 定 . 
(吉林 省 八 市 初中 数学 竞赛 ,1986 年 ) 
[ 解 ] 显然 a 和 0, 和 否则 与 题 设 <+>c>0 上 且 |a-6l<c 矛 
后 .考察 题 设 方程 的 判别 式 
A=(b +a -ce) 4C20 
一 (ap 一 ce 十 2ab)(a* + 6*— cc — 2ab) 
= [(a+6) -cll(a~ 6) — eo’ 
= (atb+t+c)(lat+b-c)(a-b+c)(a-b -1e), 
由 题 设 a+t+b>c>00， 
知 a+p+c>0，a+p-c>0. 
多 la-plI<rc, 且 c >0, 知 
a-b+c>0, a-b-c<0. 
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从 而 ”A < 0, 方 程 无 实 根 . 
故 选 (B). 
2.46 若 p,g 为 奇数 ,日 方 程 x*+2pr +2g = 0 有 两 实 根 , 则 两 
根 都 是 
(A) 无 理 数 . (B) 奇数 . (C) 偶数 . (D) 有 理 数 ,但 非 整 数 . 
(中 国 上 海 市 初中 数学 竞赛 ,1983 年 ; 
中 国 部 分 省 .市 初中 数学 通讯 赛 ,1985 年 ) 
[ 解 ] 由 求 根 公式 有 zz =-pt+ vp*-29g. 
若 x 是 有 理 数 , 则 vp* ~ 2g = r 是 有 理 数 . 
， pr~2g= 2, 
即 p*—-r*= 29, 或 (pt r)(p—-r)= 20. 
由 于 -> 是 有 理 数 , 且 盖 = p* 一 2g, 则 + 是 整数 且 为 奇数 (*. p,g 
为 奇数 ). 
于 是 p+r，p 一 + 都 是 偶数 , 则 (p+ rr)(p 一 +) 是 4 的 倍数 .但 
当 g 是 奇数 时 ,2g 不 是 4 的 倍数 . 
方程 根 x 是 有 理 数 假设 不 妥 . 
故 选 (A ). 
2.47 ” 若 方 程 xz* + px -aq=0 的 二 根 分 别 为 xiyz, 又 xl > 1， 
且 p+g+3>0, 则 之 ， 
(A) 小 于 1.  (B) 等 于 1.  (C) 大 于 1.  ”(D) 不 确定 . 
(中 国 四 川 省 初中 数学 竞赛 ,1990 年 ) 
[ 解 ] 由 韦 达 定 理 有 p =~- (xi+x2), 自 gg =- xlxy. 
又 p+g+3>>0， 则 
| — (ri+ x2) — X17rT2+3>0, 
或 4— (rit+1)(r2 +1)>0, 
即 (zi+1)(zr +li) < 4. 
又 zl>1l 则 zf+1l>2, 从 而 x+1<2， 即 zy <1L. 
故 选 (4 ). 
2.48 ”对 于 方程 x*+cr+2=0 和 x?+2x+c= 2, 以 下 结论 正 
确 的 是 
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(A) 至 少 有 一 方程 有 实 根 . (B) 至 多 有 一 方程 有 实 根 . 
(C) 都 有 实数 根 . (DD) 都 无 实数 根 . 

(第 3 届 "“ 五 羊 杯 "” 初中 数学 竞赛 ,1991 年 ) 
[ 解 ] 设 两 方程 判别 式 分 别 为 Al 和 A;, 则 
Al=c -8,， 和 且 A;=4-4(c-2)= 12-4c. 


而 Al+A;=c -4c+4=(c-2) 宇 0,， 
则 ”Ai,A; 中 至 少 之 一 非 负 , 从 而 至 少 有 一 方程 有 实 根 . 
故 选 (A). 


2.49 方程 +ar+1= 0 与 ?x -a = 0 有 一 公共 实数 解 ， 
那么 系数 a 的 值 可 有 的 个 数 是 
(A) 0. (B) 1. (C) 2. (D) 3. (E) 无 穷 多 . 


(第 28 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1977 年 ) 和 
[ 解 ] ”从 题 设 第 一 方程 中 减 去 第 二 方程 得 Pa 
ar+7r+(l+a)=0, 


即 (a+1)(x+1)=0. 解 得 a=-1 或 zx=- 上 
者 a = 一 1, 那么 两 个 已 知 方程 恒 等 且 无 实数 解 (但 有 两 个 复数 





解 ); 
当 = 一 1 时 ,得 a = 2, 已 知 方程 有 一 个 公共 实 解 . 
故 选 (B). 


2.:50 ”车 c 是 实数 ,并 且 .x* 一 3x + c = 0 的 一 个 解 的 相反 数 是 
Xx 十 37 一 c= 0 的 一 个 解 ,那么 x* 一 3x+c= 0 的 解 是 
(A) 1,2. (B) -1,—2. (C) 0,3. 


(D) 0, -3. (E) 当 , 池 . 
(第 27 届 美国 高 中 数学 考试 ,1976 年 ) 

[ 解 】 设 r 是 x -3x+c 二 0 的 一 个 解 ,那么 ~r 是 x*+3x 一 

c = 0 的 一 个 解 ,由 此 
r"—-3rt+c=0, r —3r-c=0. 

解 得 c = 0. 因 而 x* -3x++c = 0 的 解 是 0 和 和 3. 

故 选 (C). 

2.51 已 知 方程 x*+kr+6= 0 与 x* -kr+6=0, 若 第 二 个 方 
程 的 各 根 均 比 第 一 个 方程 的 各 对 应 根 多 $, 则 & 等 于 
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(A) 5. (B) ~5. (C) 7. 
(D) - 7. (E) 非 上 述 答案 . 

(第 14 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1963 年 ) 
[ 解 ] 设 第 一 个 方程 的 两 根 分 别 为 r,s. 由 韦 达 定理 有 


r+s=—-k, rs=6. 
对 第 二 个 方程 而 言 则 有 
(r+5)+(s+5)=k, r+s=k-10, 
(ris+5)=6, ~ [y+5(r+s)+25=6. 
将 前 式 代 入 可 解 得 = 5. 


故 选 (A). 
2.52 ”关于 福 的 方程 x* + bx + c = 0 的 两 根 为 x 和 s,x?+ pr 二 
gq = 0 的 两 根 为 ”> 和 ,那么 p 等 于 
(A) 4c— 6b. (B)6*-4c. (C6 -2c. (D)2c- 6b. 
(中国 部 分 省 ,市 初中 数学 通讯 赛 ,1989 年 ) 
[ 解 ] 由 设 及 韦 达 定理 有 
r+s=~—b, r +s =—p, 
rs 二 Cc， rs 一 g. 
从 而 p=-(r+s)=-[(r+s) -2r]=- b* 十 2c， 
故 选 (DD). 
2.53 设 Ar*+ Br+ C= 0 的 根 为 和 ;s, 又 x ?+pr+t+g=0 的 
根 为 r* 和 s*, 则 p 必 等 于 





B*: — 4AC B*—2AC 2AC - B? 
(A) A2 . (B) A2 . (C) A 
(D) B* - 2C. (E) 2C — B?. 


(第 9 届 美 国 高 中 数学 考试 ,19$8 年 ) 
[ 解 ] 由 题 设 及 韦 达 定理 有 





p=- (r+s)=- (r+s) +2rs 
__B ,2C .2AC-B’ 
A A A? 


故 选 (C). 
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2.54 ” 若 方 程 x* + px + 9 = 0 的 解 是 方程 ++*+mr+n=0 的 
解 的 立方 ,那么 
(A) p= m+3mn. (B) p= m3mn. (CC) p+qg= mo. 
(D) ( 严 ) = 也 ， (EFE) 这 些 都 不 对 . 
nn gq 


(第 28 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1977 年 ) 
[ 解 ] 设 a 和 B86 是 x*+ mz + n= 0 的 解 ,那么 由 题 设 有 





-n= a+p, -p=a +p, 
n= a8; gq = op 
因为 a + = (a+B)— 3a8(a + B), 
， -p=—-m;+3mn. 


故 选 (B). 
2:55 阁 a,b,c 和 4 是 非 零 数 ,c 和 4d 是 x?+ axr + 5 = 0 的 解 ,a 
和 65 是 x* + cr + qd = 0 的 解 ,那么 a+ 5+ c+ 4d 等 于 


111 各 


代 
数 
方 
程 


(A)0. (BB-2. (O22 (D4. (E) 一 了 全 


(第 29 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1978 年 ) 
[ 解 ] 由 题 设 及 韦 达 定理 可 有 





ct+d=—a, QD 
cd = b, 人) 
Q 十 8 三 一 C， 全) 
ap = d,， 由 
由 中 得 a+c=-d, 
由 得 ”atc=-65，.. 5=d， 代 入 加 得 c=1. 


再 将 5 = 4 代入 得 a=1. 

D+ 得 at+b+ctd=-(at+c)=-2. 

故 选 (B). 

2.56 ”如 果 关 于 工 的 方程 px“ 一 2 + 2)x+m+5= 0, 没 
有 实数 根 , 那 么 关于 x 的 方程 (m -5)x? 一 2(wm +2)zx+m = 0 的 实 
根 个 数 为 : 

(A) 2. (B) 1. (C) 0. (D) 不 确定 . 

《中国 初中 数学 联赛 ,1989 年 ) 
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[ 解 ] 因 前 一 个 方程 没有 实 根 , 则 其 判别 式 
4=4(m +2) -4m(m +S)<0， 解 得 六 > 4. 
后 一 个 方程 在 mx > 4 且 m 关 5 时 ,其 判别 式 
A=4C(m+2) -4m(m—5)= 36m+16>0, 
有 两 个 不 同 的 实 根 . 
而 在 mx = 5 时 ,方程 为 一 次 方程 ,只 有 一 个 实 根 . 
因此 ,其 实 根 的 个 数 不 能 确定 . 
故 选 (万 )， 
2.57 ”方程 (1984x)? - 1983 . 1985x - 1 = 0 的 较 大 的 根 为 x， 
1983x” 一 1984x + 1 = 0 的 较 小 的 根 为 ;, 则 x ;等 于 


1984 1983 1982 1983 
(A)jog3 (B1984° (C1o83° ‘D1984 (E) 0. 
(中 国 北 京 市 初中 数学 竞赛 ,1984 年 ) 
[ 解 ] 因为 1984* - 1983 . 198$5 ~- 1 = 0， 


故 1 为 第 一 个 方程 的 一 个 根 . 
由 于 -一 < 0, 知 另 一 根 为 负 . 所 以 /= | 





”1984? 
观察 可 知 1 为 第 二 个 方程 一 个 根 ,jog5 为 另 一 根 ,所 以 
1. 1982 
$= 1983” 有 匡 rs 1983 


故 选 (C). 
2.58 ” 若 方 程 (1992x)? - 1991 .1993x -= 1 = 0 较 大 根 为 产 , 方 程 
x” + 1991x - 1992 = 0 的 较 小 根 为 nn, 则 入 一 等 于 


、 1992 1991 
(A) 1993. (B) 1992. (C) 1993: (D) 199> 


(中 国 四 川 省 初中 数学 竞赛 ,1992 年 ) 
[ 解 ] 对 于 第 一 个 方程 而 言 , 较 大 的 根 
~ 1991 : 1993 + v 1991° + 1993* + 4 . 1992° 
2 1992? 
对 于 第 二 个 方程 而 言 , 较 小 的 根 
_ 二 1991 - Y 1991” + 4. 1992 
7 


Ze 
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则 


nh 


(1992 — 1)(1992+ 1)+V {992 — 1)*(1992 + 1) + 4. 1992° 
. 1992? 


1991 + V (1992 — 1)* + 4. 1992 
2 





_ (1992° — 1) + (1992* +tD, 1991 + (1992 + 1) 
2 


| 





2 . 1992° 
1 + 1992 
= 1993. 
故 选 (A). 
2 _ 
2.59 方程 二- 和 + 人 ! _ 0 的 大 根 与 小 根 的 差 为 
(A) 0. (B) 1. (C) 2. (D) p. (E) p+1. 


可 得 


(第 13 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1962 年 ) 
[ 解 ] 设 方程 两 根 分 别 为 a 和 8, 上 且 设 c > 8. 
则 uc-8=Vv(e=-p62=wv(a+p6)2 一 4a8 





=Vp-(p-1)=1. 
故 选 (B). 
2.60 ”方程 (7 + 4Y3)x?+ (2+Y3)x 一 2 = 0 的 大 根 减 去 小 根 , 则 
(A) -2+ 3Y3. (B) 2 -v3. (C)6+373. 
(D) 6 - 3V3. (FE) 3V3 + 2. 


(第 1$ 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1964 年 ) 
[ 解 ] 设 方程 的 两 根 分 别 为 r,s 且 之 ;. 
由 r-5=VOr-s)=wV(Or+s)2 4rs 
_V (2+y3)+8(7+4V3) 
7 上 +4V3 


_VY9(2+yY3) 3 
(2 +V3)? 2 + 3 
=6—3y3. 











故 选 (DD). 
2.61 已 知 方程 x+ pxr+g = 人 0, 其 中 pp 及 a 是 正 数 ,如 果 其 根 的 
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a a 


差 是 1 ,那么 p 等 于 


(A)vV 4g+1. (B)aq—1. (C)— v4g+1. 
(D)g+1. (E) v 4g—1. 


(第 21 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1970 年 ) 
[ 解 ] 设 方程 两 根 为 xj ,zx , 依 题 设 | zl - zx 1 = 1， 
印 (zl1--x) =1， 或 (zl+z) 一 4zlz = 1, 
则 由 韦 达 定理 知 p* - 49 = 1. 
又 p>0， 则 p= vV4g+1. 


改选 (A). 

2.62 方程 x* + bx + c = 0 的 根 均 为 大 于 1 的 实数 , 设 s= 5 
二 c+1, 出 s 

(A) 可 能 小 于 零 . ”(B) 可 能 等 于 零 ，. (C0) 应 该 大 于 零 . 


(PD) 应 该 小 于 零 . (上 ) 介 于 -1 工 和 工 之 间 . 
(第 10 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1959 年 ) 
[ 解 ] 设 方程 两 根 分 别 为 1+a 和 1+8B, 其 中 a>0, 且 8>0. 由 
韦 达 定理 
(1+a)+t+(l+8)=-56, 
(1+a)(l+8)= cc， 


而 sb6+c+l] 
=~ (a+B+2)+(l+a)(l+8)+1 
= a > 0. 

故 选 (C). 


2:63 若 方 程 z* + (w 一 1)r+4--m = 0 的 两 根 都 比 2 大 , 则 六 
的 取 值 范围 是 

(A) m -6. (B)—-6<m -5. 

(C) m <—3. (D) m <-6 或 -6< 7 二 -9. 

(中 国 湖北 省 黄冈 地 区 初中 数学 竟 赛 ,1989 年 ) 
[ 解 ] 设 方 程 的 两 根 分 别 为 Xiy7X2; 则 zx1 >2 有 x > 2. 
令 y= x-2, 凤 x = y+2 代 入 原 方程 有 
(y+2) +(m-1)(y+2)+4-m= 0, 

即 y+(m+3)yt+m+6=0. OO 
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原 方程 两 根 丝 大 于 2, 则 @ 式 两 根 和 大 于 0. 于 是 
A= (m+3)—-4(m+6) 守 0, Mm 闻 3 或 关系 -5， 
| 解 得 | 


m+3<0, 7 < 一 3， 
‘m+6>0. m 之 一 60. 
.. -6<m 人 -5. 

故 选 (B). 


2"64 方程 z* + 2hzr = 3 的 根 的 平方 和 是 10,4 的 绝对 值 等 于 
(A) -上 (B) 方 (0) 计 。 (D) 2 (E) 这 些 都 不 对 ， 


(第 22 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1971 年 ) 
[ 解 ] 如 果 x 和 ;是 方程 的 两 个 根 ,那么 r+s=-2h， rs 二 一 3. 
因此 (r+s)=r+s+2rs =10-6=4h:,，.. |h|= 


故 选 (). 
2.65 已 知 一 元 二 次 方程 x* -4ax + 5a* -6a = 0 有 两 个 实 根 ， 
且 这 两 根 差 的 绝对 值 是 6. 那么 ,a 的 值 等 于 
(A) - 1. (B) 1. (C) 3. (D) 5. 
(中 国 北 京 市 初中 数学 竞赛 ,1991 年 ) 
[ 解 ] 设 方程 两 根 为 zi ,x;, 由 韦 达 定理 有 


Xi+ x ;=4a， 且 xix2= Sa ~ 6a. 

则 [x1 — x2 {= V(r tx) ~ 4x1x 

= V 1l6a? - 4($az - 6a) 
=2Vv6a-o=6， 

V6a-a =3， 即 a?-64a+9=0. 


得 ”a =3, 其 适合 6a 一 a >0. 





故 选 (C). 

2.66 已 知 方 程 2x* + kr -2k + 1 = 0 的 两 实 根 的 平方 和 为 
名 , 则 上 的 值 为 

(A) 3. (B) ~ 11. (C) 3 或 一 11. 

(D) 11. (E) 以 上 结论 都 不 对 . 


(中 国 天 津 市 初中 数学 竞赛 ;中 国 初中 数学 联赛 ,1984 年 ) 
[ 解 ] 设 方程 的 两 实 根 分 别 为 x ,x;, 则 由 题 设 有 
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入 


A=k*—-4.2(-2k+1)>0, OD 
rt1+ x2 =- 了 7， (3) 

— 2k 出 
| 一 2 


由 中 解 得 上 <-8-6y2 或 有 >-8+6Vy2. 

由 他 有 zf tr xx = 全， 

由 四 ,由 及 上 式 得 k*+8k -33=0. 

解 得 &=3 或 -1 ， 综 上 ，&=3. 

故 选 (A). 

2:67 ”已 知 方程 ax*+ bx+c = 0 的 根 为 r 及 s， 则 以 ar+65 及 
as 二 上 5 为 根 的 方程 为 

(A) x* ~ br—-ac = 0. (B) x* -bri+ac = 10. 

(C) x +36r + ca+26 :=0. (Dx +3br -ca +2b* = 0. 

(E) x* + b(2—- a)r+a’c+b(at+1)=0. 

(第 12 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1961 年 ) 


[ 解 ] 由 设 有 -+s = 一 过 rs = 
又 [x- (ar+6)jlxr~ (as+6)]= 0, 
从 而 x 一 [alr+s)+26]r+a’rst+ab(r+s)+b:=0, 
即 x2 [a(- LO)+20]r+tal( Et)+ab(- 2)+h =0, 
a a a 
或 rx- bri+ac= 0. 
故 选 (B). 


2.68 若 o 尖 0， 且 rr，s* 为 ao+azr+a = 0 的 根 , 则 等 
式 ao+at+aoxze2 = ao(l — 二 )(1 一 ) 在 下 列 情况 中 成 立 的 是 


(A) 所 有 xz 值 ,ao 闫 0. (B) 所 有 x 值 . 
(C) 仅 当 xz = 0. (DD) 仅 当 x = rr 或 x+ = 5. 


(下 上 ) 仅 当 z = yr 或 + 二 ss，ao 关 0. 
(第 16 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1965 年 ) 
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[ 解 ] 由 az2+at+an 





二 as[ x 一 (7 十 s)x 十 rs | 
二 a(r 一 rT)(s — Xx), 


车 六 和 0， 又 a; 关 0， 则 ao 关 0. 


Ca 十 QI 十 CC 


azrs(1 一 守 )(1- 过) 
r 5 


= 人) 全) 


= ao(1- 兰 )(1 -二 ). 
六 入 
故 选 (A). 
2.69 ”一 个 一 元 二 次 方程 的 两 个 根 为 ,8, 它 们 适合 关系 式 2 十 
2 
-一 二 和 四 二 和 = 1, 则 这 个 一 元 二 次 方程 是 
(A) xz2+l2z-10=0 或 六 -10zrz+1l2=0. 
(B) xz+1l0z+1l2=0 或 xz-12z+10=0. 
(C) x?+12x+10=0 或 x*-10x-12=0. 
(D) x*+10x-12=0 或 x*--12x 一 10=0. 
(中 国 浙 江 省 宁波 市 初中 数学 竞赛 ,1985 年 ) 
[ 解 ] 由 题 设 两 式 可 得 














(a+ 8)+ aB=—2, 
aB(a + B) =— 120. 
En. a+B=— 12, a+8= 10, 
解 得 aB = 10; 或 cg = — 12. 
则 所 求 方程 为 
z+12x+10=0 或 x*-10x-12=0. 
故 选 (C). 


2.70” 若 vV 28 - 10V3 是 方程 x* + ax + 5 = 0 的 一 个 根 ( 其 中 &， 
b 是 有 理 数 ), 则 ab 为 


世界 数学 奥林匹克 解 题 大 辞 和 81 


SK 党 第 等 





(A) - 220 +V3. (B) 220 -V3. (C) — 220. (D) 220. 
(中 国 四 川 省 初中 数学 竞赛 ,1990 年 ) 

[ 解 ] 由 Vv28-10v3 = v5-10Y3+(Y3)?=5-Y3, 

又 x?*+ar+65 = 0 为 有 理 系 数 方程 , 则 5 +vY3 为 其 另 一 根 . 


则 a=-[(S+v3)+(5-vV3)] =- 10， 
且 =($+y3)(5-v3) = 25- 3 = 22. 

因而 Be = — 220. 

故 选 (C). 


2.71 a,b 是 两 个 不 为 零 的 实数 ,a’,b* 是 方程 x*-cx+c= 0 的 


两 根 ,那么 代数 式 a、/ 1 - 证 + bA/ 1 证 的 值 是 
(A) 0. (B) 2. (OC) 不 存在 . (D) 以 上 答案 都 不 对 . 
(中 国 江西 省 南昌 市 初中 数学 竞赛 ,1990 年 ) 
[ 解 ] 由 韦 达 定理 可 得 a*+b*=c，a’b*=， 


证 2 2 2712 . 2 _b 2 ai 
a +b = ab, .. 0 -上 = 3 4 一 二 
硅 aa>0，8>0， 则 
] 1 
a 1- ,3+6 1— 7 
2 2 
a 


= Va (a) + VPCD -2 


车 a < 0， 8 < 0, 同 理 可 求 得 a 1 - 六 + 1- 三 =-~2. 
ud 
此 外 , 当 a >0，2< 0 或 c<<0，5>0 时 ， 原 式 =0. 


故 选 ( 吕 DD). 
2.72 ” 某 人 出 生 于 19 世纪 前 半 叶 ,于 x? 年 时 年 龄 为 x, 则 此 人 
出 生年 为 


(A) 1849. (B) 1825. (C) 1812. (D) 1836. (E) 1806. 

(第 5 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1954 年 ) 
[ 解 ] 由 设 知 ”1800 < x*<1900, 即 10V18<x<10v19，, 
而 10V 18 42， 10 19 > 43. 
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因 > 为 整数 ,经 验算 x = 43 时 ,z2 = 1849, 且 1849 - 43 = 1806. 


故 选 (五 ). 
2.73 ”一 物品 值 C 元 ,在 损失 为 售 价 的 x% 之 下 ,以 100 元 售 出 ， 


之 后 ,又 在 获 利 为 新 售 价 S 的 z% 之 下 售 出 , 若 S 与 C 之 差 为 1- 元 ， 
则 > 为 
100 


(A) 未 定 . (B) 中 (C) 10. (D) 全 (E) 2 
(第 16 届 美国 高 中 数学 考试 ,1965 年 ) 

[ 解 ] 由 设 C= 100+100.:x% = 100+， 
又 


同时 S = 100 (101 省 x). 


2 
综 上 两 式 有 + 黄 一 间 =0， 


解 得 ”x = 10( 已 舍 去 负 值 ). 
故 选 (C). 
2'74 一石 落 井 ,7.7 秒 后 闻 石 至 井 底 的 回声 , 设 石 落 1 秒 的 距离 
为 161* 英尺 , 且 声 速 每 秒 1120 英尺 , 则 并 深 为 
(A) 784 英尺 . (B) 342 英尺 . (C) 1568 英尺 . 
(D) 156.8 英尺 . (EE) 非 上 述 的 答案 . 
(第 2 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1951 年 ) 
[ 解 ] 设 井深 为 ,石头 落 井 底 历时 为 1, 则 有 = 16z2. 





由 题 设 有 

t+ -7.7， 即 2+701:-7.77=0， 
得 1 = 7 或 -77( 舍 去 负 值 ). 

故 选 (A). 


2:75 某 队 伍 长 6 于 米 ,以 每 小 时 5 千 米 的 速度 行进 .通讯 员 骑 
马 从 队 头 到 队 尾 送信 ,到 队 尾 后 立即 返回 队 头 ,共用 了 半 小 时 . 则 通讯 
员 的 速度 每 小 时 的 千 米 数 为 
(A) 25. (B) 24. (C) 20. (D) 18. 
(第 2 届 “ 五 羊 杯 ” 初中 数学 竞赛 ,1990 年 ) 
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[ 解 】 设 通讯 员 速 度 为 z 千 米 /时 ,又 通讯 员 相对 于 队伍 的 运动 ， 








先 从 头 至 尾 速度 为 (z + $) 千 米 /时 ,从 尾 至 头 速度 为 (zx - 5$) 千 米 /时 . 
依 题 意 有 
# 7 9 517 2 5 于， 
即 rx*—24r—25=0. 
解 得 二 25 (已 使 一 1). 
故 选 (A ). 


2.76 ”一 条 河 有 每 小 时 3 英里 的 恒定 流速 .一 只 汽船 用 恒定 的 速 
度 顺 流行 4 英里 再 返回 原 地 ,总共 需 1 小 时 (不 计 船 调头 的 时 间 ). 上 顺 流 
速度 与 逆流 速度 的 比 是 
(A)4:3. (B)3:2. (C)5:3. (D)2:1. (E)5:2. 
(第 22 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1971 年 ) 
'[ 解 ] 设 wv 是 汽船 在 静水 中 的 速度 (单位 是 英里 /时 ) ,那么 依 题 








设 有 
1= T+ D3 
即 v -9=4(v—-3)+4(v+3), 
或 v* -8v-9=0, 
(v—-9)(v+1)= 0. 
解 得 v 二 9. (已 侍 去 人 负 值 ) 


NW Yr 1 UU 
识 半 于 放 = 瑟 = 刀 他 。 即 比 是 2:1 
故 选 (D). 
2.77 ”甲乙 两 个 在 环形 跑道 上 以 各 自 的 不 变速 度 跪 步 , 如 果 两 
人 同时 从 同 地 相 背 而 跑 , 第 一 次 相遇 后 , 乙 又 跑 8 分 的 时 间 到 达 出 发 
点 ,已 知 甲 跑 一 周 需 6 分 ,那么 乙 跑 一 周 需 要 
(A) 11 分 . (B) 12 分 . (C) 14 分 . (D) 16 分 . 
〈《 祖冲之 杯 ” 初 中 数学 邀请 赛 ,1989 年 ) 
[ 解 ] 设 乙 跑 一 周 需 x 分 .由 题 设 得 比例 式 
(z-8):8=6:x， 即 x*-8rzr-48=0. 
解 后 取 正 根 X= 12. 


84 世界 数学 奥林匹克 解 题 大 梧 典 





故 选 (B). 
2.78 甲 , 乙 二 人 同时 间 地 出 发 相 背 而 行 ,一 小 时 后 分 别 到 达 各 
自 终 点 A,，B. 硅 仍 从 原 地 出 发 , 互 换 彼 此 到 达 目 的 地 , 则 甲 在 乙 到 达 4 
地 之 后 35 分 钟 到 达 B 地 , 甲 的 速度 与 乙 的 速度 之 比 是 
(A) 7 : 12. (B) 12 : 17. (C) 3 : 4. (D) 4 : 3. 
(中 国 湖 北 省 黄冈 地 区 初中 数学 竞赛 ,1991 年 ) 
[ 解 ] 设 甲 , 乙 两 人 的 速度 分 别 为 vi wv, 依 题 意 有 


Tl] U2 
若 设 了 = 上， 则 上 方程 可 化 为 
人 ~ 601 ~ 35 =0， 即 12: +7t-12=0. 
解 得 1 =， 二 =~ 寺 ( 舍 去 ) 
故 选 (C). 


2.79 ”两 人 分 别 从 相距 76 英里 的 两 点 尺 与 $S 同时 相向 而 行 ,在 
R 处 的 人 以 每 小 时 4 7 英里 的 速度 匀速 步行 ,在 S 处 的 人 以 每 小 时 3 
也 英里 的 速度 匀速 步行 第 一 小 时 ,以 每 小 时 3 过 英里 的 速度 匀速 步行 
第 二 小 时 ,依次 , 按 等 差 数 列 进行 , 若 二 人 相遇 处 离 R 比 离 S 近 英里 ， 
而 所 用 时 间 恰 为 一 整数 小 时 , 则 x 为 

(A) 10. (B) 8. (C) 6. (D) 4. (E) 2. 

(第 14 届 美国 高 中 数学 考试 ,1963 年 ) 
[ 解 ] 设 他 们 从 出 发 到 相遇 的 时 和 间 为 小 时 , 依 题 意 可 有 
> + 六 4[2 ， 全 + 二 (k -1)] = 76, 

即 kk*+30k 一 304 = 0， 解 得 &= 8( 只 取 整 数 解 ). 

故 相 遇 处 距 R 处 36 英里 ,中 S 处 40 英里 . 

这 样 r=40-36=14. 

故 选 (D). 


证 党 泪 方 


™ 1 


世界 数学 奥林匹克 解 题 大 辞典 85 


这 





第 3 节 绝对 值 方 程 


2.80 ”方程 1x--21+ x 一 2 = 0 的 实数 解 的 个 数 为 
(A) 1 个 . (B) 2 个 . (C) 3 个 . (D) 4 个 以 上 . 
(中 国 四 川 省 初中 数学 竞赛 ,1990 年 ) 
[ 解 ] 当世 2 时 , 原 方程 化 为 
(2—- zx)+(x-2)=0. 
则 方程 有 无 穷 多 解 . 
故 选 (D). 
2.81 方程 |!x-21+| x 一 31|= 1 的 实数 解 的 个 数 为 
(A) 0. (B) 1. (C) 2. (D) 3. (E) 多 于 3. 
《第 41 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1990 年 ) 
[ 解 ] 分 x 过 2，2 达 rx 这 3 和 x 守 3 三 段 考 虑 . 
当 2 守 x 太 3 时 ,方程 化 为 (x 一 2)+ (3--x)=1, 即 1=1 为 
恒等式 , 则 此 时 方程 有 无 穷 多 解 . 


故 选 (E). 

2.82 已 知 l|x-11+| x 一 51= 4, 则 zz 的 取 值 范围 是 
(A) 1 所 坟 所 9. (B) 之 所 1. 
(C)1<r< 5. (D) >z 之 9. 


(中 国 广 州 . 武 汉 、 福 州 等 五 市 初中 数学 联赛 ,198S 年 ) 
[ 解 ] 将 给 出 的 z 值 代 和 人 题 设 方程 ,结果 : 
根据 (B) 和 (DD) ,我 们 取 x = 0 或 x = 6, 则 方程 不 成 立 ; 
大 将 x = 1( 或 x = 5) 代 入 方程 成 立 , 所 以 (C):1 < zx<S 不 符合 . 
故 选 (A). 
2.83 ”车 实数 x 满足 方程 11-x1=1+ix1, 那 么 VvV (x 一 1 
等 于 
(A) Xx-1. (B)1-x. (C+(x-1). (D)1. (E)-1. 
(中 国 四川 省 重庆 市 初中 数学 竞赛 ,1983 年 ) 
[ 解 ] 当 了 委 0 时 ,1-xl=1-x, 而 1+lyz1=1- >, 知 方 
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程 恒 成 立 . 
当 0 < 之 x 之 1 时 , 原 方程 化 为 ]-x=1+x, 即 x = 0, 但 与 0 < 
工 毛 工效 盾 . 
原 方程 在 此 区 间 无 解 . 
当 工 之 1 时 , 原 方程 化 为 x -1 = 1+x, 方 程 认 无 解 . 
11-xj=1+|x| 的 解 是 x 过 0. 
这 时 V(r-1}Y=1-x. 
故 选 (B). 
2.84 ” 设 实数 满足 12-x1= 2+1x1, 则 V (x 一 上)? 等 于 
(A) 过 一 1. (也 ) 1 一 之 . (C)+t(x-1). (D) 1. 
(上 海 市 初中 数学 竞赛 ,1986 年 ) 
[ 解 ] 由 设 12-x1=2+lx1， 知 x 志 0. 
rz-1<0， 则 V (zx-1=1-x. 
故 选 (B). 
2.85 方程 127-11+1x-21=|1x+1| 的 实数 解 的 个 数 是 
(A)1. (B) 2. (C) 3. (D) 不 同 于 上 述 的 结论 . 
(中 国 上 海 市 初中 数学 竞赛 ,1984 年 ; 
中 国 部 分 省 ,市 初中 数学 通讯 赛 ,1988 年 ) 
[ 解 ] 先 求 出 使 每 个 绝对 值 内 的 代数 式 等 于 零 的 > 值 .这些 值 依 


从 小 到 大 的 顺序 排列 , 即 为 - 1, 方 ,2. 


然后 分 zx<-1， -1<z< 方 ， 二 过 rz<2 及 xz 之 2 四 种 
情况 分 别 去 掉 绝 对 值 号 , 解 方程 . 

当 考虑 二 < x < 2 时 , 原 方程 化 为 

(rz -1)-(x-2)=xt1. 即 1=1. 

这 是 一 个 恒等式 ,说 明 凡是 满足 子 三 x+ < 2 的 + 值 都 是 方程 的 根 ， 
这 就 排除 (A),(B),(C). 

故 选 (DD). 

2.86 若 关 于 z 的 方程 | | x 一 21- 1 |= a 有 三 个 整数 解 , 则 a 
的 值 是 
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证 1 种 





(A) 0. (B) 1. (C) 2. (D) 3. 
(中 国 初中 数学 联赛 ,1986 年 ) 
[ 解 ] … 当 a = 0 时 ,方程 |1x-2I-1|=0 有 zxz=1,3 册 
解 ， .. (A) 不 正确 . 
当 a=IT 时 ,有 |iIz=-21I-11=1， 
即 JJz-21=2 或 jz-21=0 有 >z=0， 2， 4 三 个 解 . 


信访 位 


故 选 (B). 
2.87 ”方程 | x -|12x+11|= 3 的 互 不 相同 的 解 的 个 数 是 
(A) 0. (B) 1. (C) 2. (D) 3. (E) 4. 


(第 33 让 美国 高 中 数学 考试 ,1984 年 ) 
[ 解 1] 我 们 不 妨 将 方程 的 左边 考虑 成 
两 个 了 消 数 y = x 和 vy = |12x t+1 | 的 图 像 间 在 
考 直 x 轴 方 向 上 的 距离 . 在 平面 直角 坐标 系 
中 男 出 它们 的 图 像 ,后 者 的 形状 如 V 形 ,县 其 
顶点 (- 方 ,0), 及 斜率 2. 
从 图 像 上 ,我 们 很 快 就 可 以 看 出 , 恰 有 两 
个 值 ,使 它们 间 的 在 垂直 x 轴 方 向 上 的 距离 
为 3. 
[ 解 2] 由 题 设 方程 有 
xz 一 12zr+11=-3 或 -127+11= 3. 
于 是 有 |12x+11=x+3 或 127+1|=x-3. 
在 第 一 种 情形 中 ,注意 方程 的 左边 是 一 个 绝对 值 ,因此 右边 也 必须 
+3 之 0, 即 xz 之 - 3, 这 就 是 一 个 约束 条 件 ; 
同样 在 第 二 种 情形 中 ,也 要 有 约束 条 件 x 守 3. 
在 第 一 种 情形 中 2x + 1 必 等 于 x+3 或 ~- x 一 3, 于 是 解 得 x = 2 


和 zx = - 3 ,它们 都 满足 第 一 个 约束 条 件 ,因此 是 原 方程 的 解 ， 
在 第 二 种 情形 中 ,2z + 1 必然 等 于 x - 3 或 - x + 3, 于 是 解 得 > 
= 一 4 及 xz = 和 ,但 是 它们 都 不 符合 x 之 3 的 条 件 ,所 以 它们 不 是 原 广 


程 的 解 .所 以 原 方程 仅 有 两 解 . 
故 选 (C). 
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2.88 ||lix-1l-1|1-1|-~1|=0 是 一 个 含有 4 重 绝 对 值 


符号 的 方程 . 则 
(A) 0,2,4 全 是 根 . (B) 0,2,4 全 不 是 根 . 
(C) 0,2,4 不 全 是 根 . (DD) 0,2,4 之 外 没有 根 . 
(第 2 届 “ 五 羊 杯 ”初中 数学 竞赛 ,1990 年 ) 
[ 解 ] 由 题 设 可 有 
[xz=-ll-ll-lLtl=1， 即 ilx-1|I-1i-1=+t1, 
也 邑 zi-ll=0 或 2， 
则 Ixz=-1ll-i=0 或 士 2， 
从 而 ixz-lil=1l,-1 或 3， 解 得 r=0， +2,4. 
故 选 (A). 
2.89 已 知 方程 1z1= axr + 1 有 一 个 负 根 市 且 没 有 正 根 ,那么 a 
的 取 值 范围 是 
(A)a>-1. (B)a=1. (0)a 宇 1. (D) 非 上 述 答案 . 
(中 国 初 中 数学 联赛 ,1987 年 ) 
[ 解 1] 设 > 是 方程 的 负 根 , 则 -> = axr +1, 由 此 
-1 


二 < 0. 所 a+1>0, aDBS-1. 
a+l1 


显然 ,a >- 1 工时 ,方程 有 负 根 . 
假设 方程 有 一 个 正 根 r, 则 = cr + 上 | 








由 此 (1~a)r=1, 
有 = 一 >0, 所 以 a<1 

所 以 方程 有 一 个 负 根 而 且 没 有 正 根 的 条 件 是 a >- 工 且 a <1, 所 
以 a 之 上 工 

故 选 (C ) 


[ 解 2] 作 y=1x| 与 y= az+1l 的 图 像 . 

显然 ,直线 y = ar+1 仅 当 其 斜率 a 宇 1 时 ， 
才能 只 与 第 二 象限 角 平 分 线 (y = | x | 的 一 支 ) 
相交 ,而 不 与 第 一 象限 的 角 平 分 线 相交 (vy = 1 x | 
的 男 一 文 ). 

故 选 (C). 
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该 人 


又 由 


故 选 
2.91 


(A) 


(C) 


[ 解 ] 
所 以 


从 而 
故 选 
2.92 
(A) 


[ 解 ] 


90 





2.90 ”已 知 方程 1 x 一 2n 1 kyYr(n EN) 在 区 间 (2n 一 1,2n 二 
1] 上 有 两 个 不 相等 的 实 根 . 则 & 的 取 值 范围 是 

1 

(A)k > 0. (B)0 < he A 
1 1 , < 
(C) 3 41 rt1 < “< Fi (D) 以 上 都 不 是 . 
(中 国 高 中 数学 联赛 ,1995 年 ) 

[ 解 】 由 题 设 , 显 然 & 宇 0. 
而 & = 0 导出 zx = 2n, 原 方程 只 有 一 根 , 放 有 > 0. 


(x 一 272)* = kxz 知 ,抛物 线 y = (x -2n)》 与 直线 y = k*x 


在 区 间 (2n - 1,2n + 1] 上 有 两 个 不 同 交 点 ， 
所 以 当 工 = 2n-1 了 时 ,有 (x 一 2n)* > hr， 
而 当 x = 2n+1 时 ,有 (x -27)2 之 有 2 


从 而 (2n + 过 1， 有 即 大势 


1 





V2n+l 
(B). 
方程 x* -|x1-1=0 的 解 是 
1 二 45， (B) 二 | 二 5 
1 二 5 或 = 二 4 (D) + 上 1 


(中 国 初中 数学 联赛 ,1991 年 ) 
原 方程 即 } x J*-ix|I-1=0. 


1 (其 中 1 < 0, 已 合 去 )， 


1 +VYS 
二 . 


x 二 
(D). 
方程 x* +| x [+ 【 = 0 实数 根 的 个 数 是 
4. (B)2. . (C) 1. (D) 0. 
(第 2 届 “ 希 望 标 ” 全国 数 学 邀请 赛 ,1991 年 ) 
由 x 宇 0, Tx l 宇 0， 则 xz?+ixi+1>0. 
方程 无 实 根 . 
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故 选 ( 品 ). 
2.93 ”方程 2* -31x1-2 = 0 的 最 小 一 个 根 的 负 倒 数 是 


(A) -1. (B) - 六， (OO 本 3+ VD)， 
(D) 二 (3 -VDT)， (EB) (VD -3). 


(中 国 北京 市 初中 数学 竞赛 ,1983 年 ) 
[ 解 ] 由 zx-31x1-2=0 即 1 xl*-31x1-2=0. 


解 得 ”1 x1= 3 十 学 已 (其 中 3 一 六 <0 使 去 ) 


3-VTD 


3+V17 
2 2 2 


. A] 
则 最 小 的 一 个 根 为 一 3 二 , 它 的 负 倒数 为 ; 


1 __ 2 工 _ 
(vn) 3 二 4(v17 3). 
2 


故 选 (五 ). 

2.94 “对 于 方程 六 -21x1+2= m. 如 果 方 程 实 根 的 个 数 恰 为 
3 个 , 则 mx 值 等 于 

(A) 1. (B) Y3. (C) 2. (D) 2.5. 


(中 国 北京 市 初中 数学 竞赛 ,1991 年 ) 
[ 解 ] 将 方程 改写 为 | x -21x1+2 一 wp 一 0, 则 
irl=1+vVm-1, 
即 x=1+Vm-1 或 rr=-1V ma 一 | 
当 yn = 2 时 ， x 一 2,0, 一 2, 怡 有 3 个 根 . 


故 选 (C). 
2.95 方程 +1x1-31x1+2 = 0 的 实 根 的 个 数 是 
(A) 1 个 . (B) 2 个 . (C) 3 个 . (D) 4 个 . 


(中 国 天 津 市 初中 数学 竞赛 ,1983 年 ; 
第 2 届 “ 绪 云 标 ” 初中 数学 邀请 赛 ,1985 年 ) 
[ 解 ] 分 两 种 情况 考虑 : 
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代 
数 
方 
程 





所 11 梁 


3 





(1)xz 宇 0 时 ,方程 可 化 为 x 一 3x + 2 = 0, 解 得 
3 二 V3 -4:2 3 
= 5 _ 


(十 
| 








本 


两 根 丝 为 所 求 . 
(2)z 这 0 时 ,方程 可 化 为 -x*+3r+2 一 0, 即 
7 -3r7—2=0. 


。 +wV(-3) +4.2 3 寺 v17 
解 得 r=3 > + 2 - 3tv1/ yr, 


其 中 3 二 六 了 了 > 0 不 符合 上 设 . 
综 上 ,方程 有 3 个 实 根 


故 选 (C). 
2.96 ”方程 x+1x1-31x1-4= 0 的 实 根 个 数 是 
(A) 1. (B) 2. (C) 3. (D) 4. 


(第 2 属 中 国 天 津 市 "中华 少 年 杯 ” 数 学 邀请 赛 ,1987 年 ) 
[ 解 ] 当主 0 时 ,方程 可 化 为 x* -3x 一 4 = 0, 解 得 x = 4 或 
- 1( 不 合 前 设 , 舍 去 ). 
当 zx<0 时 ,方程 可 化 为 - 盖 +3z-4=0， 
“一 3z+4= 10. 
因 其 判别 式 ”A = 3* 一 4:4<< 0， 无 实数 根 . 
综 上 , 知 方程 仅 有 一 实 根 . 
故 选 (A). 
2.97 ”对 方程 x 1 x 1+ px + g = 0 进行 讨论 ,下 面 的 结论 中 是 错 
误 的 为 
(A) 至 多 有 三 个 实 根 . 
(B) 至 少 有 一 个 实 根 . 
(C) 仅 当 p* -~ 4g 宇 0 时 才 有 实 根 . 
(D) 当 p<0 和 gg >0 时 有 三 个 实 根 . 
(中 国 高 中 数学 联赛 ,1981 年 ) 
[ 解 】 我 们 给 p,q 以 满足 条 件 的 特殊 值 进行 分 析 : 
(1) 考虑 方程 lxzlI+z+l=0， 中 
当 x 守 0 时 ,@ 成 为 x + x +1 = 0, 此 方程 无 实 根 ; 


即 
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当 工 之 0 时 ,人 0 成 为 ~ x?+ +1 = 0, 此 方程 有一 个 负 根 . 
综 上 可 知 ,方程 有 一 个 负 根 ,但 p* -4g =~3<<0. 所 以 (C) 错 . 
(2) 考虑 方程 zlxzl-2z+1=0 (© 
当 工 宇 0 时 , 回 成 为 xz*?-27+1= (x1)*=0. 所 以 x=1 是 
的 根 ; 
当 工 过 0 时 ,加 成 为 ~ zx? 一 2x + 1 = 0, 它 有 一 正 根 一 负 根 ,其 中 
只 有 负 根 才 是 他 的 根 . 
综 上 可 知 ,@ 只 有 二 个 根 ,可 以 证 明 (C),(D) 是 错误 的 . 
故 选 (C) 或 (D). 
2.98 方程 |x1*+|1x1-6=0 的 根 
(A) 只 有 一 个 . (B) 各 根 之 和 为 1. (C) 各 根 之 和 为 0. 
(D) 各 根 之 积 为 4. (E) 各 根 之 积 为 - 6. 
(第 9 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1958 年 ) 
[ 解 】 由 设 方程 可 化 为 (1z1-2)00z1+3) = 0， 
1x| 宇 0， 故 |xi+3>0. 
而 由 1x1l-2=0， 得 x=+2. 


故 选 (C). 
2.99 方程 1 zz -11= 市 (x + 辣 ) 的 实 根 个 数 为 
(A) 4. (B) 3. (C) 2. (D) 1. 





(第 2 届 “ 希 望 标 ” 全国 数 学 洲 请 赛 ,1991 年 ) 
[ 解 ] 当 |x1> 1 时 ,方程 可 化 为 


9 1 109 
证 即 x -67-100= 0 

此 时 判别 式 A = 《- 而)+4( 世 ) > 0, 知 方程 有 两 实 根 , 且 正 
根 绝 对 值 较 大 , 且 大 于 1( 两 根 之 积 绝对 值 大 于 1) ,符合 前 设 . 负 根 绝对 
值 小 于 1, 不 合 前 设 . 

当 | x | 之 1 时 ,方程 可 化 为 


了 9 2 上 51 _ 
1-z=T(z+ 羡 ) 邯 +TOz-io0=0， 
同 理 知 方程 有 两 异 号 实 根 , 且 正 根 符合 题 设 , 负 根 不 合 题 设 . 


而 1xl=1 时 ， 即 xx =++ 1 不 适合 方程 . 
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综 上 ,方程 有 两 实 根 . 


先 故 选 (C). 
和 2.100 ”如 果 1xz1+x+y=10, 且 xz+|ly|1-y= 12, 那么 
类 X + yy 等 于 


(A) -2. (B)2， (OS (D) 学 ， (E) 22. 
(第 39 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1988 年 ) 
[ 解 ] 分 x >0,y>0; zxz<0,y<<0; 7<0,y>0 和 x> 
0,y < 0 四 种 情况 考虑 . ， 
对 于 前 三 种 ,方程 组 均 无 解 . 今 考虑 x > 0,y < 0 的 情形 .此 时 方 


程 组 化 为 
_ 32 
2z +y= 10， ” ”5， 
-2y= 12. 解 得 | 14 
了 5 
r+ty= 蕊 . 
故 选 (C). 
2.101 满足 1 a 一 51+ ab = 1 的 非 负 整数 对 (a,5) 的 个 数 是 
(A) 1. (B)2. | (C) 3. (D) 4. 


(中 国 初中 数学 联赛 ,1992 年 ) 
[ 解 ] 由 设 a2b 宇 0, 又 1a -5 | 之 0, 则 有 

















la—-bl=1, Ila-b|l=0, 
ap = 0,， 和 ap = 1. 
, a = 0,， a= 1, a= | 
可 解 得 六 一 工 ; b= 0; p=]1 
故 选 (C). 
第 4 节 一 元 高 次 方程 


2.102 ”方程式 x+6z2+1llz+6=0 的 解 为 
(A) 无 负 实 根 . (B) 无 正 实 根 . (C) 无 实 根 . 
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确 的 是 


即 





(D)1 与 -2. (E) 一 1 与 2. 
(第 5 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1954 年 ) 

[ 解 ] 由 x+6zc+llr+6 

= (x ?+S5r +6r)+(xr +S5r+6) 

= (rt+1)(rr*+Sr+6) 

= (rt+1)(r+2)(r + 3), 

题 设 方程 可 化 为 (x +1)(x+2)(xr +3)=0. 

其 有 三 个 负 实 根 : - 1, - 2, 一 3. 
故 选 (B). 
2.103 车 a 关 56，a ?一 丰 二 19x ”并 且 a -65= x, 下 面 结论 正 


(A) a = 3x. (B)a = 二 3x7 或 a =- 2x. 
(C) a=-37 或 wa = 27. (D) a = 3x 或 a = 2x. 
(E) a = 27. 

(第 26 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1975 年 ) 
[ 解 ] 着 a 关 56，a 一 上 一 19x3, 且 a-5= > 那么 
=a-b)(a tabt+b)= x(al+ab+b) = 197). 
把 上 面 最 后 的 等 式 除 以 x 并 将 6 = a - xz 代 人 式 中 得 到 


l8x* + 3axr -3a2 = 0， 





-3(a -3z)(a+2zr) = 0， 
解 得 a 二 37 或 a = 一 27. 
故 选 (B). 
2.104 奇 p，g 和 rr 是 ~ x*+ xXx-2 = 0 的 相 异 根 ， 那么 


p+q + 等 于 


(A) 一 1. (B)1. (0C)3.， (D) 5， (E) 这 些 都 不 对 . 
(第 26 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1975 年 ) 
[ 解 ] 将 恒等式 
p+a tri= (pt+g+r) -2(pg+ gr+ rp), 


代入 男 一 恒等式 


ptqtr= (ptqtr)(p tq tr pa- qr- rp)+3par, 
并 利用 韦 达 定理 有 


p+t+qaotr=(ptgqtr)((prqt+r) -3(pa + or + rp)] + 3por 
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a 


==]1.(1-3.1)+3.2= 4. 


故 选 (五 ). 

2.105 方程 64x3 -144x?+ 92x -15 = 0 的 根 组 成 等 差 数 列 ， 
这 方程 的 最 大 根 与 最 小 根 之 差 是 

(2 Bl (O03 DH (Do 才 . 


(第 18 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1967 年 ) 

[ 解 ] 原 方程 可 变形 为 
3 .22423,._ LD 

4 16™ 64 
设 方程 的 三 根 分 别 为 a - 4d， a， a + d. 由 韦 达 定理 


人 | 
人 日 
导 


(a — d)alat+d)= 上 . 


AL 
1 
| 十 


因而 (atld1)-(a-idl)=214d|=1. 
故 选 (B). 
2.106 ”考虑 所 有 形 如 : 
XY 十 Qa2X 
方程 的 集合 ,其 中 a;,al,ao 都 是 实 常 数 ,和 县 1 a, | 才 2,(i = 0,1,2). 设 
r 是 至 少 满足 一 个 这 样 的 方程 的 最 大 的 正 实数 ,那么 


(A) lr<3. (B) 5 <r<2. (C) 2 过 re 
(D) SSr<3 (E) 3 万 + < 


(第 32 届 美国 高 中 数学 考试 ,1981 年 ) 

[ 解 ] 设 g(x) = x + azx” + alx + ao 是 满足 题 设 条 件 的 特殊 
的 三 次 多 项 式 . 我 们 知道 , 当 z 充分 大 时 g(x) 的 值 将 取决 于 x;, 此 处 
gz) 的 最 高 次 项 的 系数 是 1 > 0, 所 以 对 于 所 有 大 于 g(x) = 0 的 最 大 
根 的 xz, 都 有 g(x) > 0. 

为 使 方程 最 大 实 根 的 值 能 尽 可 能 地 大 ,应 使 a2x? + alx + ao 三 项 
要 尽量 地 小 ,又 由 题 设 1 w | 过 2 , 则 考虑 极端 的 情形 

f(x)= x -2r -2r+-2 
不 妨 设 该 方程 的 最 大 正 实 根 为 xo. 


“+az+ao=0 


5 
> 
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对 于 所 有 的 xz 之 0, 有 
27 Rr, -2zr 乏 ar， 一 2 过 ac0， 
将 以 上 三 不 等 式 相 加 ,再 在 两 边 加 上 x ,于 是 对 于 所 有 的 x 之 0 有 
flr) = 22x 27 -2 +tar talrtao= g(r). 
因此 对 于 所 有 的 x > ro 有 0< Hz) 科 g(z), 所 以 它们 都 不 是 
g(z) 的 根 , 也 就 是 说 大 于 zro 的 数 将 不 是 g(z) 的 根 , 因 而 ro 即 为 所 


求 的 ~. 
描绘 一 下 f(z) 的 草图 ,可 以 看 到 它 是 一 条 标准 的 三 次 曲线 , 它 的 


最 大 的 根 略 比 3 小 . 
事实 上 ,f(2) =- 6, (3) = 1, 这 就 说 明 答案 只 能 是 (C) 或 (D). 
为 了 确定 起 见 ,计算 一 下 /( 这 ) = - 沁 为 负 值 
故 选 (DD). 

2.107 ”如 果 方 程 (x - 1)(z 2x +m) = 0 的 三 根 可 以 作为 一 

个 三 角形 的 三 边 之 长 ,那么 实数 mm 的 取 值 范围 是 


(Ai 过 了 所 二. (B)m 达 立 . 
(C) 半 < m 雪 1 (DDFSm<Ll. 


(中 国 初中 数学 联赛 ,1995 年 ) 
[ 解 1] 设 a,B 为 方程 x* 一 2x+.m = 0 的 两 根 ， 
由 A=4-~-4m 守 0, 得 m 达 1. 
显然 a+B=2>1， 
义 由 三 角形 两 边 之 差 小 于 第 三 边 , 知 l| a-B1<1, 或 la-Bl8 了 <l1. 
利用 韦 达 定理 有 
la-BIl*= (a+B) -4a8=4-4m<l1, 





解 得 和 > 

故 选 (C). 

[ 解 2] … x 一 2x + zm = 0 有 两 实 根 ， 
则 A=4~-m 宇 0, 得 关系 |. 
又 原 方程 三 根 分 别 
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3 这 该 停 


rz71=1, x2=1-vVl-m, TT3 二 1]+V1--m, 显 然 Xz; 二 


Xl] < 3. 
注意 到 x 二 Xx3=2-VYl-m>1l1+vl1l-m = x 
因而 得 mm > 
故 选 (C). 


2.108 p?* 守 49 是 关于 x 的 实 系数 方程 -++ pxr*+g=0 有 实 
根 的 

(A) 必要 条 件 但 不 是 充分 条 件 . 

(B) 充分 条 件 但 不 是 必要 条 件 . 

(C) 充分 必要 条 件 . 

(D) 既 不 是 充分 条 件 也 不 是 必要 条 件 . 

(中 国 东北 三 省 数学 邀请 赛 ,1989 年 ) 

[ 解 ] 若 令 x* = 1, 题 设 方程 可 化 为 :*+ pt + 9 =0, 其 有 实 根 的 
充 要 条 件 是 A = p* -4g 宇 0, 即 p* 守 49. 

但 此 二 次 方程 有 实 根 , 并 不 保证 原 方程 有 实 根 . 

反之 , 若 p* 之 4g 不 成 立 , 则 原 方程 定 无 实 根 . 

这 就 是 说 : p* 之 4g 是 题 设 方程 有 实 根 的 必要 条 件 , 但 不 充分 . 

故 选 (A). 

2.109 车 xz*+axr + br +c= 0 的 根 ,其 中 三 个 为 1,2,3, 则 
a +c 等 于 

(A) 35. (B) 24. (C) — 12. (D) — 61. (E) ~ 63. 

(第 17 届 美国 高 中 数学 考试 ,1966 年 ) 

[ 解 ] 因 方 程 的 四 个 根 之 和 为 0( 方 程 x 的 系数 相反 数 ), 故 方程 
第 四 个 根 为 - 6. . 

由 (x -1)(x-2)(r -3)(r+6)= x1+—-25x*+60x -36= 0, 
知 ， at+c=—-25-36=—61. 

故 选 (DD). 

2.110 ”要 使 p = xz4+6zr3+1lz2+3z+31 为 一 整数 的 平方 , 则 
整数 x 的 数目 为 
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(A) 4. (B) 3. (C) 2. (D) 1. (E) 0. 
(第 16 届 美国 高 中 数学 考试 ,1965 年 ) 
[ 解 ] 由 设 p= (x2+3xz+1)~-3(r-10), 邻 p= y. 
故 当 过 = 10 时 ， p= (zc+3zr+1l) = 131°. 
下 证 仅 x = 10 时 ,pp 为 完全 平方 数 . 
注意 到 :车 1N |1>1 M11, 这 里 N,M 篆 为 整数 , 则 
IINI-1 | 宇 | Mi 或 N*-M 宇 2IN|I-1. 
(1) 若 zx > 10, 注 意 到 
3(zr—-10)= (rr+3r+1)Y-y 守 2|1 x+3rz+11-1, 
不 可 能 成 立 . 
(2) 若 zx< 10, 注 意 到 
3(10- x)= yy—-(x*+3r+1) 
宇 21y|-1 
>21xz2+3z+11-1， 
此 不 等 式 仅 在 zx =-6,-5,-4,-3,-2,-1,0,1,2 时 成 立 ,但 
无 一 值 为 完全 平方 数 . 
综 上 , 故 选 (D). 
2.111 ”如果 a ,b,c,d 都 是 方程 x 一 bx -3 = 0 的 解 ,那么 有 下 





面 四 个 解 
a+p+tc at+otdad a+c+da p+c+i+ad 
da’ " C7 l 0 a 
的 方程 是 
(A) 3x* +0r++1=0. (B) 3r+~- br+1=0. 
(C) 37’ + bri-1=0. (D) 3x*—- br? -1=0. 
(E) 非 以 上 这 些 方程 . 


(第 32 届 美国 高 中 数学 考试 ,1981 年 ) 
[ 解 ] 因为 多 项 式 函 数 f(x) = xz- 和 -3 的 三 次 项 x 的 系数 
是 稚 ,由 韦 达 定理 有 


a+b+c+t+d = 0, 
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9 信访 你 











pb? 6b c* C a” a 
因为 a ,b,c， A 
一 1 一 一 工 1 
所 以 二 ， 二 ， 二 ， 江 是 几 - 二) = 0 的 根 ， 
即 a+t+p+ec pra dt+c+iad b+c+t+d 沿 是 


5 
c“ ， bp” a” 


dt 
/(- 十) = 0 的 根 .这 个 方程 即 为 


+ 名-3=0 或 3z4-br?~1=0. 
故 选 (DD) 
2.112 方程 2z5+z4-20z3 -10xx?+2r+1=0 有 
数 根 是 


(A)Y5 +Y3. (B)YS+Y2. (CY3+Y2. (D)Y5 -1Y3. 
(第 2 届 “ 希 望 杯 ”全 国 数学 邀请 赛 ,1991 年 ) 
[ 解 ] 原 方程 可 化 为 
(2z -20z3+2z)+(z -10x*+1)= 0, 
即 (2t + 1)(x1— 10x’+1)=0. 
注意 到 由 x =v3+y2, 有 (x -3》 = (Y2)， 
即 xz2-2vV37r+3=2 或 (rz+1 = 12z2， 


则 24 一 10z2+= 0. 
故 选 (C). 
2.113 ”方程 xc-3z?-6z-r+8=0 
(A) 无 实数 根 . (B) 恰 有 两 个 相 异 的 负 根 . 
(C) 恰 有 一 个 负 根 (D) 无 负 根 ,但 至 少 有 一 个 正 根 . 
(E) 这 些 都 不 对 


(第 26 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1975 年 ) 
[ 解 ] 车 + 是 题 设 方程 的 一 个 根 ,那么 x*+8= 3r”+6r3+r. 
坷 7 < 0, 这 个 方程 的 左边 将 是 正 数 ,右边 将 是 负数 ,不 妥 . 
若 设 F(z) = xz-3xz"-6z-x+8, 则 由 f(0)=8>0, 而 f(1) 
= 一 1 芝 0, 知 f(x) 在 (0,1) 之 间 至 少 有 一 实 根 . 
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故 选 (DD). 
2.114 ”已 知 多 项 式 agx”+ ajx” 十 … 十 a-1X+ a,; 其 中 是 
正 整 数 或 零 ,ao 是 正 整数 ,余下 的 a 都 是 整数 或 零 , 令 有 = n+ ao+t 
all+lazl+…+larl 当 六 =3 时 ,构成 多 项 式 的 数目 为 
(A) 3. (B) 5. (C) 6. (D) 7. (E) 9. 
(第 10 届 美国 高 中 数学 考试 ,1959 年 ) 


[ 解 】 由 设 3= nt+aptlajyl+|l az + 二 ia |， 


上 述 不 定 方程 有 解 : 

7 二 0，c=3; 

1 一 1，QC II=2; 

nn 二 1，a, = 二 二 1，a,.!1 三 1; 

n=2, an2=1, a,!=a,=0. 
与 它们 相应 的 多 项 式 为 : 3x°, 27z1，zlL+1，xzl 一 工 ， xz2. 
故 选 (B). 


2.115 ” 找 出 满足 x*% - 25632 = 0 的 所 有 实数 的 平方 和 为 
(A) 8. (B) 128. (C) 512. (D) 65536. (E) 2(25632). 

(第 30 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1979 年 ) 
[ 解 ] 注意 到 

256 29562 = 12 (28)2 = x 2 
= (22 +22)(z +22)(x +2)(7 -2), 

则 已 知 方程 的 实数 根 是 土 2, 因 而 实数 根 的 平方 和 是 8. 
故 选 (4). 





第 5 市” 分 式 方程 


2.116 如 果 在 分 数 -2 (a 了 关 5， 上 6。5 关 0) 的 分 子 和 分 母 中 各 加 上 上 
>， 分 数 变 成 二 ,那么 Z 等 于 


(A) -一 (B) 对 -二 (©) 
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ad 一 zc 
c+d 








六 党 访 党 


CD 和 
(第 20 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1969 年 ) 











[ 解 ] 依 题 设 有 4-z = 六, 则 ad+dr= b+cr, 得 
ad—&c 
“cd 
故 选 ( 吾 ). 
2.117 车 三 一 经 = 名 一 1 有 等 值 异 号 的 根 , 则 m 的 值 应 为 
Cr 一 jj 十 1 
一 也 atb 1 
(A) “于 bp- (B) 一. (C) ce. (D) sk (E)1. 


(第 3 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1952 年 ) 
[ 解 ] 由 设 , 当 ar 一 c 关 0 时 ,有 
(zx*— br)(m+1)= (m1)(ar ~ ec), 
(m+ 1)x [am—-1)+6(mt+ 1}jlxt+c(m~1)=0. 
原 方程 有 等 值 异 号 根 时 应 有 : 
m+1 关 0， 和 且 a(mr--1)+b(m+1)=0,， 得 


m= LL (go+b20). 





故 选 (A). 
2.118 ”如 果 关 于 xz 的 方程 
1 k—s5 | 


十 一 一 一 一 二 








XT 一 六 妇 ” 十 并 


有 增 根 x = 1, 则 上 & 的 值 等 于 


(A) 1. (B) 2. (C) 3. (D) 6. 
(中 国 北京 市 初中 数学 竞赛 ,1985 年 ) 
1 一 -1 
解 ] 由 二 12 
L -5 _ 上 -1 
r(x—-1) x(r+1) (rx—~1)(r+1). 
以 x(x 一 1)(x + 1) 乘 两 边 , 得 
(z+1)+(k~-5)(r- -1)= (k-1)zx GO 





此 时 x = 1( 增 根 ) 应 满足 禽 , 代 人 人 名 式 得 = 3. 


故 选 (C). 
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2.119 满足 方程 2 -40x _ x -3 的 >x 值 的 个 数 为 


— SX 
(A) 0. (B) 1. (C) 2. 
(D) 3. (E) 一 个 大 于 3 的 整数 . 


(第 17 届 美国 高 中 数学 考试 ,1966 年 ) 
[ 解 ] 由 x* -5x = x(x 一 5), 当 x 关 0,5 时 ,方程 可 化 简 为 
2 = x 一 3, 即 x = 5, 与 前 假设 矛盾 . 





因而 此 方程 无 解 . 
故 选 (A). 
2.120 车 ab 关 0, | a 1 关 15 |, 则 满足 方程 
rx-a XxX-b_ bb ,a. 
a xr-—-a XxX-b 


的 不 同 x 的 个 数 为 
(A) 0. (B) 1. (C) 2. (D) 3. (E) 4. 
(第 17 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1966 年 ) 
[ 解 ] 题 设 方程 可 化 为 


a(x -a)jt+o(r-6) bx- b+a(r—-a) 
ab (rx-a)(r—-5b) 


上 式 分 子 相同 , 故 若 分 式 相 等 ,或 分 子 为 0, 或 分 母 相 等 . 
(1) 者 分 子 为 0, 则 
a(r—-a)+b(xr-656)=0,， 邮 x= 


(2) 知 分 母 相 等 , 则 
(Xz~-a)(x 一 5) = ab, 解 得 x =0 或 + 一 a+b. 


QT 二 TB， 








故 选 (DD). 

x(x-1)-(m+l)_ zx ， 

2.121 在 方程 三 志 二 和 志和。 = 苦 中 ,车 诸 根 相等 , 则 ; 

(A)m=1. (B) m = 方 . (C)m = 0. 
__ 1 

(D) m =~1. (E) m = 7 


(第 2 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1951 年 ) 
[ 解 ] 由 题 设 方 程 变形 得 
Z(Z 二 1) 一 (MT+1) zr(r-1) 


1 一 | m1 
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注 父 敬 风 


由 比例 性 质 得 。 全 + = 民工 二 


[ m 


即 (m+1l)m= x(x-1)， 得 x=m+1 或 -m. 
若 m+1=-- 功 ， 有 ” 澡 =- 方 ,此 为 方程 诸 根 相等 条 件 . 
故 选 (五 ). 
2.122 已 知 实数 a,6 分 别 满足 - 与 -3= 0 入 +b-3 


-0 则 代数 式 人 二-4 的 值 等 于 


(A) 175 (B) 55. (C) 13. (D) 7. 
(中国 北京 市 初中 数学 竞赛 ,1990 年 ) 
[ 解 ] 由 题 设 知 《 乌 ) - ( 亏 )- 3=0， 
则 三 = 革 3 《已 含 抽 值 ) 
同 理 六 = 一 3 (已 全 负 值 ). 


.， = 7 
故 选 (DD). 

2.123 ”两 邮递 员 骑 车 从 邮局 同时 出 发 , 甲 沿 盘 山 公 路 到 山顶 送 
邮件 后 即 原 路 返回 , 乙 沿 水 平公 路 到 火车 站 送 邮 件 后 亦 即 原 路 返回 . 若 
两 人 平 路 车 速 相 同 , 上山 比 平 路 每 小 时 慢 5km, 下山 比 平 路 每 小 时 快 
5km, 邮 局 到 山 项 和 火车 站 距离 均 为 5km, 两 邮递 员 下 车 派送 邮件 的 时 
间 和 忽略 不 计 . 则 

(A) 甲 先 回 到 邮局 . (B) 乙 先 回 到 邮局 . 

(C) 甲乙 同时 加 邮局 . (D) 前 三 种 答案 都 有 可 能 成 立 . 

(第 2 届 “ 五 羊 杯 ” 初中 数学 竞赛 ,1990 年 ) 
[ 解 ] 设 平 路 车 速 为 v 千 米 /时 ,由 题 设 甲 往返 所 需 时 间 


5 5 _ 1 __10 、10 a 
v5t 和 ， 25 > ( 乙 所 需 时 间 ) ， 





YU 


则 乙 先 到 邮局 . 
故 选 (B). 
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2.124 ”一 船 在 静水 中 的 速度 为 Hgsmph( 每 小 时 英里 ) ,一 溪 的 流 
水 速度 为 Smnph, 若 此 船 往返 航行 于 其 中 一 段 距 离 . 则 此 船 往返 的 平均 
速度 与 在 静水 中 的 速度 之 比 为 
5 1 、8 7 9 
村. 4B) 丁 . (C) 9 (D) 太 . (E) 
(第 $ 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1954 年 ) 
[ 解 | 设 船 航行 距离 为 4 ,平均 速度 为 x, 由 设 有 
d d 24d 40 
15+5+15= >， 解 得 = 了 
则 ”平均 速度 : 静水 速度 = 3 :15 = 8:9 
故 选 (C ). 
2.125 三 机 天 PP,Q, 尺 共同 完成 基 项 任务 需 z 小 时 , 当 忆 单独 完 
成 此 项 任务 时 需 另 加 6 小 时 ,Q 需 另 加 1 小 时 , 民 需 另 加 > 小 时 , 则 > 的 
值 为 


(A) 











_(A) 年. (B) 全 CC) 。 (D) 2. (E) 3. 
(第 13 届 美国 高 中 数学 考试 ,1962 年 ) 
, 1 1 1 1 
[ 解 】 由 设 知 +6 7+T xir™ x 





“化 简 后 为 3zz+7r -6=0， 得 x = 祁 或 -3( 合 去 ). 
故 选 (A). 


第 6 节 ”无理 方程 


2.126 ”方程 2 V x -3+6 = x 的 根 的 个 数 是 
(A) 3 个 . (B) 2 个 . (C) 1 个 . (DD) 无 实数 根 . 
(第 2 届 中 国 天 津 市 “中 华 少年 杯 ” 数学 邀请 赛 ,1988 年 ) 

[ 解 ] 由 设 有 2vzr=-3=>x-6, 两 边 平 方 得 

x*—16xr+48=0, 
解 得 zl 二 12， x2 = 4( 舍 去 ). 
故 选 (C ) 
2.127 方程 /x+4-Vxr-3+1=0 
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a 


(A) 无 根 . (B) 有 一 实 根 . (C) 有 一 实 根 与 一 虚 根 . 
(D) 有 两 虚 根 . (E) 有 两 实 根 . 

(第 7 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1956 年 ) 
[ 解 ] 由 没有 vx+4+1= vx-3， 两 边 平方 化 简 后 有 


8+2Vx+4=0, 
此 式 不 能 成 立 . 
故 选 (A). 
2.128 方程 Vz-T. wz+l=-wvxz-1li 解 的 情况 是 
(A) 惟一 解 . (B) 两 个 解 . 
(C) 无 数 个 解 . (D) 无 实数 解 . 


(第 6 届 “ 结 云 标 ”初中 数学 洲 请 赛 ,1989 年 ) 
[ 解 ] 由 题 设 有 xz-1 守 0, 即 x 宇 1. 


而 /XT-1 宇 0,， VX+1 宇 0, 


则 只 有 Vr-l:vx+l=vVzx -1=0, 
X 二 1 或 -1( 不 合 题 意 舍 去 ). 
故 选 (A). 
2.129 若 z 为 满足 yz+9-vyz-9=3 的 一 个 数 , 则 xz2 介 


(A) 55 与 65 之 间 . (B) 65 与 75 之 间 . (C) 75 与 85 之 间 . 
(D) 85 与 95 之 间 . (E) 95 与 105 之 间 . 
(第 14 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1963 年 ) 

[ 解 ] 将 方程 两 边 立方 : 

(x+9) -3V (r+ (rz 09) +3V (rt ro 

— (x—9) 

= 27 
即 3V(z+9z-gz+9-vy7z29)=-9 
再 由 设 yz+9-vyz 二 9 = 3， 则 上 式 进一步 化 简 为 
Vr-81=-1， 或 x?= 80. 





故 选 (C). 
2.130 ”方程 1vV (x -2 -1|= x 的 解 为 
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(A) 写 .。  (B) 广 (CO) 汪 或 证 (D) 无 解 
(中 国 四 川 省 初中 数学 竞赛 ,1992 年 ) 

[ 解 ] 分 下 面 几 种 情形 讨论 : 

(1) 2 之 这 记 3 时 , 原 方 程 可 化 为 | x 2-1)= x; 则 3 一 += 福 ， 
解 得 x = ,其 与 前 设 矛盾 , 合 之 

(2) x >3 时 , 原 方程 可 化 为 | x 一 2-1i 二 xXx; 则 x 一 3 = xz, 不 受 . 

(3) 1 之 x 之 2 时 , 原 方 程 可 化 为 12 一 +-~11= Xx, 则 zz-1= x， 
不 要， 

(4) 工时, 原 方程 化 为 12-xx-11=，v, 则 1- =x, 解 得 
z+ = 六 ,其 适合 原 方程 


综 上 知 原 方程 仅 有 一 解 zx = 方 . 


故 选 (B). 
2.131 方程 Vv x* + 12x + 36 + x+6 = 0 的 根 的 个 数 为 
(A) 0. (B) 2. (C) 4. (D) 无 穷 多 . 


(第 3 届 “ 五 羊 杯 ” 初 中 数学 竞赛 ,1991 年 ) 
[ 解 ] 原 方程 可 化 为 





Iz+6I+z+6=0， 或 1x+61=- (x+6), 
T+6 记 0， 有 x 记 -6， 即 方程 有 无 穷 多 解 . 
故 选 (万 ). 
2.132 方程 
Vr t+2r-63+Vrit+9- VI-r+r+1l3=0 
的 实 根 个 数 是 
(A) 0. (B) 1. (C) 2. (D) 多 于 2 个 . 


《中国 北京 市 高 中 数学 竞赛 ,1993 年 ) 
[ 解 ] 若 题 设 根 号 有 意义 则 有 
x+2zr 一 63 人 0， 工 世 -9 或 x+ 之 7,， 
(e020 即 | 9， 
7 一 之 0 工人 7. 
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a 


zz 二 7 或 -9. 代 人 原 方 程 仅 x =- 9 合适 . 

故 选 (B). 

2.133 如果 a< 三 1, 那 么 方程 Va-va+xz=x 的 所 有 实 根 的 
和 为 

(A)Va-1. (B) “2 (C) vv 
va—-l] (FE) A423-—1 

2 2 : 

(第 32 届 美 国 离 中 数学 考试 ,1981 年 ) 

[ 解 ] 因为 x 是 一 个 算术 根 , 所 以 x+ 实 0. 由 xz 宇 0, 则 所 给 的 方程 

与 下 面 方程 等 价 


(D) 


a—Vat+rx= 7’. 

又 由 上 方程 的 左边 是 x 的 减 肾 数 , 而 方程 的 右边 是 x 的 增 函 数 , 因 
此 容易 验证 此 方程 仪 有 一 解 .为 此 不 妨 设 y = v a + x. 于 是 有 : 

a 一 y= x*， 因而 a-y-y=x -yy. 

注意 到 y=a+x 有 有 a-y-(a+7xr)= x*- vy, 
即 - (rty)= (r+y)(zr—y), 
或 0= (x+y)(r~-y+1). 

因为 a 宇 1, 是 x 守 0, 所 以 y > 0, 因 此 x + y 关 0, 于 是 

rr~-~y+1=0， 即 x+l1=y. 


而 yy=va+ 并 ， 则 
Zz+1=va+zr， 或 (rr+l) = a+， 
人 一 人 二 vd4a 一 3 
解 得 = 一 
由 题 设 知 zx 之 0 所 以 = 4 一! 


故 选 (五 ). 
2.134 设 正 整数 a ,m,n 满足 Va: -4Vy2 = vm -~-v72. 则 这 样 
的 a ,m,n 的 取 值 
(A) 有 一 组 . (B) 有 二 组 . (C) 多 于 二 组 . (D) 不 存在 . 
(中 国 初中 数学 联赛 ,1996 年 ) 
[ 解 ] 将 题 设 式 两 边 平方 得 
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印 


a 442=m+n-2vV mn. 
又 由 题 设 a ,n,n 是 自然 数 ,从 而 a? - 4y2 是 无 理 数 .于 是 
V mn = 8, mn = 8, 
即 ) 
n+n 一 Q2， 7 十 天 一 a<, 
由 已 知 有 mx > 2 因而 只 有 = 8,n = 1,a = 3 这 一 组 取 值 . 
故 选 (A). / 


2.135 求 方 程式 2VX +2x-3 = 5 的 根 可 由 解 下 列 方程 得 出 的 


(A) 16x ~ 92x+1=0. (B) 4z2 -2Sz+4= 0. 
(C) 4z ~ 17r+4=0. (D) 2x* -~ 21x+2=0. 
(E) 4z —25r+—4=0. 
(第 5 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1954 年 ) 


[ 解 ] 方程 两 边 平方 有 4(x + 十 + 2) = 25， 
41*—17xrx+4=0. 
故 选 (C). 
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a 光 第 购 


第 三 全 代数 方程 组 


第 1 节 方程 组 





3"1 设 (为 常数 , 方 各 组 | ” ”在 第 一 象限 内 有 一 组 和 
(z,y) 的 充 要 条 件 是 
(A) c=-1. (B) c >-1. (CO c< 与. 
(D)0<c<3. (E) -1<c< 与. 
(第 38 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1987 年 ) 
5 3 -2c 





[ 解 ] ”由 题 设 方程 组 解 得 “+ = 一 了，y = >= 和， 
又 。 (xz,y) 在 第 一 象限 则 


5 
>0 
十 1] ， 
| 解 得 -1<c< 了 > 





故 选 (五 ). 
3'2 ” 奉 是 一 个 实数 ,那么 方程 组 


nr+y=1, 
My 十 之 一 
之 十 了 tz 一 虐 . 


当 且 仅 当 方程 组 无 解 时 2 的 值 为 
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(A) -1 (B)0 (1 (D)0 或 1. (EF) 方 . 


(第 24 届 美 国 离 中 数学 考试 ,1973 年 ) 
[ 解 ] 知 ) 尖 -上 荆 , 利 用 加 减 或 代 人 消 元 法 可 解 得 











(x, y, *) = (a et 71) 
这 是 已 知 方程 组 的 解 . 
坷 nn = 一 1, 将 三 个 方程 两 边 相 加 得 0 = 3, 矛 盾 ! 
故 选 (A). 


3.3 ”两 个 正 数 m,n 的 比 是 1:(+ > 1). 若 m+n=;s, 则 m,n 中 
较 小 的 数 可 以 表示 为 
ru (D) 5 


(Na Bs-s (OE . 
(第 2 届 “ 希 望 标 ” 全国 数学 屠 请 赛 ,1991 年 ) 
[ 解 ] 由 >0,n>0, 且 让 =+>1, 知 x 较 小 . 











又 由 +n=s 有 +n=s, 则 有 n= 了 
故 选 (DD). 


3.4 ”满足 方程 一 + 二 = -二 的 非 零 实数 (a,5), 这 样 的 (46) 


atb 

(A) 无 ， (B) 1. (C) 2.”(D) 对 每 一 个 5 关 0 的 数 有 一 对 . 
(E) 对 每 一 个 5 关 0 的 数 有 两 对 . 

(第 31 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1980 年 ) 
[ 解 ] 已 知 方程 可 变形 为 

2 ey 或 (a + 86) = ab, 

亦 即 ar*+ab+6b:=0. 
因为 (a ,5b) 满足 最 后 的 方程 ,这 样 


2 = OV 30 
= ; 


注意 到 5b 尖 0, 所 以 没有 一 对 实数 满足 原 方程 . 
故 选 (A). 


3:5 ”方程 组 














T+y 


一 2， 
“2 的 实数 解 组 数 是 
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(A) 工 (B) 2. (C) 3. (DD) 无 穷 多 . 
(上 海 市 初中 数学 竞赛 ,1987 年 ) 
[ 解 ] 由 设 可 有 x+y=2,， xy=1+ <’. 
这 样 x ,y 是 方程 “1 一 2: + (1+ xz*) = 0 的 两 个 根 .而 其 判别 式 
A=4-4(l+2)=-42:< 过 0, 
当 且 仅 当 > = 0 时 A = 0, 方 程 有 实 根 , 且 仅 有 x = y = 1 满足 方 
程 组 ,因而 方程 组 仅 有 一 组 解 . 


a 


故 选 (4). 

3-6 ”满足 下 列 两 个 方程 x = x + yw，y = 2xy 的 相 异 实数 对 
(zx,y) 的 数目 是 

(A) 0. (B) 1. (C) 2. (D) 3. (E) 4. 


(第 29 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1978 年 ) 
[ 解 ] 若 y 关 0, 第 二 个 方程 得 zx = 方 ,代入 第 一 个 方程 得 


2 

在 y = 0, 由 第 一 个 方程 得 x = 0 或 1. 
综 上 方程 组 有 解 【《 方 , 土 到) ，(0,0)，(1,0). 
故 选 (五 ). 
3.7 ”两 数 之 差 , 和 与 积 之 比 为 1 : 7 : 24, 则 此 两 数 之 积 为 
(A) 6. (B) 12. (C) 24. (D) 48. (E) 96. 

(第 15 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1964 年 ) 
[ 解 ] 设 两 数 分 别 为 x,y, 依 题 意 有 


XTX+y=7(x— y), 8y— 6x = 0, 
Ty = 24(7 — y); 7 一 247 + 24y = 0. 
将 后 一 组 方程 中 第 一 式 代 人 第 二 式 有 x(y -6) = 0， 
得 rr=0 或 yy=6. 
X = 0 不 合 题 意 , 故 y= 6. 得 x=8. 
: ry = 48. 


故 选 (DD). 
3.8 满足 方程 2rz*+6z+Ssy+1=0 和 2z+y+3=0 的 y 值 
满足 方程 
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(A) y+ 14y-7=0. (B) y+8y+1=0. 
(C) y+ 10y—-7=0. (D) y+y—-12=0. 
(E) 以 上 答案 都 不 正确 . 
(第 1 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1950 年 ) 
[ 解 ] 由 第 二 个 方程 解 出 x 代 人 第 一 个 方程 可 得 : 


“ 十 
2(- 2) +6( -> ~)+5y+1=0, 





2 2 
即 办 +10vy-7=0. 
故 选 CC). 
3.9 ”方程式 y = (x+1) 与 zy+y= 1 的 公共 解 为 
(A) 3 组 实数 . (B) 4 组 实数 . (C) 4 组 虚数 . 


(D) 2 组 实数 ,2 组 虚数 . (E) 1 组 实数 ,2 组 虚数 . 
(第 6 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1955 年 ) 


[ 解 ] 由 设 xy+y=1 有 y = 一 





工 十 1 
从 而 r+)? 
印 (z+l3-1=0， 
或 Xx(r +3r+3)= 0. 
注意 到 x* + 3x + 3 = 0 无 实 根 . 
故 选 ( 玉 ). 





3:10 方程 z + 3z + 一 上 一 = a + 的 解 与 方程 x 
3X = a 的 解 | 

(A) 相同 . (B) 不 相同 . 

(C) 相同 与 不 相同 不 确定 ,而 与 a 的 取 值 有 关 . 

(DD) 以 上 结论 都 不 对 . 

(第 2 届 “ 结 云 杯 ” 初中 数学 邀请 赛 ,1985 年 ) 
[ 解 ] 由 x+3z=a 即 x*+3x+-a=0， 
解 得 z= 二 3 二 9 42 


2 
若 xz 关 1， 邑 4 关 4 时 , 题 设 两 方程 的 解 相同 ， 
大 a = 4 时 ,两 方程 不 同 解 (前 一 方程 当 x = 1 不合 题 意 ). 
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故 选 (CC). 
3.11 若非 零 实 数 rz,y 满 足 lzi+y=3, 且 1zly+xz =0. 
则 与 x - y 最 接近 的 整数 是 
(A) - 3. (B)~1. (C)2. (D)3. (E)S. 
(第 45 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1994 年 ) 
[ 解 ] 车 x >>0, 则 | x1= x, 题 设 式 化 为 : 


+t 一 3， 全 Fer 7 
”> 得 x*- +3 = 0 无 实 根 ,不 妥 . 





xy+x =0. 

若 x < 之 0, 则 | x1= 一 x， 由 题 设 y-x= 3. 
故 选 (D). 

3.12 和 看 (z,y) 是 方程 组 

Xxy = 0， 





xz’*y+ ry +x+y= 63 
的 解 , 则 x + yy” 等 于 


(A) 13. (B) 也 名 


37 (C) 55. (D) 69. (E) 81. 
(第 38 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1987 年 ) 
[ 解 ] 由 x*y+xy +r+y 

= xy(r+y)+rt+y 
= (r+y)(xy+ 1), 
又 ry 三 6 代入 上 式 有 (x + y)(6+1)= 63， 
x+y=9， 且 x*+y= (r+ y)—2ry = 69. 
故 选 (万 ). 
3.13 ” 设 实数 a ,b,c 满足 
a -bc—-8a+7=0, 
b*+c +be-6a+6=0. 
那么 a 的 取 值 范 围 是 
(A) (- %, + %). (B) (- ,1 UL9, + %). 
(C) (0,7). (D) [1,9]. 
《中 国 高 中 数学 联赛 ,1986 年 ) 
[ 解 ] 由 好 + c+ bc 之 0, 及 题 设 第 二 个 等 式 ,得 -6a+6 志 0， 
即 a 之 1, 于 是 否定 (A),(B),(C). 
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将 题 中 第 一 个 等 式 乘 以 3 加 第 二 个 式 子 ,得 
(bp—~ce)+3a— 30a+27= 0, 





则 (bp—c) =-3(a’— 10a+9), 
，. a -lO0a+9= (a-1)(a- 9) 过 0. 
得 1 过 a 过 9. 
故 选 (DD). 
3.:14 联 立 方程 
2y = z+, 2> = y+ 2w = z+ 此 , 2r+-w+l 
x 之 tw 


的 实数 解 (x ,y,<,w) 的 个 数 是 
(A) 1. (B) 2. (C) 4. (D) 8. (E) 16. 
| (第 37 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1986 年 ) 
[ 解 1] 由 题 设 有 - 
Xx*—2xy+17=0, 
y -2yz+17= 0, 
I -~ 2xzw + 17 = 0， 
w -2w+17=0. 
由 对 称 性 易 看 出 x = y = > = w, 代 入 上 诸 方 程 可 得 
r=y=z= w=+ V17. 


OOOO 


故 选 ( 召 ). 

[ 解 2] 由 题 设 知 x+,y,x,w 同 号 , 且 若 方程 组 有 解 (x0, yo, zo， 
wo), 且 X0,Y0, 0 WD 和 R , 则 必 有 另 一 组 解 (- 20 .一 >0， 
— two). 

无 妨 设 x,y,z,wE R11， 月 x 过 y 芝 zw. 

题 设 四 式 相 加 得 

1 1 1 i 


4r Srtytztw=17(t+ 十 + 工 ) 过 4 

Tz y 之 
于 是 有 x 三 17， 即 0<x 志 VI7. 
为 一 方面 由 2z = w+ 区 之 2 VD, 知 zx 之 VI7， 


从 而 r= V17. 
同 理 有 y=z= w= V17. 
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S 





站 你 系 你 


有 目 方 程 仅 有 一 组 正 实 解 (V17, V17, V17, V17), 同时 有 一 组 负 
实 解 (- V17, - V17, - V17, - v17). 
故 选 (B). 


第 2 节 ”方程 组 的 应 用 


3:15 ”如 果 某 一 货物 以 x 元 出 售 ,就 有 成 本 的 15% 的 亏损 ,如 果 
以 y 元 出 售 ,就 有 成 本 的 15% 的 利润 . 则 y : > 是 
(A) 23 : 17. (B) 17y : 23. (C) 23x : 17. 


(DD) 同 成 本 有 关 . (E) 非 上 述 答案 . 
(第 20 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1969 年 ) 


[ 解 ] 设 * 为 成 本 , 依 题 设 有 
r=c—0.15c, QD 
y= c+0.15c, (2) 


. 2 -CTY _ 1 2 
中 :由 有 +r c-0.lSc 0.85 17° 


故 选 (A). 
3.16 ” 硅 一 物品 的 标价 比 成 本 增高 的 百分数 为 p ,然后 ,为 了 要 得 


回 本 钱 , 卖 价 的 折扣 不 可 超过 d, 则 4 的 值 为 











1 1 Pp 
p 1-p 
D) 7 (E) 7h. 


(第 4 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1953 年 ) 
[ 解 ] 设 物品 本 钱 为 1, 卖 价 为 S, 依 题 设 有 
S= I(1+p)， 又 S(1-4d) = 了 ,消去 S,I 





得 (1+p)(1-a)=1， 则 d= 1 
故 选 (C). 


3.17” 某 和 人 卖 掉 两 枝 烟 嘴 ,每 枝 1.20 美 元 ,以 本 钱 为 准 ,其 中 一枝 
得 利 20% , 另 一 枝 亏 损 20% .此 次 出 售 ,他 
(A) 无 所 得 失 . (B) 赔 4 美 分 . (C) 赚 4 美 分 . 
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(D) 赔 10 美 分 . (E) 赚 10 美 分 . 
(第 7 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1956 年 ) 
[ 解 】 设 两 枝 烟 嘴 本 钱 分 别 为 Ci ,C2; 售 价 分 别 为 $1,S;. 依 题 意 


SI1= Cit#Cl, Sy=C-#C, Si= 5,. 


5 
、_ 5 5 
C1= OL C2 = 2. 
-2 D3co- (3,3). _ 
从 而 Ci+Cy= 宫 S1+ 妆 $2 = 人 ( 言 + 于 ) 荆 20 = 2.50， 
而 Si + S; = 2.40. 


故 选 (D). 

3.18 Ann 和 Sue 各 买 了 一 盒 同 样 的 信 敌 盒 .Ann 用 她 买 的 写 了 一 
些 一 张 信 纸 的 信 ,Sue 用 她 买 的 写 了 一 些 三 张 信 纸 的 信 .Ann 用 掉 了 所 
有 的 信封 但 余下 50 张 信 纸 ,而 Sue 用 掉 了 所 有 的 信纸 但 余下 50 张 信 
封 .每 个 盒子 中 装 有 的 信纸 张 数 为 

(A) 150. (B) 125. (C) 120. (D) 100. (E) 80. 

(第 23 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1972 年 ) 
[ 解 ] 设 x 和 yy 分 别 是 每 个 盒子 里 的 信纸 数 和 信封 数 ,那么 依 题 
意 有 
rT— y= 50, 
| 一 村 > 二 30， 
得 他 zx = 100, 即 每 个 盒子 里 的 信纸 数 x = 150. 

故 选 (A). 

3.19 ”已 知 划 果 2 干 克 , 雪 梨 1 千克 , 密 桃 4 和 干 克 , 共 价 6 元 ,又 知 
苹果 4 千克 ,雪梨 2 千克 , 蜜 桃 2 千克 , 共 价 4 元 . 今 要 买 苹果 4 千克 , 雪 
各 2 千克 , 蜜 桃 5 于 克 , 应 付 钱 

(A) 8. (B) 6. (C) 5. (D) 4. 

(第 1 届 “ 五 羊 杯 ”初中 数学 竞赛 ,1989 年 ) 

[ 解 ] 设 苹果 ,雪梨 , 蜜 桃 每 千克 价 分 别 为 x ,y,< 元 , 依 题 意 有 
27+ y+4x= 6, QQ) 


47+2y+2z=4. (© 
中 x2+ 回 得 ”8x +4y+ 10x = 16， 即 


世界 数学 奥林匹克 解 题 大 辞典 117 











Wan 


4t+2y+5z2= 8. 

故 选 (A). 

3.20 ”四 个 孩子 买 一 只 60 美元 的 小 船 . 第 一 个 孩子 付 的 钱 是 其 
他 孩子 付 的 总 数 的 一 半 , 第 二 个 孩子 付 的 钱 是 其 他 孩子 付 的 总 数 的 三 
分 之 一 ,第 三 个 孩子 付 的 钱 是 其 他 孩子 付 的 总 数 的 四 分 之 一 .第 四 个 孩 
子 应 付 

(A) 10 美元 . (B) 12 美元 . (C) 13 美元 . 

(D) 14 美元 . (EE) 15 美元 . 

(第 29 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1978 年 ) 

[ 解 ] 设 忆 ,x,y 和 z 分 别 是 第 一 个 ,第 二 个 ,第 三 个 和 第 四 个 孩 

子 付 的 美元 数 .那么 由 设 


w+X+ y+z= 60, 
又 = 了 (rz+y+xs)= 们 (60-u), 得 w = 20; 
且 二 (w+y+z) = 二 (60 - xz), 得 过 二 19; 


同时 y= 了 (w+z+z)= 让 (60-y), 得 y= 12; 
则 z = 13. 
故 选 (C). 
3.21 一 条 轮船 从 A 港 到 B 港 顺 水 航行 需 6 小 时 ,从 B 港 到 A 港 
逆水 航行 需 8 小 时 . 若 在 静水 条 件 下 ,从 A 港 到 B 港 需 
(A) 7 小 时 ， (B) 6 了 小时， (C) 7 方 小 时 ，(D) 6 二 小 时 
(中 国 广 州 . 武 汉 、 福 州 等 五 市 初中 数学 联赛 ,1990 年 ) 


[ 解 ] 设 4A 到 中路 程 为 S , 船 在 静水 速度 为 ,水流 速度 为 y, 依 题 
意 有 





则 船 在 静水 中 由 A 到 B 需 S 二 在 S = 6 也 (时 ) 
故 选 ( 召 ). 
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3.22 某 人 划船 15 英里 ,大 以 他 习惯 的 速度 来 划 , 则 顺 流 比 逆 流 
所 需 时 间 少 5 小 时 , 知 以 他 习惯 速度 的 二 倍 而 划 , 则 顺 流 比 逆 流 所 需 时 
间 仅 少 1 小 时 ,以 每 小 时 的 英里 数 计算 ,水 流 的 速度 为 

(A)2 B53. (O03 DZ. (E)4 

(第 17 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1966 年 ) 

[ 解 ] 设 。 为 水 流速 度 , wi 为 船 在 静水 中 速度 .由 题 设 有 











二 _ 0 
nte ?77 一 
7 7 cl 四 
化 简 后 可 分 别 有 
Sm — Sc = 30c， 他 ) 
47 -cc = 30c. 出 





-加 有 六 -4c=0， 得 m = 2c( 已 会 负 值 ). 

代入 @ 化 简 后 为 15c-30=0， 得 c=2. 

故 选 (A). 

323 ”一 自动 扶梯 , 常 可 见 到 的 部 分 为 n 级 ,以 固定 的 速度 下 降 ， 
两 男孩 A 与 Z 从 走动 的 自动 扶梯 稳定 地 走 下 来 ,A 每 分 钟 走动 的 梯级 
数 是 Z 的 两 倍 , 经 27 级 A 到 达 底 端 ,而 Z 经 18 级 到 达 底 端 , 则 ”为 

(A) 63. (B) 54. (C) 45. (D) 36. (E) 30. 

(第 16 届 美国 高 中 数学 考试 ,1965 年 ) 

[ 解 1] 设 自动 扶梯 每 滚动 一 阶 为 一 个 单位 时 间 , 且 设 Z 每 单位 

时 间 走 阶 , 即 每 走 一 阶 需 广 单位 时 间 . 因 而 Z 下 楼 速度 为 & + 1. 


因此 (Rk+1) 一 QD 
同样 对 A 来 讲 有 $7 (2k +1)= 7. © 
18 _ 27 但 _1 
p(k+1)= 57(2k+1), 得 和 = 方 . 
从 而 n 二 $4. 
故 选 (B). 


[ 解 2] 设 Z 每 分 钟 走 x 阶 , 则 A 每 分 钟 走 2x 阶 .又 设 扶梯 每 分 
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该 洛 


钟 走 y 阶 ， 
Z 走 下 来 需 二 分钟 ,A 走 下 来 需 生 分 钟 , 依 题 意 有 


(z+y) = 11 ， Q) 
(2++y) :于 = © 
解 得 7 = 54. 
故 选 ( 吾 ). 


3.24 ”一 火车 出 发 后 1 小 时 因 故 停留 半 小 时 后 以 原 速度 的 之 行 


进 ,结果 到 达 目的 地 迟 3 广 小 时 .车 出 事 的 地 点 向 前 移 90 英里 时 , 则 火 
车 将 达 目 的 地 只 迟 3 小 时 .整个 路 程 的 英里 数 为 
(A).400. (B) 465. (C) 600. (D) 640. (E) 550. 
(第 5 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1954 年 ) 
[ 解 ] 设 全 程 为 x 英里 ,原来 速度 为 v, 则 有 


二 一 也 1 + ,1 
3 1+1+27 > 37 
4 
之 一 忆 二 90 1 9 xz 
3 tl+7 + » 3 
二 也 
两 式 相 减 得 半 - 半 = 考 ， 解 得 ”vw = 60. 
4 
代入 前 式 得 zx = 600. 


故 选 (C). 
3*25 ”在 双 线 马路 上 为 了 超过 B 车， | 





A 车 须 超过 后 且 保 持 车 距 30 英 尺 ,这 时 C i 
车 又 迎面 而 来 , 距 A 为 210 英尺 (如 图 ) si 产 玫 
在 吾 ,C 各 保持 原 速度 40mph,50mph 时 ， es | | 
为 了 安全 超车 ,A 必须 增加 的 速度 是 QQ 
(A) 30mph. (B) 10mph. (C) Smph. 
(D) 15mph. (E) 3mph. 
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( 注 1 英里 = 5280 英尺 ) 
(第 6 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1955 年 ) 
[ 解 ] 设 A 车 增加 的 速度 为 ,其 安全 超过 B 车 所 行距 离 为 d, 则 
A 安全 超过 B 车 时 














_30_ 
d 4 5280 
SO+r 40 
同时 A 车 又 安全 让 过 C 车 时 
210  ， 
d 5280 
50+r™ 50 
解 上 两 方程 得 -5, d= 8 
故 选 (C). 


3.26 ”一 架 飞 机 逆风 直线 飞行 在 两 个 城镇 之 间 用 了 84 分 钟 , 顺 
风 返 回 的 时 间 比 它 在 无 风 时 飞行 的 时 间 少 9 分钟 .返回 旅程 的 分 钟 数 


是 (两 个 答案 ) 
(A) 54 或 18. (B) 60 或 15. (C) 63 或 12. 
(D) 72 或 36. (EE) 75 或 20. 


(第 24 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1973 年 ) 
[ 解 ] 设 d,v,w 分 别 表示 两 镇 间 的 距离 ,逆风 速度 和 顺风 速度 . 


那么 由 双 = 84, 即 d = 84v, 我 们 有 





84v 





ad 二 本 d — 9, 或 84 一 一 本 ~ 9. 
2 (w+ vU) ™ (wt vU) 
设 z = 过 ,上 面 的 方程 可 化 简 为 、28+ = 39 一 -3， 
一 十 1 
人 
即 28x -2Srz+3=0， 或 (4x -3)(7x -1) = 0， 
解 得 zz= 了 或 二 


4 7 
对 于 距离 4 在 顺风 速度 w 时 飞行 的 分 钟 数 是 


ad A .3 .1 站 
wm ~ 84>- = 84 了 或 84 了 ， 即 63 或 12. 
故 选 (CC ). 
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3 这 这 和 


3.27 ”汽车 A 和 BB 行驶 同样 的 距离 .汽车 A 以 每 小 时 w 英里 行驶 
距离 的 一 半 并 以 每 小 时 vv 英里 行驶 另 一 半 . 汽 车 B 以 每 小 时 w 英里 行 
驶 所 行 时 间 的 一 半 并 以 每 小 时 英里 行驶 另 一 半 . 汽 车 A 的 平均 速度 
是 每 小 时 z 英里 ,汽车 B 的 平均 速度 是 每 小 时 yy 英里 .那么 我 们 总 有 

(A) 工 乏 y (B)Xxr 宇 yy. (C) 并 三 y. 

(D)xr<y. (下 ) z > y. 

(第 24 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1973 年 ) 

[ 解 ] 设 :表示 距离 ,t 为 汽车 A 行驶 的 时 间 , 则 依 题 设 有 


_S,S 
{7 3 25 
汽车 A 的 平均 速度 是 “之 = = = 
十 之 uu U 
2u 2v 


设 Si1,S; 分 别 表示 汽车 B 在 速度 w,w 时 所 行驶 的 距离 .所 以 如 果 
汽车 B 的 行驶 时 间 是 工 , 则 











S， Ss, 
T=, Tv. 
2 2 
| Si+ 
把 两 式 相 加 得 一 -= 二 =u+v 
2 2 





汽车 B 的 平均 速度 是 宁 = 和 一 y， 

对 于 正 数 zx 和 zz 由 4 和 过 (x+auo)， 从 而 > 入 y. 

故 选 (A). 、 

3.28 ”甲乙 二 人 ,从 M 地 同时 出 发 去 NN 地 . 甲 用 一 半 时 间 以 每 小 
时 a 和 干 米 的 速度 行走 , 另 一 半 时 间 以 每 小 时 5 千 米 的 速度 行走 ; 乙 以 每 
小 时 a 千 米 的 速度 行走 一 半路 程 , 另 一 半路 程 以 每 小 时 5 千 米 的 速度 
行走 . 者 a 关 5 时 , 则 两 人 到 达 N 地 的 先后 是 

(A) 二 人 同时 . (B) 甲 先 . (C) 乙 先 . 

(D) 夺 a > 时 , 甲 先 到 达 ; 若 ac < 8 时 乙 先 到 达 . 

(第 2 届 “ 希 望 杯 ” 全 国 数学 邀请 赛 ,1991 年 ) 
[ 解 ] 设 M,N 两 地 距离 为 $, 甲 到 NN 需 时 间 z1 , 乙 需 时 间 1,. 依 题 意 
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一 十 一 一 25 
2 - 2 > 上 二 
袜 S 解 得 (a+b)S 
_ .25 (ae+pb)S Sl4ab - (a + 6)°| 
则 1 +b 2ab 和 2ab(a + 6b) 
_ =S(a- 6b) 0 
”2ab(a + 6b) . 
ti < t;,， 知 甲 领先 . 
故 选 (B). 


3.29 ”两 直线 垂直 交 于 O 〇 点 ,A,B 各 沿 这 两 条 直线 作 匀 速 直 线 运 
动 , 当 A 在 O 点 时 ,B 距 OO 点 500 码 ,2 分 钟 后 ,他 们 与 O 点 等 距 ,再 过 
8 分钟, 他们 与 O 点 仍 等 路 , 则 A 的 速度 与 B 的 速度 之 比 为 

(A)4:5. (B) S :6. (C) 2 : 3. 

(D) 5 : 8. (E) 1 :2. 

(第 19 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1968 年 ) 

[ 解 ] 设 ,wv 分 别 表示 A,B 的 速度 . 
依 题 设 2 分 钟 与 10 分 钟 后 ,它们 与 O 等 距 ， ， 
如 图 OA = OB ,04” = OB”. 即 

2u = 500 - 2w, OD 
10u = 10v - 500. (2 

中 + 四 得 12u = 8v， 

好 zx :mpm=2:3. 

故 选 (C). 

3'30 甲 , 乙 ,内 三 人 作 100 英里 旅程 的 旅行 . 甲 与 两 以 每 小 时 25 
英里 的 车 速 行进 ,而 乙 却 以 每 小 时 5 英里 步行 ,经 过 某 距 离 后 , 丙 下 车 
改 步行 ,每 小 时 5 英里 ,而 甲 驾车 折 回 ,将 乙 载 上 而 与 丙 同 时 到 达 目 的 
地 ,此 旅程 所 用 时 数 为 

(A) 5. (B) 6. (C) 7. (D) 8. (E) 非 上 述 答案 . 

(第 2 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1951 年 ) 

[ 解 ] 设 11,1t2,z3 分 别 表示 车 前 进 ,回头 载 乙 , 载 后 到 达 目 的 地 的 

时 间 . 则 
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江 澳 秆 峙 


Si +Si +2513 = 100 (对 乙 而 言 )， 
25ti + 5t2+513 = 100 (对 丙 而 言 ). 
解 方 程 组 可 得 111 = 3，1t, = 2，t3= 3. 
由 tI1+12+1t3=8. 
故 选 (DD). 
3.31 ”在 距离 为 4 码 的 跑道 上 作 等 速 赛跑 ,到 终点 时 ,A 超过 B 为 
20 码 ,B 超过 C 为 10 码 ,A 超过 C 为 28 码 , 问 4 的 人 码 数 为 
(A) 无 法 确定 . (B) 58. (C) 100. 
(D) 116. (E) 120. 
(第 12 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1961 年 ) 
[ 解 ] 设 A,B,C 的 速度 各 为 va ,vs ,vc. 依 题 设 有 


ja -251t; + 2513 = 100 (对 车 子 而 言 )， 





d d-20 四 
VA UB 
d dqd~]10 
vB vc >” © 
d _d-28 
ZJ14 UC 3 
由 ,有 ”人 和 = 二 二 党 @ 
UB UC 
d—-20 ad-28 ， 


故 选 (C). 

3.32 ”三 辆 汽车 A,B,C 各 以 一 定 的 速度 从 甲 地 开 往 乙 地 ,B 比 C 
述 5 分 钟 出 发 ,出 发 后 20 分 钟 追 上 C. 若 A 上 比 B 述 10 分 钟 出 发 ,出 发 后 
50 分 钟 追 上 C. 则 A 在 出 发 后 追 上 8B 的 时 间 是 

(A) 100 分 . (B) 200 分 . (C) 250 分 . (D) 50 分 . 

(第 2 届 “ 结 云 标 ” 初中 数学 邀请 赛 ,1985 年 ) 

[ 解 ] 设 A,B,C 的 速度 分 别 为 zx,y,z, 依 题 意 有 


4y = Sz, 
10xr = 13>. 





Sz _ 20 
一 即 
(10 十 9$)z _ 50 
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-5。 
”4”， 
| 
则 | 13 


一 10* 
而 A 追 B 所 和 需 时 间 为 
5 
10 .一 = 
1l0y 4 
7 3B 5- “250( 分 ). 
10” 4 
故 选 (C). 


3.33 ”一 个 人 以 匀速 走 一 段 路 . 若 他 每 小 时 走 快 省 英里 ,他 走 这 
段 路 只 需要 原 时 间 的 五 分 之 四 ;车 他 每 小 时 走 慢 六 英里 , 那 他 走 这 自 
路 得 多 花 2 了 小 时 ,他 走 的 这 段 路 程 的 英里 数 是 


(A) 13 广 . (B) 15. (C0) 17 (D) 20.  (E) 25. 
(第 23 届 美国 高 中 数学 考试 ,1972 年 ) 
[ 解 ] 设 吕 D,R,T 丁 分别 表示 距离 (英里 ), 速 度 ( 英 里 / 夺 ), 时 间 


(时 ). 那 么 由 设 有 


已 = 下 了 ， 
4 1 

及 D= 了 (CR+7)T， OQ) 

目 DD=(R- 方 )(T+2 方 ). O 
从 @O,O 两 式 得 SSD=<T， 即 D=2T.  @ 
因而 2T7 = RT, R=2. 

用 方 DD 代 替 T, 用 2 代替 RR, 代入 @ 式 ,得 D= 广 ( 广 D +2 诈 )， 
.. DD= 15. 
故 选 (B). 


3:34 ”一 人 驾驶 帆船 沿江 顺 流 而 下 ,迎面 遇 到 一 艘 逆流 而 上 的 快 
艇 ,他 问 快艇 驾驶 员 : 你 后 面 有 轮船 开 过 来 吗 ?” 快艇 驾驶 员 回 答 : * 半 
小 时 前 我 超过 一 稻 轮 船 .” 帆 船 继续 航行 了 半 小 时 遇 到 了 迎面 开 来 的 
一 般 轮 船 . 已 知 轮船 静水 速度 是 帆船 静水 速度 的 2 倍 .那么 ,快艇 静水 
速度 是 帆船 静水 速度 的 
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组 





3 





六 入 售 


(A) 4 倍 . (B) 5 倍 . (C) 6 倍 . 
(D) 因 不 知 水 流速 度 ,无 法 确定 . 
(“ 祖 冲 之 杯 ” 初 中 数学 邀请 赛 ,1991 年 ) 
[ 解 ] 设 快艇 ,轮船 ,帆船 静水 速度 分 别 为 v, vi ,vi, 依 题 设 vl = 
2 .又 设 水 流速 度 为 xu. 
快艇 从 与 轮船 相遇 到 与 帆船 相遇 的 半 小 时 内 与 轮船 相距 


1 1 
本 (一 二 一 本 (Co 
这 恰好 是 半 个 小 时 后 帆船 与 轮船 相遇 过 程 两 船 所 行距 离 ,这 样 有 
广 (v 一 4) 一方 ( 丰 一) 一夫 (w2+)+ 广 (v1 一 4)， 
又 vi=2v3， 则 有 w= 5w. 


故 选 (B). 
3.35 ”从 甲 地 到 乙 地 有 两 条 同样 长 的 路 ,一 条 在 平地 上 ;一 条 有 


村 的 路 是 上 山 , 邱 的 路 是 下 山 . 如 果 上 山 速度 为 平地 的 十 ,平地 速度 


为 下 山 的 广 , 那 么 从 甲 地 到 乙 地 
(A) 走出 路 快 . (B) 走 平地 快 . 
(C) 走 山路 与 走 平地 一 样 快 . 
(D) 者 甲 地 到 乙 地 路 程 很 长 , 则 走 山路 快 ,路 程 较 短 , 则 走 平地 快 . 
(E) 硅 甲 地 到 乙 地 路 程 很 长 , 则 走 平地 快 ,路 程 较 短 , 则 走 山路 快 . 
(中 国 部 分 省 .市 初中 数学 通讯 赛 ,1985 年 ) 
[ 解 ] 设 S 平 ,Sr ,SF 分 别 表示 平地 ,上 山 , 下 山路 程 ,由 题 设 Sy 





= S, 则 Sr= 本 S，Sf = 六 S 
且 ‘= 人 =- 订 省 = 遍 
又 由 题 设 Vi = Vy VF = 2Vy 
1 
则 有 t= 
2 
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_ 3 _1 
日 IT 2Vy 3 t 平 : 
2 1 
因此 IF IT 二 3 绊 3 好 二 去 
故 选 (C). 


3.36 ”在 一 行车 路 程 中 ,从 仪表 上 读 出 的 路 程 是 450 英里 ,在 回程 
时 ,用 上 雪 地 轮胎 去 走 同样 路 程 ,读数 是 440 英里 . 设 原 来 车 轮 半 径 是 
15 英寸 , 试 求 出 车 轮 半 径 的 增加 量 为 (精确 到 百 分 之 一 英寸 ) 

(A) 0.33. (B) 0.34. (C) 0.35. 

(D) 0.38. (E) 0.66. 

(第 21 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1970 年 ) 

[ 解 ] 若 车 轮 半 径 是 x, 则 行程 D 和 车 轮转 数 NN 满足 D= NN. 
2xr. 

设 Ni ,Na 分 别 为 往返 程 转 数 ,ri,r? 分 别 为 往返 程 车 轮 半 径 . 依 题 
设 有 

2xrriNi = 2xrzN2， 则 rs :ri = Ni:N = 450 :440. 





又 mm=15， 则 r= 车 ， 
.. 让 -=15( 针 -1)= 芝 之 0.34. 
故 选 (B). 
3.37 ”三 个 路 合 的 圆 齿轮 A,B,C 
的 齿 数 分 别 是 z,y,z( 如 图 ,所 有 齿轮 的 i os 
齿 大 小 相同 并 且 间 隔 均 匀 ). 
4,B,C 每 分 钟 旋转 的 角速度 之 比 是 
(A)xX:y:z. (B)z:y:x. (C)y:xz:ZX. 
(D) yz :xz : XYy. (E) zz : yr : zy. 


(第 31 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1980 年 ) 
[ 解 ] 因为 三 个 齿轮 的 齿 大 小 相同 ,间隔 均匀 ,并 且 互 相 顺 合 , 它 
们 都 用 相同 的 绝对 速度 wv 运转 (wv 是 圆周 上 一 点 在 单位 时 间 内 移动 的 
距离 ). 设 a,B8,7Y 分 别 是 A ,B,C 的 角速度 .车 a,5,c 分 别 是 A,B,C 的 
周 长 . 那 么 
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该 棋 








这 样 它们 角速度 之 比 为 i 

但 a,6,c 与 x,y,z 成 正比 ,又 得 角速度 之 比 是 ”十 : :4 

即 ye TZ : XYy. 

故 选 (D). 

3.38 ”把 某 一 高 度 的 桌子 和 两 块 完全 一 样 的 木 块 搭 成 图 1 的 形 
状 , 测 得 长 度 > 是 32 英寸 ,把 两 块 木 头 按 图 2 重 放 后 , 测 得 长 度 * 是 28 
英寸 ,桌子 的 高 为 


Y 


! 


图 1 图 2 


(A) 28 英寸 . (B) 29 英寸 . (C) 30 更 十 . 
(D) 31 英寸 . (E) 32 英寸 . 
(第 37 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1986 年 ) 

[ 解 ] 设 木 块 长 为 x , 宽 为 ,桌子 高 为 7, 依 题 意 可 有 

文 十 一 三 了 ) CD 

中 十 7 一代 三 了， © 
上 + 加 得 2/ = +y， 
.. = 六 (32 + 28) = 30( 英 寸 ). 
故 选 (C). 
3.39 A 与 如 合 做 一 事 2 天 可 完成 ,B 与 C 合 做 4 天 可 完成 ,C 与 


A 合 做 2 所 天 可 完成 ,A 一 人 做 此 事 可 完成 的 天 数 为 
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(A) 1. (B) 3. (C) 6. (D) 12. (E) 2.8. 
(第 $ 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1954 年 ) 
[ 解 ] 设 4,B,C 分 别 各 自 工 作 所 需 天 数 为 zx,y,z. 由 设 有 


1 11 CD 
+ y 2， 

1 ,1 _1 

yz 4 © 
1 1 _3 

~ Tr 12: 3) 
Zz 里 2 | 2 pa 

故 选 (B). 


3.40 ”A 完成 一 件 工 作 所 和 需 的 时 间 为 B 与 C 一 起 完成 工作 所 需 时 





第 
间 的 m 倍 ;B 完成 这 件 工 作 所 需 的 时 间 为 A 与 C 一 起 完成 工作 所 需 时 六 三 
间 的 ， 倍 ,而 C 完成 这 件 工作 所 需 时 间 为 4 与 B 一 起 完成 工作 所 需 时 让 
间 的 过 倍 , 则 z 为 组 
2 1 1 1 
(A) + (B) 3 Fy (OC) m+ nn 
1 ~ nin +n+2 
(D) 4 2 E) mn-l i 


(第 16 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1965 年 ) 
[ 解 ] 设 A,B,C 单独 完成 该 工作 各 需 时 间 为 a,5,c. 由 设 可 有 





1 1 1 1 1 1 1i_1l,l 
mp 
人 m 2 1 a m+l 
由 前 两 式 有 一 了 一世 一 ，, 故 方 = 
同时 有 
六 1 2 1 4121 工 
+ 生计 () 
即 (mm-1-2)= (1-n+ 和 2) 
a 1 pb 
2 
故 a r+ m+l 
2 | 2 n+t+1’ 
1 一 天 十 
得 N+n+t+2 


mn—1 
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故 选 (E).， 
3.41 完成 某 项 工作 ,甲乙 合 做 要 2 天 ; 乙 丙 合 做 要 4 天 ;两 甲 合 
做 要 2.4 天 . 则 四 单独 做 完 此 项 工作 需要 的 天 数 是 
(A) 2.8. (B) 3. (C) 6. (D) 12. 
(中 国 部 分 省 .市 初中 数学 通讯 赛 ,1988 年 ) 
[ 解 ] 设 甲 , 乙 , 丙 单独 完成 这 项 工作 分 别 需 要 x 天 ,y 天 ,> 天 . 
依 题 意 有 





1 1L -1 OD 

工 y 2 

1 上 -二 2 

+ 四 
2D+O+@) 得 二 + 二 + 过 =- 五， @ 


@-@ 得 ”二 = 施 = 方 


故 选 (B). 
3.42 某 工 程 , 甲 队 独 做 所 需 天 数 是 乙 , 丙 两 队 合 做 所 需 天 数 的 a 
信 ; 乙 队 独 做 所 需 天 数 是 甲 ,大 两 队 合 做 所 需 天 数 的 5 倍 ; 丙 队 独 做 所 


需 天 数 是 甲 , 乙 两 队 合 做 所 需 天 数 的 “ 倍 . 则 一 上 + 二 一 + 一 -的 











2 十 b+1 c+l1 
值 是 
(A)1. (B) 2. (C) 3. (D) 4. 
(中 国 江苏 省 初中 数学 竞赛 ,1990 年 ) 
4-1.1 a+1=x( 二 + 二 + 二 )， 
证 之 并 yy by 
OO_ 上 上 ,1 (了 工 1 
二 区 则 +1=y( + 全 + 二 
CC 工 工 ct ll) 
之 x y a y 包 
1 
令 地 1+ 让 + 二 一， 则 由 上 式 有 
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1 1 1 
Hi1+p+I c+l 











1 ,1,1 

> prt ky kz 
_1/l1,1l1 ,1 
= 十 (十 + 二 + 二) 
四 

= 二 = 


故 选 (A). 

3.43” 甲 , 乙 , 丙 三 人 合 做 一 件 工 作 比 甲 单独 一 人 做 所 需 时 间 少 6 
小 时 , 比 乙 单独 一 人 做 少 1 小 时 ,也 刚好 是 丙 单独 一 人 做 所 用 时 间 的 一 
半 , 设 甲 , 乙 二 人 合作 需 h 小 时 , 则 等 于 

(A) (B) 与 (C) 3. (D) 字 ， (E) 这. 

(第 17 届 美国 高 中 数学 考试 ,1966 年 ) 


[ 解 ] 设 甲 , 乙 , 丙 单独 完成 此 工作 各 需 a,5,c 小 时 . 依 题 设 可 有 
( 按 单位 时 间 完 成 工作 列 等 式 ) 

















1,1 .1-1 .1 -二 
a b cc a-6 b-1l ce 
又 二 + 地 = 六 ， 从 而 二 + 二 = 二， 得 天 = 
又 由 5 得 a = 
目 由 = 这， 得 b= 


2 2 1 
从 而 守信 1 有 +2 hh 


即 3h? + 14h -24 = 0. 


解 得 hh = 二 (已 售 去 负 值 )， 


故 选 (C). 

3.44 ”完成 同一 工作 ,A 独 做 所 需 时 间 为 B 与 C 共同 工作 所 需 时 
间 的 芭 信 ;B 独 做 所 需 时 间 为 A 与 C 共 同 工 作 所 需 时 间 的 n 倍 ;而 C 独 
做 所 需 时 间 为 A 与 B 共同 工作 所 需 时 间 的 & 售 ; 则 有 用 m,n 表示 为 


(A) 2 mn (B) 1 


1 十 天 min-mn 
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鱼池 和 第 嵌 


(C) 1 — na ( n+n+t+2 
“了 十 下 十 了 1 1777 一 上 


(第 2 届 “ 结 云 杯 ” 初中 数学 洲 请 赛 ,1985 年 ) 
[ 解 ] 设 A,B,C 每 天 工作 量 为 x,y,z, 依 题 意 有 

















T+y m+n+2 
~ pn—-l1 


则 由 一 = 人， 有 = 


3.45 ”打开 A,B,C 每 一 个 阀门 ,水 就 以 各 自 不 变 的 速度 注 人 水 
槽 . 当 所 有 三 个 阀门 都 打开 时 , 注 满 水 槽 需 1 小 时 ;只 打开 A ,CC 两 个 效 
门 ,需要 1.5 小 时 ;如 果 只 打开 B,C 两 个 阀门 ,需要 2 小时. 则 只 打开 
A,B 两 个 阀门 时 , 注 满 水 模 所 知 的 小 时 数 是 

(A) 1.1. (B)1.15. (C1.2. (DD)1.25. (EE) 1.75. 

(第 24 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1973 年 ) 

[ 解 ] 设 x+,y,x 分 别 是 A,B,C 三 个 阐 门 打开 一 小 时 注入 模 中 的 

水 量 .那么 


XT+ y+ 之 = 1, (QD) 
1 

T2115’ 四 
1 

ys 二 3) 


中 x 名 - 名 -名 得 xz+y = 总 ， 即 人 (zt+y) = 工 


所 以 打开 A .B 两 个 阀门 注 满 水 模 需 -4 = 1.2 小时. 


故 选 (C). 
3.46 ”将 一 嚼 司 水 加 入 到 酸 和 水 的 混合 液 中 , 新 的 混合 液 含 酸 
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20% .将 一 次 司 酸 加 入 到 新 的 混合 液 中 ,结果 含 酸 33 村 % .在原 混 合 液 
中 酸 的 百分数 是 
(A) 22% . (B) 24% . (C) 25% . (D) 30% , (E) 33 本 % 
(第 24 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1973 年 ) 
[ 解 ] 设 (x,y) 表示 原 混 合 液 中 (水 , 酸 ) 的 盘 司 数 . 
在 加 入 1oz( 兄 司 ) 水 和 1oz 酸 后 ,在 混合 液 总 量 (x+y+1) 和 
(zx +y+2)oz 中 我 们 分 别 有 酸 yoz 和 (y + 1)oz, 这 样 











y 1 y+l 1 
xz+y+l 5 r+y+2 3. 
于 是 得 到 (x ,y) = (3,1). 由 此 算出 原 混合 液 中 酸 的 百分数 是 
yy _ 1 _1l_. 
十 y 3+1 4 全 儿 


故 选 (C). 

3:.47 ”去 年 世纪 中 学 有 100 名 学 生 参 加 “AHSME” ,他 们 的 平均 
分 数 为 100. 参赛 学 生 中 非 毕业 班 的 人 数 比 毕业 班 的 人 数 多 50% ,而 毕 
业 班 学 生 的 平均 分 数 比 非 毕业 班 学 生 的 平均 分 数 多 50% .那么 毕业 班 
学 生 的 平均 分 数 是 

(A) 100.  (B)112.5. (CC) 120. (D) 125. (EE) 150. 

(第 42 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1991 年 ) 
[ 解 ] 设 参赛 学 生 中 毕业 班 人 数 为 x , 非 毕业 班 人 数 为 y, 依 题 意 有 


T+ y= 100, 二 4 
| 3 解 得 
y= FI7. y = 60. 


又 由 题 设备 毕业 班 平 均 分 为 & , 非 毕业 班 平均 分 为 v, 则 
40u + 60v = 100 . 100, 
| 3 解 得 xx = 125. 
于 一 7 7. 
故 选 (D). 
3.48 ” 茶 城 市 的 人 口 在 某 时 为 一 完全 平方 数 ,以 后 ,增加 100, 人 
口 数 为 一 完全 平方 数 多 1 ,再 增加 100, 人口 数 再 度 为 完全 平方 数 ,原来 
的 人 日 数 为 下 列 数 的 倍数 的 是 
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1 





(A) 3. (B) 7. (C) 9. (D) 11. (E) 17. 
(第 13 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1962 年 ) 
[ 解 ] 设 N 为 该 城市 最 初 人 口 数 , 依 题 设 有 
N= x, N+100= y+1, N+200= > 
这 里 x ,y,z 均 为 整数 .上 面前 两 式 相 减 有 
100=y-x*+1 或 yy -x*= 99, 
即 (y+x)(y 一 x)= 二 99.1 或 33.3 或 11.:9. 
y+7rT= 09, , 之 二 49， 
y 一 =1|; 得 0 
此 时 , N = 49 = 2401, 且 N + 100 = 2501 = 50? + 1, 同 时 
N + 200 = 2601 = 51*. 


a 


上 上- 


若 











y+ x 二 33, y+ 工 二 11， 
有 y—x= 3; 或 六 一 并 三 9. 
所 得 之 解 无 法 满足 前 面 所 设 三 个 方程 
故 选 (B). 


3.49 ”约翰 (John) 在 本 届 AHSME 中 得 了 93 分 .要 是 旧 的 评分 法 
仍然 有 效 的 话 , 按 同样 的 答卷 他 只 能 得 84 分 . 他 没有 回答 的 题目 数 为 
(新 评分 标准 为 答对 一 题 得 5 分 , 答 错 一 题 得 0 分 ,不 答 一 律 得 2 分 .在 
旧 评 分 法 中 ,以 30 分 为 起 点 ,每 个 正确 答案 加 4 分 ,每 个 错误 的 答案 扣 
1 分 ;没有 回答 的 题目 既 不 得 分 也 不 扣 分 ) 

(A) 6. (B)9. (C) 11. (D) 14. (FE) 不 能 惟一 确定 . 

(第 37 届 美国 高 中 数学 考试 ,1986 年 ) 

[ 解 ] 设 约翰 答对 x 题 , 答 错 y 题 ,并 有 > 题 没 答 . 

依 题 意 可 有 方程 组 


Sr+0.y+2z = 93, QD 
fe 3 
T+ y+z = 30. 3) 
+ 有 S++ = 84. (4) 
QD 一 了 有 = 9., 
故 选 (B). 


3'50 Ann 和 Barbara 比较 他 们 的 年 龄 ,发 现 现 在 的 B 和 A 以 前 某 
年 的 年 龄 一 样 大 ,在 以 前 某 年 中 B 和 A 再 以 前 某 年 的 年 龄 一 样 大 ,在 再 
以 前 茶 年 中 ,B 是 A 今 年 年 龄 的 一 半 大 . 若 他 们 现在 年 龄 之 和 是 44 岁 ， 
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那么 A 的 年 龄 是 
(A) 22. (B) 24. (C) 25. (D) 26. (E) 28. 
(第 27 届 美国 高 中 数学 考试 ,1976 年 ) 
[ 解 ] 设 A 是 Ann 现 在 的 年 龄 ,B 是 Barbara 现 在 的 年 龄 .那么 B 


-= A -1, 其 中 的 1 满足 B-: = A- 全, 且 这 里 的 T 适 合 日 - 工 = 六 人 


又 因为 A + B = 44, 即 得 4,B,z 和 了 的 方程 组 : 

A+B = 44， QD 
A-B-r:=0, © 
A-B+:1-T=0, 3) 
A-2B+2T=0. 由 

在 前 两 个 方程 中 用 A 表示 B 和 +, 把 结果 代 人 后 两 个 方程 得 到 

A = 24. 

故 选 (B). 

3.51 Dick 年 龄 的 三 倍加 上 Tom 的 年 龄 等 于 Harry 年 龄 的 二 倍 ， 
Harry 年 龄 的 立方 的 二 倍 等 于 Dick 年 龄 立方 的 三 倍加 上 Tom 年 龄 的 立 
方 .他 们 的 年 龄 是 互 质 的 ,他 们 年 龄 的 平方 和 是 

(A) 42. (B) 46. (C) 122. (D) 290. (E) 326. 

(第 23 届 美 国 离 中 数学 考试 ,1972 年 ) 
[ 解 ] 设 工 ,D 和 五 分 别 为 Tom,Dick 和 Harry 的 年 龄 .那么 有 

3D+ T=2H, 25 =3D3+T3， 
或 2(H-D)= D+T, 

2(BB-D)= D+T. 
因为 D+ 全 了 关 0， 
有 2(H-D)_D+T 

2(H— DD) D+T i 

或 者 H+HD+D*=D~ DT+T. 
因此 TY-H = D(T+H), 得 T-H=D. 
从 最 后 一 式 和 第 一 式 中 消去 工 得 到 互 = 4D. 
故 有 DD = 1,HH = 4( 因 为 昌 和 D 是 互 质数 ). 
于 是 了 = 态 + D = 5, 则 所 要 求 的 平方 和 是 

T+D+H =5+1+4 = 42. 








故 选 (A). 
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党 澳 第 尝 


3.52 ”亚当 中 学 和 贝克 中 学 的 学 生 都 参加 了 一 次 考试 ,这 两 个 学 
校 男 ,女生 的 平均 分 统计 如 下 : 


亚当 平均 分 | 贝克 平均 分 | 两 校 合 起 来 平均 分 





那么 两 校 女 生 的 平均 分 是 
(A) 81. (B) 82. (C) 83. (D) 84. (E) 85. 


(第 41 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1990 年 ) 
[ 解 】 设 亚当 中 学 男 ,女人 数 分 别 为 a,5; 贝 克 中 学 男 , 女 人 数 分 


别 为 c,@ , 依 题 意 有 
7la + 766 ~ 74, OD 


8le + 90d _ 84 加 


7la +8trc _ 79. 加 


CQ 十 

由 但 有 3a-20=0， 即 b = 与 a， 
1 
2 


由 @ 有 3c-649=0， 即 4 = 


由 全 有 8a ~ 2c = 0, BB c= 4a 
3 .1 .3 . 
766+90d4 “0° 34+% FC 76 3a +90 2a 
文 样 一 ”一 一 
b+t+ad 3 ] 3 
7Q&+275 0 二 2a 
= 84 
> +2 
故 选 ( 厂 ). 


3:53 X,Y,2 为 两 两 不 相交 的 人 群集 合 ,每 个 集合 的 人 均 年 龄 
如 下 表 : 
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则 集合 XU YU Z 的 平均 年 龄 是 


(A) 33. (B) 33.5. (C) 33.6. (D) 33.83. (E) 34. 
(第 39 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1988 年 ) 
[ 解 ] 若 1X i 表示 XX 中 元 素 个 数 , 设 1X1i= x,1| Yj= y， 
1Z1= ,由 题 设 X,Y,2Z 两 两 不 相交 ,这 样 
IXUYI=xr+t+y, IXUZI=zxz+z, |YUZI=yt+2z. 
依 题 设 可 有 方程 组 
377r + 23y 
二 yy 
377 十 41L1> 
十 之 
23y +t 41lz _ 
了 十 之 


解 得 y= 人， = = 与 


这 样 XUYUZ 的 平均 年 龄 为 
4 5 
37r +23y+41: 37+ 23(32)+ 1(37) 


= 3 - 34， 
十 y 二 之 z+ (全 zh (过 zx) 

故 选 ( 巨 ). 

3.54 ”有 四 个 整数 ,任意 选 三 个 , 取 其 平均 值 再 加 另 一 个 整数 则 
得 29,23,21 与 17. 原 四 整数 之 一 为 

(A) 19. (B) 21. (C) 23. (D) 29. (E) 17. 

: (第 6 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1955 年 ) 
[ 解 ] 设 该 四 整数 分 别 为 ac,p,c,d, 由 设 有 


= 29， 


= 39.5, 


33. 
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二 (oa+b+c)+d= 29， 


(b+tetd)+ta= 23, 


该 党 


Hatctd)+b=2, 


3(atbtd)+te=17. 


解 得 a=12, b=9, c=3, d=21. 

故 选 (B). 

3.55 ”一 个 退休 职工 每 年 获得 一 份 退休 人 金 ,金额 与 他 服务 的 年 数 
的 平方 根 成 正比 . 如 果 他 多 服务 a 年 ,他 的 退休 人 金 会 比 他 原 有 的 多 p 
元 ,而 如 果 他 多 服务 5 年 (8 关 a), 他 的 退休 金 会 比 原 有 的 多 gq 元 , 那 
么 ， 的 a,b,p,9 表示) 
p” (p-gy ap” ~ bqg” 
Na (0 30ap — pg) 


2 
1 (E) V(ta op a). 


2(6bp ~ ag) 
(第 21 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1970 年 ) 
[ 解 ] 设 z 为 每 年 退休 金 ,y 为 服务 年 限 ,& 为 比例 常数 , 依 题 设 





(A) 








有 
r= kyy ?= ky, 中 
| 或 {ee 区 
T+q=k vytib; (x+g) = k(y+b). 地 
由 代入 名,@ 化 简 后 得 2pr + p* = k*a， 2gr + gq = kb. 

2 
故 2 解 得 + = 下 ,这 里 好汉 ag. 
当 bp = ad 时 上 面 两 方程 分 别 弱 以 qg 和 pp 后 相 减 得 
pa(p -gq) = k*(ag - bp) = 0, 

即 p90 或 -da=0. 
若 pg = 0, 则 p= 0 或 g = 0, 则 a 或 5 为 0, 此 时 方程 加 或 @ 之 
会 恒 等 于 方程 中 
右 训 -oo=0, 即 关 =gq, 这 样 a = 0, 与 假设 矛盾 . 
综 上 , 故 选 (4D). 
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第 四 革 ”代数 不 等 式 


4'1 若 1-a1>-a. 则 
(A)a>0. (B) ea < 0. (C) a <—1. 
(D)-1<a<0. (E) 以 上 结论 都 不 对 . 
(中 国 初中 数学 联赛 ,1984 年 ) 
[ 解 ] 车 a >0， 则 1I-al>0,-a<0, 则 1-a1>=-a 成 立 ， 
故 选 (4 ). 
4'2 a,b 是 实数 ,下 面 五 个 命题 中 正确 的 是 
(A) 若 a > 5, 则 a? > 区. (B) 若 1 a1>5, 则 a? > 0 
(C) 若 ca >1514, 则 a? > 2. (DD) 若 a? > 六, 则 a > 2 
(下 ) 在 aa 天 101 则 oa 天 六 
(中 国 北京 市 初中 数学 竞赛 ,1983 年 ) 
[ 解 ] 设 ae =-2，p6=-3， 则 -2>-3，1I-21>-3, 但 
(- 2) < (- 3), 故 知 (A),(BB) 均 不 正确 ; 
设 c =-2，p6=-T1，(-272>(-1 但 -2<- 工 故 知 ( 门 ) 
不 正确 ; 
设 oe =-3，0=3, 显 然 -3 尖 131, 但 (-3) = 32, 故 ( 瑟 ) 不 正 
确 . 
故 选 (C). 
4.3 ” 设 命题 已 :关于 x 的 不 等 式 cjz2 + piz+cl>0 与 az + 


pz + ca > 0 的 解 集 相同 ;命题 Qi24 = 人 4 = 里. 则 命题 Q 
(A) 是 命题 P 的 充分 必要 条 件 . 


2 
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镍 | 本 各 


代 
数 
不 
等 
式 








该 你 


(B) 是 命题 P 的 充分 条 件 但 不 是 必要 条 件 . 

(C) 是 命题 P 的 必要 条 件 但 不 是 充分 条 件 . 

(D) 既 不 是 命题 P 的 充分 条 件 也 不 是 命题 P 的 必要 条 件 . 

(中 国 高 中 数学 联赛 ,1998 年 ) 

[ 解 ] 注意 到 x -3x+2>0 与 -x*+3x 一 2 > 0 的 解 集 不 同 ， 
从 而 排除 (A),(B); 

又 如 zz+z+il>0 与 x+z+3>0 解 集 相 同 , 从 而 排除 (C). 

故 选 (D). 

4.:4 给 出 下 列 两 个 命题 : 

(1) 设 ap,c 都 是 复数 .如 果 az+ 上 > ce, 则 a*+56*-c2>0; 

(2) 设 ca,p,c 都 是 复数 .如 果 az+ 妇 -cc >0 则 cf+b > c2. 
那么 ,下 述说 法 正确 的 是 

(A) 命题 (1) 正确 ,命题 (2) 也 正确 . 

(B) 命题 (1) 正确 ,命题 (2) 错误 . 

(C) 命题 (1) 错误 ,命题 (2) 也 错误 . 

(D) 命题 (1) 错误 ,命题 (2) 正确 . 

(中 国 高 中 数学 联赛 ,1994 年 ) 

[ 解 ] 依 题 设 我 们 有 : 

命题 (1) 是 正确 的 .由 a*+ 6b > cc 表明 a?+ 与 必 都 是 实数 , 因 
此 ,根据 移 项 法 则 有 a*+ 关 - rc > 0. 

命题 (2) 是 错误 的 .由 a “+6 一 c? 0 仪表 明 a?+ 如 -是 实数 ， 
并 不 能 保证 a + 如 与 c* 都 是 实数 , 故 a2 + 5* > c 不 一 定 成 立 . 

例如 , 取 a =2+i,65=i,c 一 2+ V2i, 则 有 

a +6 -c= (3+4i)+(-1)-4i:=2>0, 
但 并 没有 a?+5*=2+4i>4i= ce. 


故 选 (B). 

4-5 在 a 宇 2，8>2, 则 下 列 式 子 正确 的 是 

(A) ab <at+b. (B) ab 世 a + 5 ,等 号 能 够 达到 . 
(C)ab >a+b. (D) ab 之 a + 5b ,等 号 能 够 达到 . 


(第 1 届 “ 五 革 杯 ”初中 数学 竞赛 ,1989 年 ) 
[ 解 ] 由 s+ 二 :1:11.11 1， 
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又 aa+p>0 ab>0， 则 a+b<ab. 
故 选 CC ). 
4.6 ”观察 图 中 的 数 轴 : 


0 1 





用 字母 a,5,c 依次 表示 点 A,B,C 对 应 的 数 . 则 地 ,一 ,二 的 
大 小 关系 是 








|- 1 一 上 一 上 1 
(NM) <p a< ee- (B) Fs < be 
1 1 1 1 1 1 
(CO) C b—a ap (D) C < ba 





(第 1 届 " 和 希望 杯 ” 全国 数学 邀请 赛 ,1990 年 ) 
[ 解 】 由 题 中 图 像 可 看 出 


-1<a<- 所 ，- 计 <b<0， c>1. 
则 0<w<3， <b-a<l. 


因而 二 >3，3> ->1, 上 且 二 <1, 从 而 
a pa Cc 


故 选 (C). 
4.7 ”如 图 : 





-2 A 一 】 B 1 


设 数 轴 上 A,B 两 点 所 对 应 的 有 理 数 分 别 是 a,5, 令 x = a 2 那么 ， 


下 列 不 等 式 中 正确 的 是 
(A)0< xz<1. (B) zx > 虐 
(C)-1<x<0. (D) x <~-1. 
(第 8 届 “ 结 云 村 ”初中 数学 邀请 赛 ,1991 年 ) 
[ 解 ] 从 图 中 可 见 : ~-2< a<-1.5, 是 0.5<b<l, 
-7<a-S<-3.3， 且 0.5<a+t+5b<3.5. 
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2 


山 一 潍 


a 





从 而 <0. 
|a 一 9p | 


叉 rsol>1l .. XTX<-1. 
故 选 (DD). 
4.8 已 知 6< < < 10， 7 Sb E24, c 二 a +5, 那么 有 


(A)9 达 cc 达 30. (B) 15 志 c < 30. (C)9<cR 18. 
(D) 9 之 c < 30. (E)9 <e < 30. 
(中 国 四 川 省 重庆 市 初中 数学 竞赛 ,1984 年 ) 


[ 解 ] 由 设 6<a<10 知 3< 忆 <5, 且 12<2a< 20. 


3< 过 8 过 2 < 20， 


，， 9<at+b<30,， 即 9<c< 30. 

故 选 (五 ). 

4.9 若 5<c 且 1<a<po+c<a+l, 则 

(A)a<b. (B)a = 6b. (C) a 二 0. (D) D < a， 
(中 国 江 苏 省 初中 数学 竞赛 ,1990 年 ) 

[ 解 ] 着 5 守 a, 则 由 c > 5, 有 cS>4a， 

.. p+ce> 2a. 

叉 b+c<ati+l, 则 2a<b+c<a+t+l. 

好 ”4a 过 1, 这 与 已 知 a > 下 盾 . 

因而 a > 5. 

故 选 (DD). 

4:10 已 知 关 于 > 的 不 等 式 (2a -5)x+a 一 55 > 0 的 解 是 x < 


四. 则 ax + 5b > 0 的 解 是 


3 3 
(A)x >-— 5 (RB)x <— 5 


3 3 
(C)x > 5 (D)z < 5 


(中 国安 徽 省 初中 数学 竞赛 ,1997 年 ) 
[ 解 ] 由 题 设 (2a - b)x > 5b-a 的 解 是 x < 吉 . 
Sp— a 


2a—b< 0, TI yp 
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于 是 24-5=24a- 滩 = 仅 <0. 

a < 0. 
则 az + 5 > 0 的 解 是 + <- 也 =- 汝 . 
故 选 (B). 


4.11 若非 空 集合 A = ir12a+1 志 x+ 太 34a-5),， B= |zr| 
3 之 之 22), 则 能 使 A 忆 A 门 B 成立 的 所 有 a 的 集合 是 
(A)lall 过 a 和 过 9|. (B)ia 16 过 a 达 9|. 
(C)ia la 所 9|. (D) 分 . 
四 (中 国 高 中 数学 联赛 ,1998 年 ) 
[ 解 ]】 依 题 意 得 A 己 B, 这 样 可 有 
24 十 1 之 3， 
jssz 


3a -5 之 2a 二 1. 


解 得 6 三 a 和 近 9. 
故 选 (B). 
9z 一 aa 之 0， 
4 .12 ”如 采 不 等 式 组 |。 _，_ 0 的 整数 解 仅 为 1,2,3, 那 么 , 适 





合 这 个 不 等 式 组 的 整数 < .2 的 有 序数 对 (a ,5) 共有 
(A)17 个 . (B)64 个 . (C)72 个. (D)81 个 . 
(中 国 初 中 数学 联赛 ,1998 年 ) 


[ 解 ] ”由 原 不 等 式 组 可 得 名 I< 


在 数 轴 上 画 出 这 个 不 等 式 组 解 集 的 可 能 区 间 ,如 下 图 : 


2 1 2 3 上 & 4 5 
9 8 
易 知 0< 和 <1l,， 3< 4 
由 0< 寺 三 1， 得 0<4a<<9. 
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a = 1,2,3,…,9, 共 9 个 . 
由 3< 了 <4, 得 3x8<b<4x8. 
b=3x8+1, 3x8+2, 3x8+3,…,3x8+8. 共 8 个 . 
9 x 8 = 72( 个 ). 
故 选 (C) . 
4.13 ”如 果 a,5,c,d 是 四 个 有 理 数 , 且 满 足下 列 条 件 : 
(Dat+b=c+d, OOa+ad<p+c，Gc<d 
那么 a,65,c,q 的 大 小 顺序 是 
(A)a>b>ad>i. (B)dq>b>a>i. 
(C)}ad>6b>c>a. (D6b6>4d>c>a. 
(中 国 湖北 省 黄冈 地 区 初中 数学 竞赛 ,1991 年 ) 
[ 解 】 由 中 + 外 得 a<c， 排除 (A),(B); 
由 @@ 有 6+c>a+d 与 @ 相 加 得 > 4， 排除 (C); 
故 选 (DD). 
4.14 ”四 个 互 不 相等 的 正 数 a,5,c,d 中 ,a 最 大 ,a 最 小 ,Ha:56b 
=c:d, 则 a+d 与 b+c 的 大 小 关系 是 


(A)p+c>at+d. (B)a+t+d>b+t+re. 
(C}a+d=b+e. (D) 不 能 确定 . 
(中 国 广州 武汉 福州 等 五 市 初中 数学 联赛 ,1986 年 ) 
[ 解 ] 和 a:6b6=c:d，.. a = 全， 
~、_bc-bd-cd+t+da: (b-d)(c-d 
(atd)- (b+to)= = DT 


d 最小, .65>d,c>d, 且 4d>0， 
则 B= ed) > 0， 
a+d>b+t+c. 
故 选 (B). 
4:15 已 知 c<0,-1<5<0 则 ac，cg，ab 之 间 的 大 小 
关系 是 
(A) a > ab > ab’. (B) ab* > ab > a. 
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(C) ab > a > ap (D) ab > ab > a. 
(中 国 广州 武汉、 福州 等 五 市 初中 数学 联赛 ; 
中 国 部 分 省 .市 初中 数学 通讯 赛 ,1984 年 ) 
[ 解 1] 由 a <0,-1<65<0, 有 
ab ~ ab’* = ab(l -6b)S0, 知 ab > ab’. 
又 ab*-a=a(b -1)>0， 知 ab*>a. 
从 而 ab > ab > a. 
故 选 (D). 
[ 解 2] 若 a <<0,6 < 0, 显 然 a > ob 不 成 立 ,(A) 不 对 . 
同时 ab* > ap 不 成 立 ,(B) 不 对 . 
奋 a<<0,-1<pD<0 时 ,有 ab > a, 则 (C) 不 成 立 . 
故 选 (DD). 
4.16 ” 菏 学 生 试 图 通过 先 求 x 与 y 的 平均 值 ,再 求 得 数 与 > 的 平 
均值 来 计算 x,y 与 z 三 个 数 的 平均 值 A. 当 x << y 达 zz 时 ,这 个 学 生 的 
最 后 得 数 是 


| 二 深 
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(A) 正确 的 . (B) 总 小 于 A. 
(C) 总 大 于 A. (D) 有 时 小 于 A 有 时 等 于 A. 
(下 ) 有 时 大 于 A 有 时 等 于 A. 


(第 37 届 美国 高 中 数学 考试 ,1986 年 ) 
[ 解 ] 由 代数 式 变形 得 





T+ yy 
2 xtyte ztyt2z xtyte 
2 3 4 3 

Ti+z2+z T+iyt+tx 3A+z 

- 4 3 7 4 7A 
_z _ A 

4 4 

r<y<wx, 则 > > = A, 

之 和 

,， 4 4>0 
故 选 (C). 


4.17 nm 为 a,b,c,d,e 的 算术 平均 数 ,k 为 a 与 5 的 算术 平均 数 ， 
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1 为 c,d 与 e 的 算术 平均 数 ,p 为 & 与 1 的 算术 平均 数 , 不 论 a,6b,c,d,e 
如 何 选取 , 则 常 有 
(A) mm = p. (B)m 守 bp. (C)m>p. 
(D)m < p. (E) 非 上 述 答 案 . 
(第 16 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1965 年 ) 
[ 解 ] 由 设 知 2&k=a+b, 31=c+d+e, 
a+b+c+dt+e 2k+3! 4 十 67 





尺 mn 0 
十 SEk+ Sl 
而 户 = 2 = 10 
>5SA+S， 若 R< 7; 
则 en 车 上 = 1; 
Sk+5S1， 若 k>L. 
而 名 决定 于 a， 6565; /决定 于 c,d,e. 故 <l, k=/l, Ak>1! 
均 有 可 能 . 
故 选 (五 ). 
4.18 在 四 个 实数 中 , 如果 任 意 三 个 数 之 和 都 不 比 另 一 个 数 小 . 
则 下 列 说 法 中 必定 错误 的 是 
(A) 非 零 的 数 不 可 能 只 有 一 个 . (B) 四 个 数 可 以 都 是 正 的 . 
(C) 负数 有 两 个 . (D) 如 果 有 和 零 就 没有 负数 . 


(中 国 北 京 市 初中 数学 竞赛 ,1990 年 ) 
[ 解 】 设 该 四 个 实数 分 别 为 a ,b,c,d. 依 题 意 有 


a+b+i+cec 守 qd,， QD 
p+c+ad 之 4a, 他 
c+dt+a 之 6b， 3) 
d+a+t+b2c. 由 


奇 a < 之 0， <0, 由 四 有 c>dwd, 由 由 有 < > ec, 不 妥 . 

同样 ,对 其 他 两 数 为 负 情 形 均 可 产生 矛盾 . 

故 选 (C). 

4.19 已 知 abcd > 0, 且 a < c， bcd <0, 则 下 列 诸 情形 可 能 成 
立 的 是 

(A)a>0, b>0, c<0, d>0. 

(B)a<0, 5b<0, c>0, d<0. 
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(C)a>0, b>0, c>0, da<d0. 

(D)a<0, b>0, c<0, d>0. 

(E)a>0, 5b<0, c<0, 4d<0. 

(中 国 上 海 市 初中 数学 竞赛 ,1982 年 ) 

[ 解 ] (A) 中 ,a > 0，c< 0 与 题 设 a < c 矛盾 , 故 不 妥 ; 

(B) 中 ,6 <0，c>0，4d < 0 与 题 设 bd <0 了 矛盾 , 否 之 ; 

(C) 中 ,a >0，b>0，c>0， 4 < 0 与 题 设 apcd > 0 了 矛盾 ， 
否 之 ; 

( 匹 ) 中 ,ae >0，c<0 与 题 设 zc < c 了 矛 慎 , 亦 否 之 . 

故 选 (D). 

4.20 ”如 果 + > 0, 那 么 对 所 有 使 得 pg 隆 0 和 pr > qr 的 p,g, 我 
们 有 


(A) - 户 >- (B) -> 9. (0 1 >- 


(D) 1 < 了 (E) 非 上 述 答案 . 


(第 21 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1970 年 ) 
[ 解 ] 者 pr>>gqr, 且 rr>0, 则 p>9, 即 ~ p<<- 9g, 可 否 (A); 
.又 车 p >0， 则 » <1 可 否 (DD); 
而 当 p>g 宇 0， 有 gq >-~ pp， 可 否 (B); 
目 当 户 > 0， 9<0 时 ,车 191> 有 -9>P>0 或 一 广 
> 1， 可 和 否 (C). 
综 上 , 故 选 (五 ). 
4.21 若 M=3zx2- 8.ry 十 9 入 -4z+6y+13, 则 下 式 一 定 成 立 
的 是 
(A) M 守 0. (B) M < 0. (C) AM > 0. (D) M 过 0. 
(中 国 山西 省 初中 数学 竞赛 ,1990 年 ) 
[ 解 ] M= 3x*-8ryt+9y -4r+6y+13 
(2x° — Bryt+ By )+t (x -4r+4)+ (y+6xr+9) 
= 2(7 ~2y) + (rx-2)+(y+3), 
由 x=2 和 y=-3 与 x -2y = 0 不 能 同时 成 立 ， 
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则 M 关 0, 即 M>0. 

故 选 (C). 

4.22 ”已 知 a,b,c 为 实数 , 且 p+c=6-4a+3a2，c-p=14 
- 4a + a?. 则 a,6b,c 间 的 大 小 关系 是 

(A)a<bee. (B)b<a 人 ec. 

(C)6b<ea. (D) ec<a 和 0. 

(中 国 四 川 省 初中 数学 竞赛 ,1992 年 ) 

[ 解 ] 由 设 c-565=4-4a4a+a:= (a-2) 守 0, 知 c 宇 42. 

由 题 设 两 式 相 减 可 有 26 = 2+2a, 即 65=1+ar. 

又 b-a=a’+1l1-a, 
而 a* - a +1 > 0( 注 意 到 其 二 次 项 系数 为 正 , 且 4 = 1 -4<0), 知 
>a. 
好 a<be. 

故 选 (A). 

4.23 ”和 若 二 次 函数 FLz) = ar*+ br + cl(a < 0) 满足 f(x +2) 
= f(2 一 xz). 那 么 f(0)， f( 一 1992)， f(1992) 的 大 小 关系 是 

(A) f(0) < f(1992) < F(- 1992). 

(B) f(1992) < f(0) < f(— 1992). 

(C) f(— 1992) < f(0) < f(1992). 

(D) F(- 1992) < f(1992) < f(0). 

(中 国 北 京 市 高 中 数学 竞赛 ,1992 年 ) 

[ 解 ] 由 题 设 知 该 抛物 线 开 口 向 下 ， y 2 
目 由 f(x+2)= f(2-x) 即 f(2+ x) = 
f(2 ~ 工 ),; 则 x = 2 为 其 对 称 轴 . 

又 f(1990 +2) = f(2 - 1990), 
即 f(1992) = f(— 1988)， 
知 f(1992) > f(~ 1992). 

f(— 1992) < f(1992) < f(0). 

故 选 (万 ). 

4.24 ”如 果 二 次 不 等 式 zz + 8mzx +60<0 的 解 集 是 -< > 
之 一 3, 那么 mx 的 值 是 
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(A) 1. (B) 2. (C) 3. (D) 4. (E) 5. 
”中国 吉林 省 七 市 .地 初中 数学 竞赛 ,1985 年 ) 
[ 解 】 由 题 设 知 -5$, -3 是 mx + 8mzr + 860 = 0 的 两 根 . 依 韦 达 
定理 可 有 
0 =(-S$):(-3)， 得 n= 4. 
故 选 ( 疡 ). 
4.25 ”方程 7z2-(&+1l3)x+A2-A-2=0(k 是 实数 ) 有 两 个 
实 根 ,8, 且 0< aa< 1，1<8<2, 那 么 & 的 取 值 范围 是 
(A)3<k<4. (B)—-2<k<-]1. 
(CJ)3<R<4 或 ~=2< <-1. (D) 无 解 . 
(中 国 初中 数学 联赛 ,1990 年 ) 
[ 解 ] 记 f(x) = 7x ~(k+13)x+k* 一 上 -2, 如 图 可 有 
f(0)= k*—-k-2>0, y 
Das 
f(2) = k*—3k>0. 
解 得 3<k<4 或 -2<k<-1. 
故 选 (C). 
4.26 ”以 方程 x*+ pr + 1 = 0 的 两 根 为 
三 角形 两 边 之 长 ,第 三 边 长 为 2. 则 实数 p 的 取 值 范围 是 
(A) p <—2. (B) 户 委 -2 或 户 之 2. 
(C) -2v2 < pp<272. (D) -2v2< p<-2. 
(中 国 四 川 省 高 中 数学 联赛 ,1991 年 ) 
[ 解 ] 设 方程 两 根 为 r,s , 依 题 设 其 为 三 角形 两 边 则 
ris>2, r+2>s58, s+2>r. 
后 两 不 等 式 可 归结 为 1+r 一; |< 之 2, 或 (r 一 2 < 4. 
Bl(y+ 了) < 4+4r. 又 由 事 达 定理 有 






0 








-p>2, 和 户 坟 一 2， 
p* <8. -22<p<2%. 
综 上 有 -22<p<-2. 


故 选 (D). 
4:27 集合 M= i(r,y)1] z+8y+6xy 宇 1， TT,y € RI, 
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D= {i(x,y)lxr +y Rt 1€E R， 1 关 01,DN 门 M= 名 , 则 有 


(A)—-1<rt<l1. (B) -<i< 
(C) 一 <i< (D) — 六 < 1< 


(第 2 届 “ 希 望 标 ” 全国 数 学 邀请 赛 ,1991 年 ) 
[ 解 ] 由 xz?+8y +6zxy 之 1, 有 
xz3+(2y) + (-1) -3xr(2y)(- 1) 守 0. 
即 (z+2y-HLz-2y) +(2y+1)+(r+1)j 守 0. 
又 (r~-2y) +(2y+1)+(r+1) 守 0, 
+2y 一 1 之 0， 
因为 原点 (0， 0) 到 xz+2y 一 1 = 0 的 距离 为 
|10+2.0-1| 1 1 1 
VE HY < 
故 选 (C). 
4:28 .和 若 a>>6>c>dqd, 又 戎 += (at+b)(c+t+d), 且 y= (a 
+ cj(b+ qd), 及 z= (a+ qd)(b+ cc). 则 zz,y,z 的 大 小 次 序 是 
(A)xX<z<y. (B)y<z<Ai. 
(C)rxr<y<z. (D) 之 信 yy 广 工 . 
(中 国 北 京 市 高 中 数学 竞赛 ,1990 年 ) 
[ 解 ] y-v= (ab+t+cw+t+ad+cd)- (act+bc+ad+ bd) 
=a(b—-c)+d(c-5b) 


= (a— d)(b — ce). 
由 a>56>c>q， 知 y-x>0， 即 y>x. 
久 zz-y= (ab+t+dbtactdc)-(ab+cwo+adt+ced) 
=a(c~d)+b(d -7e) 
= (a— 6b)(c—d), 


z-y>>0， 有 却 xz»>y. 
综 上 上 x<y< zx. 
故 选 (C). 
4.29 对 所 有 实数 ua,p,c,zyy,z 其 中 rzr< ay<pz<c, 下列 
不 等 式 
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[.xy+yw+zr<abt+bctca 
H. r+y+e <at+ob +t+ec’ 


.xyz < apc- 
可 以 成 立 的 有 
(A) 没有 一 个 成 立 . (B) 仅 二. (C) 仅 工 . 
(D) 仅 正 . (EE) 所 有 的 都 成 并 . 


(第 26 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1975 年 ) 
[ 解 ] 令 x=y=xz=-1， a=6b=ec=0, 
由 xy+w+zxrx=3>0， 上 且 x*+y+z =3>0, 
知 不 等 式 ( 工 ),( 工 ) 不 恒 成 立 . 
取 了 z=y= 一 1，>x= |， 且 a=6=0，c=2， 
则 zw 二 >0= apc. 
知 ( 焉 ) 亦 不 恒 成 立 . 
故 选 (A). 
4.30 a>b>e, rr>y>z, M=artbytcr, N= ax 


tbyt+cr, P= ayt bzt+ cer, Q = az + bx + cy. 则 有 


则 


则 


则 


(A)M>P>NEHM>Q>N. 
(BN>P>MEHN>Q>M. 
(C)P>M>QHP>N>Q. 
(DQ>M>PHQ>N>P. 

(第 1 届 “ 希 望 杯 ”全 国 数学 邀请 赛 ,1990 年 ) 
[ 解 ] M 一 N= a(zz 一 <)+c(z 一 工 ) 三 (a—c)(r—-z)>0, 


AM > AN 
N-P=a(z—-y)+b(y-z)= (a-b)(z-y)<0, 
N<P; 
N-Q= by- x)+t+c(r-y)= (6-c)(y- 7x)< 0, 
N<Q; 


M-P=a(x—-y)+b(y— 2z)+c(z— Xx) 
=[(a—-b)+b]((r-y) +o(y- 2)+ l(c- b)+6)] 
(>z 一 工 ) 
=ob[(xz— y+(y—-z)+(z— rz))+(a- 6b)(r—y) 
t+(c— 6b)(z— Xx) 
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=(a—- 6b)(r-y)+(c-b)(z—-7x)>0, 
(注意 到 a > > ec， 工 >y> >) 
AM > 卫 . 
同 理 可 证 M > Q. 
综 上 M>P>N, 有 HM>Q>N. 
故 选 (4). 
4.31 ”实数 zi,zry,zayzdyzs 满 足 方程 组 


(x1+ 2 + x3 一 al; 


a 


7T2+ X31 X4 = dy, 


< X34 十 SS dd3: 





OOOOO 


TXT4+i+ Ts+ XI 一 G4， 
i = as. 
其 中 a,，a,，a;， C4， as 是 实 常 数 , 且 al > av > ai > ak > ds， 
那么 zlyzayz3ayzdyzs 的 大 小 顺序 是 
(A) xz1> rxi> rxr3> ra>rs. (B)ra> > yl > ra > us. 
(C) xz3 > ri> a> rs. (Drs> ri3> ri > 4 > 7. 
(中 国 初中 数学 联赛 ,1993 年 ) 
[ 解 j 由 中 - 田 有 xz=al-aas>0, 即 > rs. 
由 名 -名 有 xz-xs=a-a3>0, 即 rr > 5 
由 四- 由 有 xx-x=as-ad>0, 即 zy > 
由 由 -四 有 rd-z=a-as>0, 即 ri > zx. 


综 上 3 > 1 DT4 DY > rs. 
故 选 (C )， 
4.32 若 设 代数 式 


2 , 2 , .2 | ad’ 


其 中 a ,5,c ,a 均 为 非 0 实数 . 则 


(A)O0<P<I1l. (B)l1<<P<2. 
(C)2 达 P<3. (D) P= 3. 

(中 国 北 京 市 高 中 数学 竞赛 ,1986 年 ) 
[ 解 ] P> 一 oo 六 


mp 十 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 
a +6+ce+da atb+t+ce+d? 
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2 a 
十 一 5 7 2 3 十 3 3 5 2 
a ”+p +c +a a +o*+c td 
a +b+t+cr+d’ 
2 2 2 a* 


a C 
于 
al+c b+da’ a+c + 


(i) (e+) 
a +c? cc p+d’ b+d’ 








义 P< 





= 2. 

lI!<P<2. 
故 选 (B). 
4.33 ”满足 不 等 式 |x+11+1x |< 之 2 的 x 取 值 范围 是 

3 _ _3 第 
(A)-<r< 1. (B) > <r<0. K 

3 1 1 章 
(0)- 广 <x<. (D)O<r<—. 和 

了 3 式 
(E)— iIi< 3 


(中 国 部 分 省 .市 初中 数学 通讯 赛 ,1986 年 ) 
[ 解 ] 吞 x 宇 0, 有 xz+1l+xzy<2,， 即 2r<1， 


km 


rz< 广 . 
若 -1<xz<0, 有 xz+t1l-z<2， 即 1<2, 不 等 式 恒 成 立 . 
匣 乏 -1 有-(rz+l)-vxv<2, 即 一 2zr<3， 


-<r<-1 


综 上 - 廊 <zr< 
故 选 (C). 
4.34 ” 设 实 数 a,b 满足 不 等 式 
[lial-(a+6) |<ja-la+6b1|, 则 

(A)Ja >0 有 Bb>0. (BJa<08b>0. 
(C)a >0 且 5<0. (DJa<0f8Hb>0. 

(中 国 初中 数学 联赛 ,1995 年 ) 
[ 解 ] 由 题 设 得 |1al~(a+6b) | <|ia-lat6b1|”, 
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化 简 整 理 为 |jalte+p)>alae+pl 


由 此 看 出 a 关 0, 且 a + 5 关 0, 从 而 a+5>-la+t+61l， 
则 一 只 能 取 一 1， 故 a<0. 
易 知 a+65>0, 则 45>-a>0. 
故 选 (B). 
4.35 “不 等 式 |jz=-1T1I+lz+21<5S 的 所 有 实数 解 的 集合 是 
(A)ix:-3<r<2i. (B)izr:—-1<x<21. 
(Cr:-2<7x<1. (D)lz:-<zx< 才 | 


(E) 名 ( 空 集 ). 
(第 24 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1973 年 ) 
[ 解 ] (1 若 -2<z<1, 那 么 z-1<0 和 >z+2>0, 因 而 已 
知 不 等 式 化 为 -x+1+x+2<5, 即 3<5, 它 恒 成 立 . 

又 当 x = 1 和 z=- 2 时 ,不 等 式 也 是 正确 的 . 

(2) 耕 zx>1, 那 么 z-1>0 和 xz+2>0, 因 而 已 知 不 等 式 化 为 
(tr—-1)+(r+2)=2r+1<5, 

即 zr<2, .. 1l<r<2. 

(3) 帮 xX-2, 那 么 x+2<0 和 xz--1 < 0, 已 知 不 等 式 化 为 
—-(r—-1)- (r+2)=-2x~1<5, 

-2x<6， 即 x>-3. 
综 上 可 有 -3< x < 2 为 实数 解 集 . 


故 选 (A). 

4.36 者 > 为 实数 , 且 1jz-41I+1z-3I<a, 其 中 w > 0, 则 
(A) 0< a<0.01. (B) 0.01 < a < 工 (C)0< a< 工 
(D)0< a 执 1. (E)a>1. 


(第 15 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1964 年 ) 
[ 解 ] 分 以 下 三 种 情况 考虑 : 
汝 之 4 时 ， 
Ix-41it+lzxz-31i=zxz-4+7x-3=2r-71; 
当 z 委 3 时 ， 
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{rx~4il+lix-3|=4~x+3-Xz=7--27r 宇 1]; 
当 3< 之 x 之 4 时 ， 
[x~4it+lx—-3|=4-xz+7x—-3=1. 
综 上 Iz-4!l1+ir-3|l 宇 1. 
因而 lz-4I+lz-3I<a 时 , a >1. 
故 选 (五 ). 
4.37 ”对 于 实数 zx, 不 等 式 1 过 | x -2 1 所 7 等 价 于 
(A)x 志 1 或 x 宇 3. (B)1 寺 xz 所 3. 
(C) -5x (D) -5$ 委 xz 委 1 或 3 委 了 所 9. 
(E) -6 过 过 过 1 或 3 所 所 10. 
(第 23 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1972 年 ) 
[ 解 ] 首先 当 x -2 实 0 时 , 题 设 不 等 式 化 为 1 三 x+ ~2 世 7， 即 
3 三 工 亿 9. 
又 藻 zz-2<0 时 ,有 1 三 2-x 信 7,， 即 
-1 二 ~xX5， 或 -5 之 rx 祥 1， 


欠 汉 沫 六 
加 己 梁 


故 选 (DD). 
py * ~ A 
4.38 已 知 户 人 记 万 < X < 一 一 一 后 - 一 那么 ,满足 上 述 不 等 式 的 整 
数 z 的 个 数 是 
(A)4. (B)5. (C)6. (D)7. 


(中 国 初中 数学 联赛 ,1997 年 ) 
[ 解 ] 将 题 设 式 子 分 母 有 理化 后 有 
4(V3 — 2) < x < 2(Y5 -~ v3), 
即 1.27.… 所 工作 7.3… 
故 选 (C). 
4.39 设 z= VI+991a,， y 三 V1 + 997a ， > 二 V1 + 993a ， 
那么 , 当 V= a 有 意义 时 ,x,y,z 的 大 小 关系 是 
(A)X 和 yz. (B) yy 过 = 所 
(C) < 委 过 委 yy (D) z yx. 
(中 国 北京 市 初中 数学 竞赛 ,1992 年 ) 
[ 解 ] 由 设 V- a 有 意义 , 则 a 过 0. 
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因而 ”1+ 993a 之 1+9924 过 1+ 991a， 
即 有 VIT993a 过 YI+ 992a 过 Yl11+ 991a. 


先 
M 故 选 (DD). 
关 4.40 设 a>Sb>c>aqaS>0, 有 X= Vabt+ Vcd,Y = Vact 
Vbd,Z = Vad + Vebc. 则 XX,Y,Z 的 大 小 关系 为 
(A)X<Z<Y. (B)Y<Z<X. 
(C}X<Y<Z. (D}Z<Y<X. 


(中 国 北 京 市 初中 数学 竞赛 ,1990 年 ) 
[ 解 ] 由 题 设 我 们 有 
X- Y= Va(vd -vc)+vVa(vec -VD) 
= (Va ~ Vd)(vb -vc) > 0， 
又 Y-Z= Va(yc ~ Vd)+vyb(Vd -vc) 
= (Va — Yb)(Ye -vd) >0. 
则 XX>Y>Z. 
故 选 (D). 
4.41 已 知 两 正 数 a,b, 且 a < 之 565, 设 A.M 为 其 算术 平均 ,G.M 为 
其 正 几 何平 均 , 则 A.M - G.M 常 小 于 
(A) 2 a (B) 忆 4 ， CC) 2 -a) 


(D) B27 (E) Le 
(第 15 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1964 年 ) 








[ 解 ] 由 设 知 4 > VB， 目 -a> Vw-a， 
即 2 > VE(V5 - Ya). 

又 a<5, 则 0) > ala+b -2 Vw) 
或 A) > 4 十 4- va. 

故 选 (DD). 


4.42 ” 若 &a 与 5 表 两 不 等 正 数 , 则 


2ap a+b 2ab 、a+b 
(A) p> Yo >™ . (B) Yo > -i >. 
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2ap a+o a+b 2ab 
(OF > > Vw. (DT > 人 > Yo 


(E) 2 六 2 > Vo > < 
(第 3 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1952 年 ) 
[ 解 ] 对 于 正 数 x,y 总 有 2 Vxy 所 x+y, 


a S06>0 有 a5 时 ,VW < 28,8 


2 
2ab 2ab 
< = vab. 
atw6 2vab 
2 


< < Va < 43. 














综 上 - 
故 选 (五 ). 
4.43 已 知 z<y<0 必 M=lyl， N=|y|1, P= 


-YQ = v 码 . 则 M,N,P,Q 的 大 小 关系 是 


2 
(A) M< Q<P<N. (BM<P<Q<N. 
(CQ<N<P<M. (DN<Q<P<M. 


(中 国 部 分 省 .市 初中 数学 通讯 赛 ,1990 年 ) 


[ 解 1] 由 设 z < y<0, 首 先 有 iy1< 一 <1x1， 
即 N<P<M. 
又 V zy > Vy = iy|， 妈 Q>N, 且 


| 交 | 十 | | 福士 
/B= Vy < 


(注意 xz< y<0) 





即 Q<P. 
综 上 有 N<Q<P<M. 
故 选 (DD). 
[ 解 2] 显然 有 M>P>N,HM>Q>N. 


则 PQ?= 
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2 六 
娘 加 入 





Ca 


综 上 MY>P>Q>N. 


故 选 (DD). 
4.44 设 ab 关 0,a“ “+b” 二 1, 如 果 
CQ4 十 总 4 CQ4 十 百 4 ad4 十 站 





6 
则 X,Y,2 的 大 小 关系 是 
(A)X<Y<Z. (B) Y<Z<X. 
(C) Y<X<Z. (D)Z<X<Y. 
( “祖冲之 标 ” 初 中 数学 邀请 赛 ,1988 年 ) 
[ 解 1] 由 设 ab 关 0, 且 a2*+62=1, 有 a 过 1, 则 
a <a’, a < ai+; 
又 8 人 <C1， 有 人 二 有 的 < 二 人 
da + 人 <Ca2+pb 则 cc4+b4< Var+b4,- 故 多 <Z，; 
as+beat6, 则 af+8< vas+p， 故 Y<X. 
.. Y<X<Z. 
故 选 人 CC ). 
[ 解 2] … 0<of+b4= (aztpb)2-2a202 = 一 2a202< 1 
Val+b>att+b,， 即 Z>X. 
再 注意 到 0<ast6b=1-3ab <1-2ab :<at+bi<l 
Vaetpb > Vatt+bt>a+ ob, 


4 4 
a +b 
= > 1 





Qt + pt 
/54 16 
，. XX>>Y. 
从 而 Y<X<Z. 

故 选 (C). 

4.45 设 a,b5,c,d,m,n 都 是 正 实数 ,P = Vab + Vcd,Q = 


va 十 Fr -之 + 全 .那么 
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而 Y = < 1， 





(A)P 宇 Q. (B)P <Q. (C)P<Q. 
(D) P,Q 间 的 大 小 关系 不 确定 ,而 与 m,n 的 大 小 有 关 . 
(中 国 高 中 数学 联赛 ,1983 年 ) 
[ 解 ] 由 题 设 有 
mad 1 ec 


P=ab+cd+2 wabcd, Q =atd+t 


Mad + ne > 2 ae . WE = 2 V ated, 
fi 7 天 77 


. Q- 过 已- 
又 “P,Q 都 是 正 数 , 则 Q 之 P. 
故 选 (B). 
4.46 若 rz+y+zx=30，3z+y-x=35S0, 其 中 zy,x 管 为 
非 负数 . 则 M = 5x +4y+2z 的 取 值 范围 是 
(A) 100 < M < 110. (B) 110 < M < 120. 
(C) 120 < M < 130. (D) 130 M140. 
(中 国 江西 省 南昌 市 初中 数学 竞赛 ,1989 年 ) 
[ 解 ] M = 5xz+4y+2z= (rz+y+x)+(4z+3y+>) 
= 30+47x+3y+ zz, 
又 由 题 设 两 式 相 加 得 ”4x + 2y = 80， 
M= 30+{4r+2y)+ y+z= 110+y+2, 
骨 由 题 设 两 式 相 减 得 ”2x -~ 2z = 20， 
”之 宇 0，.. Xx 之 10. 
由 设 30-(y+z)=xX 之 10， 有 yy+z 委 20， 
M= 110+y+z 人 < 130. 
由 4r+2y=80 有 y=40-2r 之 0， 知 z 近 20， 
从 而 y+z 衬 10， 有 M=110+y+2z 之 120. 
故 选 (C). 
4.47” 设 a,p,c 是 不 全 相等 的 任意 实数 . 若 x= a 一 bc,， y= 5b 


-ca z=c -ab, 则 让 ,VY ,之 
(A) 都 不 小 于 0. (B) 都 不 大 于 0. 
(C) 至 少 有 一 个 小 于 0. (D) 至 少 有 一 个 大 于 0. 


(中 国 初中 数学 联赛 ,1994 年 》 
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和 


二 至 和 潍 





入 信 


[ 解 ] 注意 到 代数 式 
2(x+yt+z) 

= 2(a:+6 +c -ab-bc— ca) 

= (a-b) +(b-c) +(c-a) 

> 0， 
即 zx+y+z>0， 因 而 x,y,z 中 至 少 有 一 个 大 于 0. 
故 选 (D). 
4.48 ”如 果 p,qg 和 MM 都 是 正 数 , 且 gqg < 100, 那 么 将 M 增加 p%， 

然后 再 将 此 结果 减少 g% 之 后 仍 大 于 M 的 充 要 条 件 是 








do 
> -2 
(A p>g. (BB) p> (0 p> 
100g 100 
Dp>T00ro (BE) 记 >10027 


(第 32 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1981 年 ) 
[ 解 】 依 题 意 可 有 下 面 的 不 等 式 : 








M(1+ (1 疝 )>M， 
(1+ "0 一 击 )> 4 
， bp 1 _ 100 
或 lri00 > 100 -a 
100 
p 100 | _ gq 
因而 100 > 100 —& 1! = 100 -0’ 
100g 
，， p>100-, 
故 选 (五 ). 
4.49 设 S= | 从 | 过 0|, 若 有 一 最 小 的 数 M, 集 合 S 的 





所 有 元 素 都 不 大 于 M, 则 M 为 S 的 最 小 上 界 ( 上 确 界 ), 若 有 一 最 大 的 
数 mx ,集合 S 的 所 有 元 素 都 不 小 于 mm , 则 mm 为 S 的 最 大 下 界 ( 下 确 界 )， 
则 
(A) m 在 S$S 中 ,M 不 在 S 中. (B) M 在 S 中 ,ni 不 在 S$ 中. 
(C) m 和 AM 均 在 S$ 中 . (D) m 和 MM 均 不 在 S 中 . 
(E) M 不 存在 . 
(第 12 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1961 年 ) 
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2x+3 _» 1 
[ 解 ] 令 y = 于 3， 则 =- 2- -5 


因而 当 z 之 0 时 ,> 是 z 的 增 浮 数 . 


当 z=0 时 ， om = = 


当 z 一 tc 时 ，vy 一 2= M( 即 lim y = 2). 

故 选 (A). 

4:50 ”车 对 于 一 切实 数 zx， f(x) = 3zrz + 2, 那么 下 述说 法 
“| f(z)+41<4a, 每 当 |x++21<<5，a >0，65>0” 为 真 的 条 件 
是 





(A) 5 坟 且 ， (B) 5 > 号 (Ca 和 二， (D)a > 二 


3 3 
(E) 这 种 说 法 永 不 为 真 ， 第 
(第 25 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1974 年 ) pe 
[ 解 ] 考虑 1 F(z)+41=13z+2+41=31z+21 二 
式 


车! f(z)+41=31z+21<a, 具 须 !z+21< 亏 . 


因而 每 当 |x+21< 5b， b 过 分 时 ,我 们 总 有 | f(x)+41<a. 


故 选 (A). 
4.51 若 z 为 实数 , 且 有 4 交 +4zy+z+6=0, 则 使 * 取 实数 的 


所 有 x 值 的 集 为 
(A) zx 委 -2 或 了 过 3. (B) x+ 志 2 或 x+ 之 3. 
(C) 工 委 -3 或 工 辫 2. (D) -3 所 工 过 2. 


(EF) -2 乏 Z 委 3. 
(第 17 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1966 年 ) 
[ 解 1] 先 将 题 设 方程 视 为 y 的 方程 则 有 
4y + (4r)y+ (x +6) = 0, 
若 y 取 实 数 , 则 A = (4z) -4:.4. (x+6) 实 0. 
解 得 x 工 宇 3 或 过 -2. 
故 选 (A). 
[ 解 2] 由 设 有 4y*+4ry+ x 一 (x*-x-6)=0. 
即 (2y+ x) = (x +2)(x -3), 
上 式 左 恒 之 0(x,y 均 为 实数 ) ,因而 (x + 2)(x - 3) 之 0， 
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六 访 信 


得 TT 宇 3 或 过 乞 -2. 
故 选 (A). 
4.52 ”不等式 rz -1< (x -1)? < 3x +7 的 整数 解 的 个 数 
(A) 等 于 4. (B) 小 于 4. (C) 大 于 5. (D) 等 于 5. 
(中 国 初中 数学 联赛 ,1993 年 ) 
[ 解 ] 题 设 不 等 式 可 化 为 
x7:—3r+2>0, (D 
7’—S5Sr-6<0. DO 
OO 的 解 为 x 二 1 或 x > 2; 
的 解 为 -1l<x<6. 





-1 0 l 2 3 4 5 6 

从 而 适合 不 等 式 组 的 整数 解 仅 有 x = 0,3,4,5( 见 上 图 ). 

故 选 (A). 

4.53 不等式 x* 一 21x 1- 15 > 0 的 解 集 是 

(A) -$S< 工 < 5. (B) -3< 过 < 5. 

(C) xx<-3 或 > 49. (D) x < 之 -5 或 x > 9. 
(辽宁 省 沈阳 市 初中 数学 邀请 赛 ,1987 年 ) 

[ 解 ] 设 y= x -21x1-15, 则 有 

zz 宇 0 时 ,y = x? 一 2x -15; 

tT<0H,y= zx’*+2x— 15. 

其 图 像 如 右 图 .显然 其 与 x 轴 交 点 关于 原点 

对 称 

则 原 不 等 式 解 集 为 x 之 -5 或 x > 5. 

故 选 (D). 

4.54 ”不等式 y -过 < Vx 可 被 满足 并 且 仅 仅 满足 ( 亦 即 同 解 

于 ) 的 条 件 是 

(A) y< 0 或 y < 2zr( 或 两 个 不 等 式 都 成 立 ) 

(B) y > 0 或 y < 2x( 或 两 个 不 等 式 都 成 立 ). 

(C) 六 < 2xy. 

(D) y < 0. 
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(E) zr >03y<27x. 
(第 30 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1979 年 ) 

[ 解 ] 分 两 种 情况 考虑 : 

(1) 若 zx 之 0, 那 么 y -x < Vx? 成 立 的 条 件 是 
当 且 仅 当 >- < yx, 即 y< 2x. 

(2) 车 xz <0, 那 么 y-x < Vxz2 成 立 ， 
当 且 仅 当 >- zx<-x 即 y< 0. 

几何 解释 见 右 图 ,图 中 阴影 部 分 的 点 
(xz,y) 就 是 满足 y < 0 或 y < 2z 者. 

故 选 (A). 

4:55 当 !1 一 工 >(1 一 z) > (一 六 好 





第 

> (1-xz)>… 时 ,zx 的 取 值 范围 为 人 四 

(A)}r>1. (B)xr<1. (C) zx >0. 不 训 
(D) zx < 0. (EJ)0< xz<1 


(中 国 湖 北 省 武汉 市 初中 数学 竞赛 ,1985 年 ) 
[ 解 ] 由 1-z>(1- xz) 解 得 0<x<l1. 
当 0 < 之 xX 之 1 时 ，0 < 之 1--x< 之 1. 因而 题 设 不 等 式 崩 成 立 . 


改选 (上 ). 
4.:56 已 知 Tl XI 3 T1989 ;X1990 是 1990 个 正 数 . 且 
} 1 1 1 1 











it+x 1+tx T+r3 1+ T+ zi 
则 zj ,x2,X3,… ,1989 ,1990 这 1990 个 正 数 中 
(A) 小 于 1 的 数 最 多 只 有 1 个. (B) 肯定 有 上 比 1989 大 的 数 . 
(C) 肯定 有 比 1989 小 的 数 . (D) 必 有 一 个 为 1990. 
(中 国 北京 市 高 中 数学 竞赛 ,1990 年 ) 
[ 解 ] 在 .1 X22 X1990 二 Zz, 则 题 设 式 子 可 化 为 


1990 
1+x 


这 样 x = 1989, 则 可 否定 (B),(C),(D). 
又 xX; 中 小 于 1 的 数 不 能 多 于 1 个 ,否则 : 
设 0<r<1,0<<x < 之 1， 则 
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a 


1 1 
1+xi'l 





二 1， 


1 
> +t” 


1 
十 2 2 
与 题 设 于 慎 . 
故 选 (A). 
4.57 已 知 a1,a2,a3,… ,Qi989,Q1990 均 为 正 数 .又 
AM = (altayt+as3t+*+ alggo)(a2 + a3+*** + ai990) 
N= (altazt+a3t+** + aigg0)(a2+ a3+ *** + a1r989) 
则 M 与 NN 的 大 小 关系 是 
(A) M = N. (B)M<N. 
(C)M>N. (D) 关系 不 确定 . 
(中 国 北京 市 高 中 数学 竞赛 ,1990 年 ) 
[ 解 ] 设 A = a+a3+… + ailog9， 于 是 
M= (al+A)(A+a0), N= (a+ A+ aj)A. 
而 M=alA+aioA + A’*+ ailailoo, 


XX AN = alA + alo0A + 42， 
oj > 0 = 1,2,%…,1990), .. MD>N. 
故 选 (C). 
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第 五 章 ”初等 代数 畏 数 


第 1 节 ” 正 , 反 比例 函数 ， 
一 次 函数 及 其 他 


5.1 现 有 以 下 方程 : 
x —4 
文 十 2 





[.y=7x-2. HH.y= WH.(r+2)y= x —4. 


其 中 表示 同一 图 形 的 是 z 

(A) 工 和 下. (B) 工 和 严 . (C) 工 和 焉 . 

(D) 工 , 工 和 亚 . (E) 都 不 代表 同一 图 形 . 

(第 43 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1992 年 ) 

[ 解 ] 对 于 下 来 讲 ,z 和 -2, 即 其 图 像 为 不 包括 点 (- 2, - 4) 的 
直线 y= x 一 2. 

对 焉 来 讲 ,其 图 像 包 含 两 条 直线 

zz+2=0 和 yy= 工 -2. 

显然 工 , 工 , 正 的 图 像 均 不 相同 . 

故 选 ( 玉 ). 

5.2 设 5> 4a, 将 一 次 阴 数 y= br + a 与 y = ar +b 的 图 像 画 
在 平面 直角 坐标 系 内 , 则 有 一 组 a 、b 的 取 值 ,使 得 下 列 4 个 图 中 的 一 个 
为 正确 的 是 


世界 数学 奥林匹克 解 题 大 辞典 165 


办 芭 泪 六 < 咎 过 


二 上 汪 





Cat 





(A) (B) (C) (D) 
(中 国 初中 数学 联赛 ,1999 年 ) 


[ 解 ] 两 直线 的 交点 (x,y) 为 方程 组 | 了 并 4， 的 解 ， 


= Qr 十 也 
BI(1,a+ 6b). 
(A) 中 交点 横 坐 标 是 负数, 故 (A) 不 对 . 
(C) 中 交点 横 坐 标 是 2 关 1, 故 (C) 不 对 . 
(D) 中 交点 纵 坐 标 是 大 于 a .小 于 2 的 数 ,不 是 a + 5, 故 (DD) 不 对 . 
因为 4 个 选择 项 中 仅 有 一 个 正确 , 故 选 ( 吾 ) 


故 选 (B). 
5.3 已 知 abc 天 0, 并 且 “+ = 《+ = 《4 = p， 那么 直 
线 y= px+ Pp 一定 通过 
(A) 第 一 ,二 象限 . (B) 第 二 .三 象限 . 
(C) 第 三 .四 象限 . (D) 第 一 、 四 象限 . 
(中 国 初中 数学 联赛 ,1998 年 ) 
[ 解 ] 由 题 设 可 得 : 
a+b= fc, 
1 +c= pa, 
at+c= po. 


上 三 式 相 加 ,得 2(a+65+c)= pl(a+b+c). 
P=2 或 a+p+c=0. 
当 p = 2 时 ,y = 2x +2. 则 直线 通过 第 一 二 三 象限 . 
当 a+6b+c = 0 时 ,不 妨 取 a+5 = 一 c, 于 是 
= £40 =-1(c#0). 
y 二 一 一 1, 则 直线 通过 第 二 .三 .四 象限 . 


166 捞 界 数学 奥林匹克 解 题 大 辞典 





综 上 ,直线 一 定 通过 第 二 .三 象限 . 
故 选 (B). 
5.4 ”反比 例 函 数 y = 《一 |! 与 一 次 函数 y = k(x + 1)( 其 中 x 为 


让 


自 变量 , 为 常数 ) 在 同一 坐标 中 的 图 像 只 有 可 能 是 ( 见 图 ) 


y y 


} 





(A) (B) (C) (D) 
(中 国 广州 .武汉 、 福 州 等 五 市 初中 数学 联赛 ,1987 年 ) 
.[ 解 ] 直线 应 过 点 (- 1,0), 否 定 (A). 其 余 之 图 中 1k 1< 1, 有 上 
一 1 之 0. 故 反比 例 消 数 图 像 应 在 ,WW 象限 , 则 (B) 正确 . 
故 选 (B). 
5.5 ”在 同一 坐标 系 里 ,表示 函数 y = kr + 5b 与 y = 总 (k 关 0,。 
天 0) 的 图 像 只 能 是 


(A) (B) (C) (D) 
《中国 广州 武汉、 福州 等 五 市 初中 数学 联赛 ,1989 年 ) 
[ 解 ] 若 始 >0, 则 y= 全 的 图 像 如 (4A),(B), 而 y = kr+6 如 
(B),(C),(D), 故 (B) 同时 满足 两 方程 
车 已 <0,y= 所 如 (C),(D),y = 好 + 如 (A), 不 能 同时 满足 


两 方程 . 
故 选 (B). 
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5.6 ”了 涌 数 | y |1=1 1- 1 的 图 像 形状 是 


9 党 术 





(A) (B) (C) (D) 


(中 国 江苏 省 苏州 市 初中 数学 竞赛 ,1985 年 ) 
[ 解 ] … i1y| 宇 0， 


故 函 数 定义 域 1z 1-1 宇 0. 
又 从 右 图 中 可 看 到 从 y = 1 x 1,y = 


| x 1 一 1 的 图 像 ,得 到 | y|1=1x1-1 的 
图 像 步骤 . 











故 选 (A). 
5.7 方程 1x-y1= 1-1x1 的 图 像 为 
》 》 
1 
ON Orr” 
2 2 2 
一 1 
(A) (B) (C) (D) 
(中 国 高 中 数学 联赛 ,1991 年 ) 
2 > 2 
加 2 | + VY TY， 
[ 解 ] 因为 i yy | yy xr 
四 ZX 之 0， 
”一 一 过 所， 





所 以 方程 1z- 交 1=1-)1 x | 等 价 于 


r-y=1-x,， 当 z 之 yy， 即 y=2rx+-1，Xx 宇 yy， 
y -x=1-7x, 


当 0 和 甩 zz< 愉 闪 ， 部 


y=1, 0<r<y, 
yy-x=1+x,， 当 x<0， 即 y=2r++1, xz<0. 
故 选 (DD). 
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5.8 若 y=-lIz-al+p 和 yy=lizr-cl+ad 的 图 像 交 于 
(2,5) 和 (8,3) 点 , 则 a + c 等 于 
(A)7. (B)8. (C)10. (D)13. (E)18. 
(第 S0 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1999 年 ) 


[ 解 ] 作 题 设 有 
5=-|12-al+b, 和 $=12-~-cl+d, 
8=—|18—ali+t+5b 8=|18-cl+d. 
每 组 两 式 两 边 相 减 可 有 
12-al-|l18-a|=3 (1) 
18-c1-12-cl|=3 (2) 


在 区 间 a 所 2, 2 < a<8, a >8 上 讨论 (1) 式 ; 
在 区 间 c 过 2, 2 < c < 8, 0 > 8 上 讨论 (2) 式 可 解 得 a = 6 二 ， 


1 
C 二 3 了 
因而 a +fc = 10. 
故 选 (C). 


5-9 如 图 ,正比 例 函 数 > = x 和 y= azr(a y 
> 0) 的 图 像 与 反比 例 函数 y= 忒 (k > 0) 的 图 像 


分 别 交 于 A 点 和 C 点 .车 Rt 全 AOB 和 Rt 人 COD C 

的 面积 分 别 为 S| 和 S$;, 则 S| 与 S; 的 关系 是 ye 
(A) Si1 > S;. (B) Si = S,. 
(C) SI < S,. (D) 不 确定 . 


(中 国 初 中 数学 联赛 ,1992 年 ) 
[ 解 ] 设 A 点 坐标 为 (zj ,yj),C 点 坐标 为 (zx, yy,). 
则 TIYl 一 k ,2y2 = k. 
又 由 Si = 方 zly， 92 = 方 zayo， 则 S = 5S,. 
故 选 (B). 
5*:10” 消 数 y=|||x1-11-1 | 的 图 像 与 x 轴 围 成 的 封闭 区 
域 的 面积 是 
(A) 2. (B) v2. (C) 1. (D) 方 ， 
(第 1 届 “ 希 望 标 ” 全 国 数 学 洲 请 赛 ,1991 年 ) 
[ 解 ] 依次 作出 
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注 避 泣 记 六 妾 


几 RH 四 





深入 


y=1ixi, y=|1x1|-1, 





y3=|1izxzl-11, 

yy=|ilxlI-11i-1 .=z)- 

y=||ixi-1|1-1| + 
的 图 像 . 易 求 得 题 设 隙 数 图 像 与 x+ | 和 = 人 一 站- 
轴 围 成 的 封闭 区 域 面积 为 ”| 

1 z 
SS 二 2， ( 方 :2:1)=2. 
故 选 (A). 


5.11 内 方 程 |1x 一 11+1 yy 一 11= 1 确定 的 曲线 所 围 成 的 图 形 
的 面积 是 
(A)1. (B) 2. (C) x. (D) 4. 
《中 国 高 中 数学 联赛 ,1982 年 ) 
[ 解 1] 题 设 方程 可 化 为 下 面 四 组 等 价 形式 
ZX 一 1 之 0， 
人 1 之 0， 
一 1+y 一 = 1; 
-10,， 
| 
1 一 x+y 一 1 = 1 
7Z 一 1 过 0， 壹 一 工 之 0， 
-se -sa 
1 -xrx+l-y=1; TT—-1+1-~-y=1. 
作出 图 像 , 即 可 得 出 面积 为 2. 
[ 解 2] 利用 坐标 平移 
TT 三 XX-1, 
; = y-—1, 
则 原 方程 变 为 ”| x 1+ly |= 1. 
易 见 图 形 所 围 面积 为 2( 注 意 坐 标 平移 不 
改变 图 形 的 面积 大 小 ). 
故 选 (B). 
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第 2 节 二 次 函数 


5.12 ”方程式 x? -27z =0 的 根 可 由 图 形 法 求 得 , 即 等 于 求 下 列 各 
组 方程 式 交点 的 横 坐 标 ,其 中 有 一 组 例外 为 

(A) y = x’, y = 27. (B)y= x*—-2xr,y=0. 
(C)y= x,y= XxX-2. (D)y= x -2x+1,y=1. 
(E)y= x*—1,y=2xr-1. 

(第 2 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1951 年 ) 
[ 解 ] 方程 x* -2x = 0 可 等 价 于 z 
Xx =2x 或 z-2rz+1l1=1 或 x -1=2r-1. 


故 选 (C). 
5.13 ， 如 表 





所 示 ,z 与 y 的 关系 式 为 


(A) y= 47 一 1 (B)y= x ~7x +x+2. 
(C)y= x +zx+1. (D) y= (x+zx+1)(r -1). 
(E) 非 上 述 答案 . 


: (第 3 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1952 年 ) 
[ 解 ] 由 设 可 看 出 y 之 间 差 依次 为 4,6,8,10, 知 其 为 二 阶 等 差 数 
列 , 即 图 数 关 系 应 为 y = ar + ar+rc 型 . 
首先 可 排除 (4A),(B),(D). 经 验算 (C) 适合 . 
故 选 (C). 


5.14 看 男 数 y = 六 (2 — 100x + 196+| x* — 100x + 196 |), 
则 当 自 变量 x 取 1,2,3,…,100 这 100 个 自然 数 时 ,函数 值 的 和 是 


(A)5S40. (B)390. (C)194. (D)97. 
(中 国 初中 数学 联赛 ,1999 年 ) 
[ 解 】 .x -100x + 196 = (x -2)(x -98), 


当 2 之 x 这 98 时 ， 
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葵 钦 薄 六 -家 过 


二 第 





9 尝 基 你 


| x* ~ 100x + 196 |=- (x — 100x + 196). 
故 当 自 变量 x 取 2,3,… ,98 时 函数 值 为 0. 
而 当 z 取 1,99,100 时 ， 
1x2-100z+1961= x* ~ 100x + 196. 
所 以 ,所 求 的 和 为 
(1 — 2)(1 ~ 98) + (99 -2)(99 — 98) + (100 -2) . (100 — 98) 
= 97 + 97 + 196 = 390. 
故 选 (B). 
5.15 要 描绘 f(z) = ar2+ bx +c 的 图 像 , 须 作 一 表 . 对 于 x 的 
值 以 等 间 隐 的 值 增加 时 ,区 数 的 值 依 次 为 3844,3969,4096,4227,4356， 
4489,4624 及 4761 ,其 中 有 一 不 正确 者 为 
(A) 4096. (B) 4356. (C) 4489. 
(D) 4761. (E) 非 上 述 答案 . 
《第 3 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1952 年 ) 
[ 解 ] 考虑 函数 值 ; 
FUziFz+Ah)Fz+28) f(x + 7h),h 为 等 间隔 . 
由 f(rt+h)- fr) = 2ahr + ah: + 6h, 
知 图 数值 差 为 x 的 一 次 式 , 即 成 正比 例 , 换 言 之 , 函数 值 差 之 差 为 恒 量 
(二 阶 等 差 数 列 ). 考虑 下 列 各 数 两 两 之 差 : 


3844 3969 4096 4227 4356 4489 4624 4761 


V VVV VVV 


相 邻 数 差 125 127 131 129 133 135 137 

显然 4227 为 不 正确 者 . 

故 选 (五 ). 

5.16 滑 数 y =- + pr +g 的 图 像 与 x 轴 交 于 (a,0) 和 (4,0) 
两 点 , 若 < 1< a, 那么 

(A)pt+g>1. (Bpt+g=1. (Opt+g<1. (Dip >0. 

(“祖冲之 杯 ” 初 中 数学 洲 请 赛 ,1993 年 ) 
[ 解 】 由 题 设 知 a ,5 为 方程 x* 一 px 一 g 二 0 的 两 根 , 由 韦 达 定理 
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p+gq= (a+6b)-ab= (ae 一 了 (=-5)+L 

注意 到 <1<a,， 因而 p+g>1. 

故 选 (A). 

5.17 ” 设 抛 物 线 y = x*+ kx +4 和 x 轴 有 两 个 不 同 的 交点 (x1， 
0),(z2;0). 则 下 列 结论 中 一 定 成 立 的 是 

(A) rf + x7 = 17. (B) rf + x = 8. 

(C) zt+ Xx? > 8%. (D) zi + x < 17. 

(中 国 江苏 省 初中 数学 竞赛 ,1990 年 ) 
[ 解 ] 题 设 条 件 即 方程 xz+ kx +4 = 0 有 两 个 不 同 的 实 根 ri， 


Xx2; 知 判别 式 A = &* 一 16 > 0, 或 k* > 16. 入 
又 由 韦 达 定理 有 xj + zz = 一 有 ， xizz =4. 等 五 
rT1+ Xi = (zi+z)2 -2xrz = kr-8>16-8=8. Pe: 

故 选 (C). 由 


5.18 ” 右 图 为 二 次 函数 y = az + bx + c 图 像 的 一 部 分 ,根据 图 
像 判 断 ,下列 答 案 正 确 的 是 

(A)a—-b+c=0. 

(B)a~b+c>0. 

(C)a-b+c<0. 

(D) a -5+c 值 的 范围 一 般 不 能 确定 ,要 根据 a ,65,c 的 具体 数值 . 

(中国 福建 省 初中 数学 竞赛 ,1984 年 ) 

[ 解 ] 当 x=0 时 y=1， 则 c=1. 

又 当 z=1 时 >y =0， 则 a+b+c=0. 

旦 抛物 线 开口 向 下 , 知 a < 0. 

注意 到 当 a =-1，65=0 时 ,有 a-b+c=0. 

而 当 a=-2，b5=1 时 ， 有 a-b+c<0. 

故 选 (站 ). 

5.19 已 知 二 次 函数 y = azr? + br +c 的 图 像 如 下 右 图 ,下 面 不 
等 式 结论 正确 的 是 

(A) 4ac - 6* >0. (B) abc > 0. 
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式 有 两 实 根 , 则 4 = 上 -4ac > 0. 则 否定 (A). 


a 


图 像 的 对 称 轴 , 则 


(C) apc < 0. (D)a(b+c)>0. y 
(祖冲之 杯 ” 初 中 数学 邀请 赛 ,1991 年 ) | 
[ 解 ] 从 题 设 图 像 首先 有 a > 0, 且 二 次 三 项 x 


们 
\ 


又 知 两 根 异 号 且 正 根 绝对 值 大 , 则 一 < 0， 
< 0; 因 。 > 0, 知 5 之 0,c < 0. 可 否定 (C),(D)， 


故 选 (B). 
5.20 如 图 ,直线 x+ = 1 是 二 次 函数 


y= ar*+brti+c 


(A)a+t+bi+c>0. (Bob>atc. 
(C) c > 20. (D) abc < 0. 





(中 国安 徽 省 合肥 市 初中 数学 竞赛 ,1990 年 ) 


的 图 像 的 对 称 轴 , 则 


[ 解 ] 令 z=1, 则 a + 5+c < 0, 排除 (A). 

邻 工 = 一 1, 则 a +c > 5, 排 除 (B). 

又 a>0,c<0(rz=0 时 y= 0), 由 - 隐 =1, 有 65<0， 
abc > 0, 排 除 (DD). 

故 选 (C). 

5.21 如 图 ,直线 zx = 1 是 二 次 函数 


y= ar2+ar+rec 





(A)a+b+c<0. (Bb<atrc. 
(C) c < 20. (D) abc > 0. 

(中 国 江苏 省 初中 数学 竞赛 ,1989 年 ) 
[ 解 】 从 图 像 上 可 见 : 当 工 = 1 时 ,y >0, 又 y-1=at+65+c, 则 


(A) 不 真 ; 
yi=a-p+c<0 或 b>a+t+c, 可 否 (B). 
又 a <0, c = y-0 > 0, 及 对 称 轴 工 =- 世 =1>0, 知 5 >0， 


174 | 世界 数学 奥林匹克 解 题 大 辞典 








则 ap < 0. 

知 (DD) 不 真 . 

故 选 (C). 

5.22 如 图 x = 1 是 抛物 线 y = ax*+ pr + 
的 对 称 轴 . 则 下 列 关系 一 定 成 立 的 是 


(A) abc > 0. (B)a+b+c< 0. 
(C) 5<ar+c. (D) 2c < 356. 
(E) c > 22. 





(中 国 四 川 省 重庆 市 初中 数学 竞赛 ,1984 年 ) 
[ 解 ] 由 题 设 图 形 则 有 


bo _- 

25 二 上 人 
yx:1=a+t+pbt+e>0, 
y--1I=a~“b+c<0. 


由 四 得 < =- 方 5 代 和 人 国有 - 疙 -o+c<0， 即 36 > 2c. 


故 选 (DD). 
5.23 已 知 二 次 函数 v = azx + brx+c 的 图 像 
如 图 所 示 , 则 下 列 6 个 代数 式 ab,ac,a+b+c,a 一 
b+c,2a+b,2a—b 中 ,其 值 为 正 的 式 子 个 数 为 
(A)2 个 . (B) 3 个 . 
(C) 4 个 . (D) 多 于 4 个 . 
(中 国 初中 数学 联赛 ,1989 年 ) 
[ 解 ] 图 像 开 口 向 下 ,; 则 a < 0; 顶 点 横 坐 标 
0< 3 < 1, 则 >0,2a+p<0. 因 而 co<0， 
2a 一 < 0. 
又 当 z=0 时 ,>y =c<0， 因 而 cc >0. aa-p+cx<x0. 
当 z=1 时 ,>y=a+p+c>0. 所 以 6 个 代数 式 中 上 共有 2 个 为 正 . 
故 选 (4 ). 
5.24 ”抛物 线 y = ar2+ear+c 以 (4,2) 为 ， 
项 点. 若 (2,0) 在 抛物 线 上 , 则 abc 等 于 
(A) - 12. (B) - 6. (C) 0. 
(D) 6. (E) 12. 
(第 37 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1986 年 ) 
[ 解 ] 依 题 设 知 抛物 线 过 (2,0),(4,2),(6， 
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淮 到 水 广 - 角 营 


FH 





onl 


0) 点 , 则 有 
l6a + 46+c = 2, 
4a+2b+c¢c = 0, 
36a + 6 +rc = 三 0. 
解 得 4 =- 了， 5=4，c=-6. 则 abc = 12. 
故 选 (五 ). 
5.25 函数 y= arz+paor+cla >0,5<0c<0) 的 图 像 ( 示 
意图 ) 为 


YY 


(B) (C) (D) 
(中 国 吉 林 省 七 市 .地 初中 数学 竞赛 ,1984 年 ) 

[ 解 ] 由 题 设 知 A = 6b* -4ac >0, 则 方程 有 两 不 等 实 根 , 故 可 否 
(A),(B). 

又 抛物 线 对 称 轴 方 程 为 x = - 学 > 0, 则 否 (C). 

故 选 (DD). 

5.26 ”适当 选取 a ,5b 与 c, 方 程 arz + by 二 c= 0 与 方程 y = ax- 
+ ar+ec 的 图 像 可 以 是 


米 灶 全 术 


(B) (C) (D) 
(中 国 江 西 省 南昌 市 初中 数学 竞赛 ,1991 年 ) 


[ 解 ] 由 (A) 中 抛物 线形 状 可 知 a > 0, -区 > 0, 则 6 <0. 
又 Z=0 时 y=c<0， 
a>0， 且 <0，c<0. 
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而 直线 cr + by + c = 0 在 上 述 条 件 下 恰好 为 (A) 图 中 形状 . 
仿 上 不 难 分 析出 (B),(C),(D) 均 不 受 . 

故 选 (A). 

5.27 已 知 函 数 y = ez + 和 yy= ax* + br +c, 那 么 它们 的 


图 像 是 
弛 y y vy 
SA x > ” 人 
2 0 < 
(B) (C) 


(D) 
(中 国 福建 省 初中 数学 竞赛 ,1983 年 ) 
[ 解 ] a > 0, 抛 物 线 开口 向 上 ;直线 y = ar +5 的 斜率 为 正 , 则 可 
否 (A). 类 似 地 可 否 (D). z 
又 对 于 (B) ,直线 截 距 5 > 0, 抛 物 线 开口 朝 上 知 a > 0, 这 样 其 对 


称 轴 x =- 二 < 0, 则 (B) 不 真 . 


故 选 (C). 
5.28 下面 四 图 中 ,直线 方程 为 y = ar + 0, 抛物 线 方程 是 y = 
ar + 5. 其 中 仅 有 一 个 图 可 能 正确 ,正确 的 图 是 


(A) 





y y 
6 “ 0 - 
(A) (B) (©) (D) 


(中 国安 徽 省 合肥 市 初中 数学 竞赛 ,1985 年 ) 
[ 解 ] 由 题 设 知 ,直线 与 抛物 线 和 皆 过 (0,5) 点 , 则 可 否 (B), (DD). 
二 抛物 线 开口 朝 上 , 则 a > 0, 则 直线 斜率 亦 大 于 0, 则 否 (C). 
故 选 (4 ). 
5.29 设 a,m,n 均 为 常数 月 a 关 0, 则 二 次 函数 y= a(zr+ 
Mm) (xz+ nn) 与 一 次 消 数 y= az + mn 在 同一 坐标 系 中 的 图 像 位 置 关系 
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名 HH 洲 





该 说 


只 可 能 是 下 面 四 个 图 中 的 


小 


情 让 国 河北 省 条 中 数学 况 赛 ， 1993 年 ) 

[ 解 】 着 a >0, 从 抛物 线 开口 方向 和 直线 斜率 上 看 可 以 否 (B). 

从 (4) 看 ,二 次 申 数 两 根 符 正 , 即 刀 <0，7 < 0. 

则 xz >0, 即 y= artmn 的 截 距 在 > 轴 正 向 . 

从 (D) 看 ,二 次 函数 两 根 篆 负 , 仍 有 mn > 0. 从 直线 截 距 上 看 可 否 
(DD). 司 理 可 否 (C). 

故 选 (A). 

5.30 ”图 数 1y1= 妆 -1 的 图 像 大 致 形状 是 下 列 图 像 中 的 实 线 部 
分 的 是 





(A) (B) (C) (D) (E) 
(中 国 吉林 省 八 市 初中 数学 竞赛 ,1986 年 ) 


[ 解 ] 首先 由 |y|= x? 一 1 及 1y| 宇 0, 知 函数 无 xz*?-1<0 的 
图 像 ,可 否 (A),(C),(E). 

又 ly1l= x 一 1]， 可 化 为 +y= x*-1(x?-1 袍 0), 

故 选 (D). 

5.31 ”函数 y = 1 一 | x -x?*| 的 图 像 大 致 形状 是 

(A) 图 中 的 实 线 部 分 ”(B) 图 @ 中 的 实 线 部 分 . 

(C) 图 @ 中 的 实 线 部 分 . (D) 图 @ 中 的 实 线 部 分 . 

(中 国 初中 数学 联赛 ,1985 年 ) 
[ 解 1] 因 x :x = 0 的 根 为 0 及 1， 


故 y=1-jr-x l=1-|x -x| 
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1+x 人 -rr，0 迄 工 生 1 
1 一 x +X，X<0, 或 x>1. 





图 中 图 芝 图 (3 图 @ 
由 二 次 函数 的 图 像 可 知 ,函数 y = 1 -1 x - x? | 的 图 像 的 大 致 形 
状 是 图 @ 中 的 实 线 部 分 . 


故 选 ( 品 ). 

[ 解 2] 由 设 y= 1-|x -x | 之 1, 知 其 图 像 在 y = 1 下 方 , 则 
可 否 (A),(B),(C). 

故 选 (D). 

5.32 f(x) 是 定义 在 全 体 实 数 上 的 偶 靖 数 , 它 的 图 像 关 于 x = 2 
为 轴 对 称 . 已 知 当 x € (- 2,2] 时 f(x) 的 表达 式 为 - x*+ 1. 则 当 
XE(~-6,— 2) 于, f(x) 的 表达 式 是 

(A)— xz + 1 (B) - (x -2)2+1. 

(C) - (x +2)+1. (D) ~ (x +4)+1. 

(中 国 北京 市 高 中 数学 竞赛 ,1990 年 ) 

[ 解 ] 先 在 (- 2,2] 上 作出 y = - x?+ 1 的 图 像 . 由 设 y = f(z) 
图 像 关于 x = 2 对 称 , 故 可 作出 [2,6) 上 的 函数 图 像 ,其 方程 为 

y=— (x—-4)+1, 





又 y= f(z) 是 侦 汝 数 , 即 其 图 像 关 于 vy 轴 对 称 ( 如 图 ), 则 在 (一 6， 
一 2) 上 f(x) 的 表达 式 为 
— (+4) +1. 


故 选 (DD). 


世界 数学 奥林匹克 解 题 大 辞典 179 


泣 可 漂 着 - 慨 营 


名 上 梁 





和 


5.33 ”在 坐标 平面 上 有 两 个 区 域 M 和 N.M 是 由 y 宇 0,y 记 x 了 和 
y 之 2 一 x 这 三 个 不 等 式 决定 的 .NN 是 随 t 变化 的 区 域 , 它 由 不 等 式 上 所 
x 亿 +1+1 所 确定 ,i 的 取 值 范围 是 0 才 1 志 1. 设 MM 和 N 的 公共 面积 是 
也 数 f(z), 则 F(z) 为 


(A) - 22 二 e+ (B) -2j2 + 21. 
(C) 1 一方. (D) 方 (1 -2)? 


(中 国 高 中 数学 联赛 ,1981 年 ) 
[ 解 】 依 题 意 ,AM 和 NN 的 公共 部 分 是 右 图 中 所 示 阴 影 部 分 , 它 的 





面积 
Fi) = 工 - ee ~ 方 (1 — 1) 
= 一 +1+ 方 (0 之 1 芯 1). 
故 选 ( A). 


5.34 一 质点 放 在 抛物 线 y= x*-x+-6 上 
的 一 点 P(P 的 纵 坐 标 是 6) ,车 质点 可 以 自由 沿 抛物 线 深 落 到 点 Q(Q 
的 纵 坐 标 是 - 6) ,那么 此 质点 水 平移 动 的 最 近 距 离 是 
(A) 5. (B) 4. (C) 3. (D) 2. (E) 1. 
(第 9 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1958 年 ) 
[ 解 ] 由 设 点 PP 的 坐标 为 (4,6) 或 (- 3,6); 而 点 y 








Q 的 坐标 为 (0, - 6) 或 (1, - 6). ' 
由 对 称 性 且 依 题 意 ,质点 从 (4,6) 滚 至 (1, - 6) 或 1 

由 (- 3,6) 滚 至 (0, - 6). 人 
则 质点 移动 水 平 距 离 为 

4-1=3 或 0-(-3)=3. 

故 选 (C). 
5.35 ”一 抛物 线 最 大 高 度 为 16 英寸 , 跨 。 

度 为 40 英寸 ,在 离 中 心 M5 英寸 的 地 方 , 弧 的 “TT 

高 度 (以 英寸 为 单位 ) 是 
(A) 1. (B) 15. (C) 15 
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1 3 
(D) 15 了 (E) 15 7 


(第 20 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1969 年 ) 
[ 解 】 建立 坐标 系 , 使 抛物 线 顶 点 位 于 y 轴 , 且 沿 跨度 建立 横 轴 ， 
中 心 M 为 坐标 原点 . 
因 抛物 线 顶点 为 (0,16) , 故 其 方程 为 y = axr” + 16. 
又 其 过 (20,0) 点 ,代入 上 式 可 求 得 





当 z=+S 时 ,得 = 15. 


故 选 (B). 

5.36 ”如 果 x*--5r+6 达 0 以 及 p(x) = x*+5x+6, 则 
(A) p(xzr) 能 取 任 意 实 数值 . (B) 20 < plx) < 30. 
(C) 0 < pz) < 20. (D) p(x)}< 0. 


(E) p(x) > 30. 
(第 18 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1967 年 ) 
[ 解 ] 设 f(x)= x*-5r+6 
= (x —2)(xr 一 3). 
由 f(x)<0， 得 2<x<3. 
X plr)= f(- xz), 
故 ”p(x) 在 2 < zx<3 变 化 相当 于 
f(x) 在 -3<x< 之 -2 之 间 变 化 . 
f/f(-3)= 30, f(-2) = 20. 
则 20 < p(x) < 30, 
故 选 (B). 
5.37 ” 若 二 次 函数 y = ar + bx + cl(a 关 0) 的 图 像 的 顶点 在 第 
一 象限 , 且 过 点 (0,1) 和 (- 1,0), 则 S = a + 5+c 的 值 的 变化 范围 是 
(A)0 < S < 1 (B)O<ZS<2. 
(C)l<S<2. (D) -1<S<1. 
(中 国 陕 西 省 初中 数学 竟 赛 ,1997 年 ) 
[ 解 1] 分 别 令 x=0,y=1 和 x=-1,， y 三 0， 
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同上 小 


a 节 朵 





求 得 c=1,a= 6b-—1. 

'. S=a+t+b+t+c = 204. 

由 题 设 知 - 才 > 0, 且 a < 0, 可 推 知 2 > 0. 

又 由 5=a+t+1 及 a <<0 可 推 知 26 < 2. 

0<S<2. 

故 选 (B). 

[ 解 2] 对 照 选择 支 (A)、(B)、(C), 应 排除 (A)、(C). 

再 令 S=0, 即 <+8a+c=0， 

而 当 过 =0 时 ，c=1,， cc+p= 一 1; 

当 过 =-1 时 ,= a+1. 

从 而 5 = 0, 与 -之 > 0 矛盾 . 故 又 可 排除 (D) 

故 选 (B). 

[ 解 3] 排除 (A)、(C) 如 上 . 

又 车 a+5+c = 0, 则 当 x=-1，x = 1 时,y 值 都 为 0, 可 见 y 
轴 是 抛物 线 的 对 称 轴 ,但 这 与 抛物 线 的 顶点 在 第 一 象限 矛盾 , 故 可 排除 
(D). 

故 选 (B). 
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第 六 章 ”初等 超越 畏 数 (一 ) 






第 1 节 指数 与 指数 函数 


6*1 假定 有 两 个 命题 : 

命题 甲 ; a 是 大 于 0 的 实数 . 命题 Z:a > 5 且 a > 0 
那么 

(A) 甲 是 乙 的 充分 而 不 必要 条 件 . 

(B) 甲 是 乙 的 必要 而 不 充分 条 件 . 

(C) 甲 是 乙 的 充分 必要 条 件 . 

(D) 甲 既 不 是 乙 的 充分 条 件 也 不 是 乙 的 必要 条 件 . 

(中 国 高 中 数学 联赛 ,1985 年 ) 

[ 解 ] 设 a>65，a 1!>6 7, 则 必 a >0( 事 实 上 ,者 ac<0, 则 由 . 
a>8 有 8b<0, 且 a71<po 1 逆 盾 ), 即 甲 是 乙 的 必要 条 件 . 

又 取 a =1，5=0.5， 这 时 a >5， 但 a-!<4 7 , 即 甲 不 是 
乙 的 充分 条 件 . 

故 选 (B). 

6.2 ”下面 是 一 位 同学 做 的 四 个 题 : 

(1) 6a3$ x 7 一 42416 

© (- ar) (- ar’) = a x’; 

G) (一 19890 )128? 1; 

© [(- 3)"P = 3”. 


《1 7) 闪 久 入 向 - 投 芝 
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入 仿 


这 位 同学 做 对 的 题 共 有 

(A) 1 个 . (B) 2 个 . (C) 3 个 . (D) 4 个 . 

(中 国 四 川 省 初中 数学 竞赛 ,1989 年 ) 

[ 解 ] (DD, 结论 正确 ; 

对 于 四, 由 23 一 asx3, 知 @@ 错 ; 

对 于 ,由 [ 人- 3)” 2 一 (— 3)2™ 一 32m 一 (372) , 知 @ 错 . 

故 选 (B). 

6.3 者 a=(-3) ，0=-33，c=-3 , 则 下 列 结论 中 错误 
的 是 





(A) log3 a =—4. (B) lgbc = 0. 
(C) a ,c 互 为 相反 数 . (DD) a ,p 互 为 倒数 ， 
(中 国 四 川 省 初中 数学 联赛 ,1989 年 ) 
ar4_ 1 _1 
[ 解 ] 由 好 一 ( 3) 一 (— 3)4 34 > 0， 
而 c=-3*=- 训 <0， 
则 a ,c 互 为 相反 数 , 且 log3a = 一 4, lgbc = lgl = 0. 
故 选 (万 ). 
6.4 (- DCD “等 于 
(A) 1. (B)—1. (C) 土工 (D) 没 意 义 . 
(第 1 届 " 五 羊 杯 ”初中 数学 竞赛 ,1989 年 ) 
[ 解 ] … (DCD = 二 =-1， 
( DD = (- 1) 1 一 一 | 
故 选 (B). 
6.5 (-1)? +(-1)5 等 于 
(A) 2. (B) 1. (C) 0. (D) — 2. 


(第 2 届 “ 五 羊 标 ”初中 数学 竞赛 ,1990 年 ) 


[ 解 ] 因 m=? 为 偶数 ，n =5 为 奇数 , 则 
(~ D)”+(-1)"=0. 
故 选 (C). 
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a 


6.6 ”用 1,9,8,5 四 个 数码 构成 形 如 as 的 数 , 若 欲 使 其 值 最 大 ， 
则 c 的 值 为 
(A) 1. (B) 9. (C) 8. (D) 5. 
(中 国 上 海 市 高 中 数学 竞赛 ,1985 年 ) 


[ 解 ] 容易 推算 5 > 85,8?> 98 等 .这 样 55 ”是 值 最 大 的 数 , 即 


C 二 9. 
故 选 (B). 
6.:7 40. 5$” 这 个 数 的 位 数 ( 按 十 进 制 计 ) 是 
(A) 31. (B) 30. (C) 29. (D) 28. (E) 27. 


(第 35 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1984 年 ) 
[ 解 ] 将 4%5” 用 科学 记 数 法 (指数 记 数 ) 来 表示 ,有 
4°.5 = 2 .5% = 2 .10° = 128. 10°. 
这 就 表示 128 后 面 有 25 个 零 ,因此 一 共有 28 位 数 . 
故 选 (DD). 
6.8 设 a =192!，0 = 二 (999991)”?, 则 a 一 5 是 
(A) 不 小 于 1 的 数 . (B) 绝对 值 大 于 0 小 于 1 的 数 . 
(C) 不 大 于 - 1 的 数 . (D) 0. 
(中 国 北 京 市 初中 数学 竞赛 ,1991 年 ) 
[ 解 1] 由 65 = (999991) < (194 .8)P = 19”%. 25, 
又 a = 19! = 194 . 1915, 
则 a -6 > 19%(19!5 - 257) > 1976(165 — 257) 
1976(260 _ 257) 一 1976 257 。 (23 1) 
= 19% . 2357 .7. 





〈《 1) 楷 坟 徐徐 -各 党 


故 选 (A). 
[ 解 2] 65 = (999991) < (1042568)!” = (194.8)!? = 197 .257, 
a 二 1991 一 1978 » 19» > 1926 ， 18B 一 197 , 215 , 915 
> 1976 。 2 ， 81 一 . 197 » 260 ， 
a 5, 又 a,b 为 整数， 则 1a -5 二 革 

故 选 (A). 

6.9 一 个 计算 器 有 一 个 平方 键 ( 即 按 此 键 可 使 输入 的 数 变 成 它 
的 平方 ) ,还 有 一 个 倒数 键 ( 即 按 此 键 可 使 输入 的 数 变 成 它 的 倒数 ). 如 
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果 一 个 人 开始 先 输入 一 个 不 等 于 零 的 数 x ,然后 分 别 交 替 地 按 平方 键 
和 倒数 键 各 ”次 .假设 此 计算 器 是 完全 准确 的 ,那么 y 应 为 
(A)xzC2) ， (B)z22. (C)x-27. 
(Dxl 2n. (F) zDD 2a] 
《第 35 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1984 年 ) 
[ 解 ] 将 一 个 数 平方 ,可 以 看 做 是 取 它 的 2 次 寡 ; 而 求 一 个 数 的 倒 
数 , 则 可 以 看 做 是 取 它 的 - 1 次 客 , 因 此 无 论 按 计算 器 两 个 键 中 的 哪 一 
个 ,都 可 以 看 做 取 输 入 数 的 某 次 宕 . 
每 按 一 次 倒数 键 就 改变 一 次 x 指数 的 符号 ; 
每 按 一 次 平方 键 , 则 是 用 2 去 乘 x 的 指数 . 
这 样 合 起 来 ,每 按 一 次 平方 键 和 倒数 键 就 相当 于 用 - 2 去 乘 x 的 
指数 . 
因为 z 最 初 的 指数 是 1 ,所 以 它 的 最 后 指数 是 (一 2)*. 
故 选 (A). 
6.10 公式 N = 8. 108 . zx- 表示 某 团体 中 收入 超 过 xz 元 的 人 
数 , 收 入 最 高 的 800 人 的 最 低 收 入 至 少 是 
(A) 10%. (B) 1046.， (C) 108. (BD) 10®. (E) 1016. 
(第 11 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1960 年 ) 


[ 解 ] 由 800=8.108.7z- 得 z = 104. 


故 选 (4 ). 
6.11 7 为 正 整 数 ,和 若 a22 = 5， 则 2as” -4 的 值 为 : 
(A) 26. (B) 246. (C) 242. (D) 12 VS - 4. 


(中 国 北京 市 初中 数学 竞赛 ,1982 年 ) 
[ 解 ] 2ac2 -4= 2a23-4=2(c23 -4==2.53 -4=246. 
故 选 (B). 
6.12 若 102 = 25, 则 10!-* 等 于 
1 1 
(A) 5. (B) 2. (C) 5 (D) 50: 


(中 国 部 分 省 .市 初中 数学 通讯 赛 ,1988 年 ) 
[ 解 ]】 由 102 = 25, 可 得 10* = 5. 
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于 是 有 1047) = 10.10 = 10.(107) 1!= 10. -1 = 2. 


故 选 (B). 

6.13 设 z+ Vz-1= azm. 则 x- Vzxi-1 等 于 
Zn Zn Hm t+ 

(A) CCP (B) Cn 一 了 (C) a mn. (D) a mn ， 


(浙江 省 杭州 市 初中 数学 竞赛 ,1985 年 ; 
江苏 省 初中 数学 竞赛 ,1990 年 ) 


[ 解 ] 注意 到 (x + Vr-1)(x--vVx -1)=1, 则 











/一 一 1 一 、_ 
万 一 “ - 1] = 一 一 = (rzr+ X4 一 1) 
x+YVz-1 
m-n\-! md 
= (iw ) = a 初 
等 
故 选 (C). 
6.14 设 z=1+224，y=1+22. 那 么 y 等 于 
x+] xX+2 六 人 
(A (B) xz 二 1 (Or - 
(D) 2 - zx. (FE) 工 二 | 


站 


(中 国 北京 市 初中 数学 竞赛 ,1984 年 ) 
[ 解 ] ”由 题 设 有 z -1=22，y-1=2-b， 





故 (rz—-1)(y—-1)=2*.2?=1. 
__l __ 1 并 
则 yl1= y= +1= 
故 选 (C). 
6.15 若 a*=c=65 且 =ar*=4, 则 
(A) zy = gz. (B) 、 = 去. (C)xr+t+y= qt+z. 


(D)xz—-y=g-z. (E) az = oz. 
(第 2 届 美 国 高 中 数学 考试 ,19S1 年 ) 
[ 解 ] 由 = az， 有 c= ay. 


三， 
故 c =ay ”= ar， 有 r= BB zy = zg. 
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6.16 设 a,b 是 正 数 , 且 满 足 af = 及 45 = 9a, 则 a 的 值 是 
(A) 9. (B) 半 (ON. (DN. (EE. 


(第 36 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1985 年 ) 
[ 解 下 由 题 设 有 a?% = (9a)*， 则 a” = 9°. a， 


即 as 一 9? ， 或 as8a 一 (9 )8e 
则 ea = 9 = JW = 53. 
改选 (五 ). 


[ 解 2] 由 设 有 a” = (9a)*, 两 边 取 对 数 有 
9alga = al(lg9 + lga), 
即 8lga = lg9， 或 lga = lg98， 则 
a=98=34= 和 人. 
故 选 (五 ). 
6.17 将 的 底数 及 指数 均 改 为 原来 的 3 倍 所 得 的 数 记 为 ~, 其 
中 a,p > 0, 如 果 7r 等 于 a? 和 之 的 乘积 ,其 中 zx > 0, 那 么 xz 等 于 
(A)3. (B)3a’. (C)27a’. (D)2aY. (E) 3a*. 
(第 44 届 美国 高 中 数学 考试 ,1993 年 ) 
[ 解 ] 因为 > = (3a)” = [(3a)3]* = (27a3)s, 
又 了 =acr = (ar)’, 
有 (27a) = (ar)， 即 27a3 = ar， 则 x = 27a2， 
故 选 (C). 
1 
6.18 ”如 果 60° = 3 60s = 5, 那 么 12:(1- 外 是 


(A)Y3. (B)2. (CYy5. (D3. (EE) vE. 
(第 34 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1983 年 ) 


[ 解 ] 由 12= 名 = .的 - 601-s, 可 有 





60? 
VY 60°60? V3:5 : 
故 选 (B). 


6.19 阁 a>1, 且 5 是 正 有 理 数 ,又 aa+a* = 2V2, 则 
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a 一 a ”等 于 
(A) v6. (B) 2 或 -2. (C) -2. (D) 2. 
(中 国 天 津 市 初中 数学 竞赛 ,1983 年 ) 
[ 解 ] 考虑 (a -a*)?=(at+a)-4,， 即 
(a ~a?*) = (2Y2)*~4=4, 
又 a>1, 5>0， 则 a>a*，.. a-a*=2. 
故 选 (D). 
6.20 已 知 a > 1， 5 为 正 有 理 数 , 且 as+a ?一 2Y3, 那 么 a* 一 
a“ 的 值 为 
(A) -2Y3. (B) 2v2. (0O-2%.  (D) + 上 2V2. 
(中 国 广州 武汉 、 福 州 等 五 市 初中 数学 联赛 ,198S 年 ) 


[ 解 ] 由 (1- 寺 ) = (erD2 -4， 


又 a > 1，5 为 正 有 理 数 ,可 知 
qa?*= VvV(a+t+a*)y— = VvV (2v3)*— = V8 = 2 2. 
故 选 (B). 

1 


6:21 已 知 x= zi 和 y= Til >0，: 关 1), 则 x 与 y 的 关 
系 是 


(A) y = zy. (B) yi = 2. (C) y= 0. 
(D) x = y. (E) 非 上 述 答 案 . 

(第 20 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1969 年 ) 
[ 解 1] 依 设 且 注意 到 


司 > 涉 


初 
等 
超 
越 
加 
数 








- 
YY 一 = i 
革 者 | 
-了 _| 
夯 一 方面 = 
了 
因而 y=xi=x7， 即 y=x. 


故 选 (C)， 
[ 解 2] 由 上 知 y=tr， 则 yy=: ze， 即 


(logxr)y = (logiy)x， 或 log = logy， 
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党旗 季风 


DT=yY (. 1>0，: 关 1). 
故 选 (C). 
6.22 已 知 x = 方 (1991? - 1991 悄 ) (n 是 自然 数 ). 那么 


(xX 一 V1+ x?)* 的 值 是 


(A) 199171. (B) — 1991-1. 
(C) (~ 1)”1991. (D) (~ 1)”199171. 
(中 国 初中 数学 联赛 ,1991 年 ) 


[ 解 ] 因为 1+ zz = 1+ 直 (19917 ~ 2 + 1991-2) 
= 于 (19914 + 2 + 1991-4) 
2 
= | 二 (lo91 + 1991-+)] 
原 式 = [二 (19911 - 1991-7) 一 方 (19915 + 1991-$)]” 
= (- 19917#)" = (~ 1)"1991-1. 
故 选 (D). 


第 2 节 ”对 数 与 对 数 函 数 


6.23 已 知 函 数 y = jC 和 二 芝 -, 则 它 的 定义 域 是 
(A) [- 2,0) U (0,2]. (B) (0, 却 )U (二 ,2]， 
(oO -2 二 )U (4,2]. Do 

《中 国 北京 市 高 中 数学 竞赛 ,1990 年 ) 


[ 解 ] 要 分 子 有 意义 , 则 4- zx? 尘 0， 则 1 xz! 过 2， 
要 分 母 有 意义 , 则 lg(l x I+x)¥0,， 且 Ixlt+x>0, 


即 z>0， 上 且 zx 关 二 
综 上 ,函数 定义 域 为 (0, 荆 )U (十 ,2] 
故 选 (B). 
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6.24 +=—1 + 1 ” 的 值 是 属于 区 间 
C81 3 P33 

(A) (—- 2, — 1). (B) (1,2). 

(C) (~ 3, — 2). (D) (2,3). 


(中 国 高 中 数学 联赛 ,1983 年 ) 











1 上 lg 
lg 3 lg -3 
lge9 .lgl0 . lg27 
es 本 9 EJ 
而 lg3 < lg3 Ig3 Hj 2<r<3 
故 选 (DD). 


6:25 x,y>>0，Xx,y 隆 1， logxy + logyrx 的 取 值 范围 (区 间 形 
式 ) 是 
(A) (- % ,+ %). 
(B) (~ ,~ 2]U {2,1+ %). 
(C) (- co, -2) U [2, + %). 
(D) (- co， -2) U [2, + %). 
(第 2 届 "“ 和 希望 杯 ” 全国 数学 邀请 赛 ,1991 年 ) 
[ 解 ] 分 下 面 两 种 情况 考虑 : 
当 z>1l1，y>1 或 0<z<1，0<y<1 时 ，logy > 0， 
iog,zx > 0， 
这 样 logsy + logyz2 Vlogiy * logyr = 2; 
当 0< 过 < 1， y>1 或 z>1l1;0<y<1 时 ， 
log:y < 0, logyr < 0， 
这 时 一 (log;y +logyr) 宇 2， 即 logsy +log,z 扫 -2. 
综 上 logxy + logyrt € (~ %, -2]U {2,+%). 
故 选 (B). 
6.26 ”给 出 五 个 命题 : 
(1) 奉 a,b,a 一 5 都 是 无 理 数 , 则 a*+ 8 也 是 无 理 数 . 
(2) 在 & 为 整数 , 则 2 也 是 整数 . 
(3) 奉 a,b 都 是 有 理 数 , 则 as 也 是 有 理 数 . 
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《1 ) 柚 时 澳币- 林芝 








该 党 


(4) 对 于 实数 zy, 若 lg(zy) 有 意义 , 则 有 lg(xy) = jgz + lgy. 
(5) 若 a >5>0, 则 a? > 0. 
上 述 命题 中 是 正确 的 命题 个 数 是 
(A) 1 个 . (B) 2 个 . (C) 3 个 . (D) 4 个 . 
(“祖冲之 杯 ” 初 中 数学 邀请 赛 ,1988 年 ) 
[ 解 ] 若 a,5 是 两 个 互 为 相反 的 无 理 数 , 则 (1) 不 成 立 . 
知之 0, 旭 (2) 不 成 立 . 
若 a 尖 la 和 关 0; 5。 为 不 等 于 0, 日 大 于 -1 而 小 于 1 的 有 理 数 ， 
如 a = 2， 6 = 方 时 则 (3) 不 成 立 . 
若 工 之 0，y 过 0, 则 (4) 不成立. 
根据 选择 的 惟一 性 ,(5) 是 正确 的 . 
故 选 (A). 
6.27 ” 设 有 一 个 正 数 xz 恰好 满足 下 面 四 个 条 件 中 的 三 个 
( 胃 )| x -2.51<1.5:; 
( 乙 ) Vz* + x +1 不 是 整数 ; 
(两 ) zx 是 整数 ; 
(J ) log.10 > 2. 
那么 xz 不 满足 的 条 件 是 
(A) 甲 ， (B) 乙 .， (CC) 再. (D) 丁 (GE) 不 能 确定 . 
(中 国 北京 市 初中 数学 竞赛 ,1983 年 ) 
[ 解 ] ( 甲 ) 条 件 等 价 于 1 < x < 4. 
( 乙 ) 条 件 对 任意 正 整数 x 均 成 立 . 
《 丁 ) 条 件 等 价 于 0 < rz< Vi0(r 关 1). 
这 样 , 若 正 数 x 满足 ( 丙 ), 则 xz 为 正 整数 . 当 x = 2 或 3 时 该 数 不 
但 满足 ( 丙 ) ,同时 也 满足 ( 甲 ) ,( 乙 ),( 丁 ). 这 与 题 设 x 只 满足 四 个 条 件 
中 的 三 个 相抵 . 
因此 xz 必 不 满足 ( 丙 ). 
故 选 (C). 
6.28 xz 为 任意 实数 ,下 列 能 成 立 的 等 式 是 
(A) VET = Viti. vcT 
(B) 10gz = zx. 
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(C) zx9 = 1. 
(D) VYzx =-“V= x(n 为 自然 数 ). 
(中 国 广州 武汉、 福州 等 五 市 初中 数学 联赛 ,1985 年 ) 
[ 解 ] 若 z< 1 时 , 则 (A) 不 成 立 ; 
在 x 必 0 时 , 则 (B) 不成立; 大 x = 0 时 , 则 (C) 不 成 立 ; 
而 x 取 任 意 实数 时 , (了 ) 成 立 . 
故 选 (DD). 
6.29 ”下列 四 对 嚼 数 中 ,图像 形 状 相同 的 一 对 是 
(A) y = iogsz 和 y = 2iogsz. 
(B) y= x? 和 y= 10%. 


Os eh -+1 


TT—1 
十 1 
1 和 y= 并 一 下 
(第 2 届 "“ 希 望 杯 ” 全 国 数学 邀请 赛 ,1991 年 ) 
[ 解 ] 由 y= 壮 二 | = 1+ 一生 7, 其 图 像 可 由 y = 之 右 移 一 单 
位 ,再 上 移 一 单位 得 到 , 则 它们 的 图 像 形状 相同 . 


(D) y = 





故 选 (C). 
6: , 阁 lgm = jg， 则 yx 等 于 
(ME Bo (Ol0m Ds. (EL. 


(第 1 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1950 年 ) 
[ 解 ] 注意 到 lgm = 6 -lgn = lg10? ~ lgn = lg 了 ， 


则 m= 0 
放 选 (E) 
6.31 若 lg2 = a，lg3 = 5， 则 logs12 等 于 
a+b 2a+b at+26b 
(A) Ta (B) 1l+a (CO) 1l+a 
2a+b a+26 
(D) 1l~ai (ET 1 一 a- 


(第 12 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1961 年 ) 
[ 解 ] 由 换 底 公式 有 
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a 





TD 2 lel2 _ B+2l2 _ 24a+b 
B54 gs lgl0-lg2 1-ai 


故 选 (D). 
6.32 若 a = logs225, 且 8 = log215, 则 用 6b 表示 a 等 于 
(了 (名 (Ob (DY (FE) 26 


(第 13 届 美国 高 中 数学 考试 ,1962 年 ) 
[ 解 ] 由 设 有 8° = 225， 22 = 15. 
即 ”234 =15?，22 =15?， 从 而 34a =25， 或 a = 二 6. 
故 选 (B). 
6.33 若 logss3 = p ,log35=g ,那么 用 p 和 g 表示 lg5 等 于 





3p+g 1 + 3pg 

(A) pg. (B) s (C) pto 
3pg 2 ， 2 
(D) 1 3 . (E) p* + gq”. 


(第 25 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1974 年 ) 
[ 解 ] 由 题 设 我 们 有 3 = 8? = 23?，5 = 34. 
所 以 5 = (232)9 = 23 和. 


因此 lg5 = lg23% = 3pglg2 = 3palg 


又 因为 lg = lg10 -~ lg5 = 1 - lg5， 我 们 有 
lg5 = 3pg(1 — lg5), 
_ _3pg 

即 lgS = [3 六 

故 选 (DD). 

6.34 ” 若 已 知 lg8 = 0.9031, 及 lg9 = 0.9542, 则 不 用 对 数 表 惟 一 - 
无 法 求 得 的 对 数 是 

(A) lg17. (Blg. (Cigl5. (D) lg600. (E) lg4. 

(第 2 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1951 年 ) 

[ 解 ] 由 对 数 性 质 有 lg8 = lg23 = 3lg2， lg9 = lg3? = 2lg3. 

则 lg2， lg3 可 求 . 
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又 lg 了 HF=lgg=1- le- 1 - 3lg2， 可 求 ; 
lgl5 = lg3 + lg5 = lg3+ 1 le2， 可 求 ; 
lg600 = lg100 + lg6 = 2+ lg2+ lg3， 可 求 ; 
lg4 = 2lg2， 亦 可 求 . 

但 ”lg17 = lg(8 + 9) ,无 法 据 题 设 求 出 其 值 . 


故 选 (4 ). 

6.35 若 1lg3 = 0.47712 , 则 下 列 四 个 对 数值 中 错误 的 一 个 是 
(A) lgl.5 = 0.17609. (B) lg5 = 0.69897. 

(C) lg2 = 0. 30103. (D) lg7 = 0.84519. 


(第 1 届 “ 希 望 标 ”全 国 数学 邀请 赛 ,1991 年 ) 
{[ 解 ] 者 (A) 错 , 则 由 lgl.5 = lg3 - lg2, 即 
lg2 = lg3 - lgl.5 = 0.47712 - 0.17609 = 0. 30103, 
知 (C) 也 错 ,与 题 设 不 符 . 故 (A),(C) 都 真 . 
又 ”lg2 + lg5 = 0.30103 + 0.69897 = 1, 由 (C) 真知 (B) 真 . 
只 有 (DD) 错 . 
故 选 (DD). 
6.36 lg(V3+V5+ V3- 号 ) 的 值 等 于 
(A) 方 。 (B) 1 (CO 2Y3. (D) lg6. (BE)2V5， 
(中 国 北京 市 初中 数学 竞赛 ,1984 年 ) 
[ 解 ] lg(V3+Y5+ V3-Y5) 


le(V3rR + VI) 

= 3lel3+ V5 +2V(3+V5)(3 — V5) +3- 5] 
了 
2 


二 交加 


初 
等 
超 
越 
通 
教 





lg10 = 消 ， 

故 选 (A). 

6.37 (+ JI)2ogl6s-6 六 是 

(A) 无 理 数 . (B) 正 整数 . (C) 正 分 数 . (DD) 负 分 数 ， 
(中 国 福建 省 初中 数学 竞赛 ,1984 年 ) 

[ 解 ]  (¥3+V2)(73 -V2)= 1， 则 
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RR Daos- 057- 二 


改选 (CC ). 

6.38 车 y = logs6. logs7. logy8， loggs9. logs10 ,那么 

(A) y € (0,1). (B)y=1. (C) y € (1,2). 
(D)} y = 2. (E) y € (2,3). 


(中 国 上 海 市 高 中 数学 竞赛 ,1982 年 ) 
[ 解 ] 利用 对 数 换 底 公式 有 
_ lee lig .lg8 .le .lel0 _ lg10 


”lgs lg6 lg7 lg8 lg9 lg5 | logs10. 
logs $ < logs 10 < logs 25, 
即 有 1<y<2. 
故 选 (C). 
6.39 者 y= (log 3)(log3 4) . … : (og [fn + 1])..…. 
(log3t 32), 那么 
(A) 4< vv< 9. (B) y= 5. (C) 5<y<6. 
(D)y=6. (E)6<y<7. 


(第 28 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1977 年 ) 
[ 解 ] 由 换 底 公式 有 


_lgB3 .le4,....le(n+1).... le31 lg32 
> lg2 lg3 lgn lg30 lg31 
lg32 
= log32=5 
lg2 


故 选 (B). 
6.40 lg(tgl ) + lg(tg2°) + lg(tg3°) + .… + lg(tg88°) + lg(tg89°) 


的 值 为 


(A) 0. (B) ties, (CO) 六 | 
(D) 1. (E) 以 上 都 不 是 . 


(第 38 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1987 年 ) 
[ 解 ] 由 题 设 及 对 数 性 质 有 
原 式 = lg(tgl” : tg2° . tg3° + … . tg88° ， tg89 ) 
= lgl (tgl° . tg89°) (tg2° + tg88°) .+ (tg44° . tg46°) ， tg49 ] 
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= jg(1.1..….1.1)= 1gl=0. 


故 选 (A). 

6.41 已 知 a = logo 15,; 则 lg2 等 于 

(A) a*. (B) — 24a. (C) — a". (D) 一 a*. 
(中 国 广 州 .武汉 ,福州 等 五 市 初中 数学 联赛 ,1986 年 ) 

[ 解 ] 由 a = log,， = lb: 

又 lgp = algbp， 得 lgb =a'.(-a)=-a”. 

故 选 (DD). 


6.42 设 F = jg1 二 芋 ， 将 式 中 的 每 一 + 代 之 以 3 二 三 可 得 一 新 

















果 数 G, 此 G 化 简 后 可 等 于 a 
(A)-F. (BF. (CO3F. (DFR. (EF- 站 
(第 14 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1963 年 ) 
- | 4 3z 十 工 ~ 
[ 解 ] 由 1+3z 1+3r+37z + - 
| 3r+tx 1—- 3xr+3r -x 
1 + 3x” 
_ (Ut+x) 
(1— x) 
1 二 工人 1 + 
则 G = B( 革 全 ) = 3g1+z = 3F. 


故 选 CC ). 
6.43 阁 5>>1， sinr > 0， cosx > 0 月 log,sinx = a, 那 么 
log，cosz 等 于 


(A) 2log (1 - 5$). (B) Vi— ai. (C) tr . 
(D) 方 logs(1 -6*)， (E) 这 些 都 不 对 . 


(第 31 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1980 年 ) 
[ 解 ] 由 设 log, sint 二 a， 则 sinx = 如 ,因而 sin2y = 62°. 


故 ”cosx = (1 一 p22)2, 从 而 ”logycosx = 六 logs(1 — 6b). 
故 选 (DD). 
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e 次 条 记 


6.44 A 为 锐角 ,lg(1 + sinA) = mm， lg 一 一 = n， 则 
lgcosA 的 值 是 
1 1 1 
(A) m+ 二 (B) m-n. (OO 二 (+ 十 让 


(D) 六 (到 -加 (E) 2(m ~ n). 
(北京 市 初中 数学 竞赛 ,1983 年 ) 
[ 解 ] 由 lg(1+ sin4)= mm, 及 


1 . _ . 
lg TA = lg(1 ~ sinA) ! =— lg(1 — sinA), 


lg(1 ~ sinA) =— 1. 
lgcosA = 六 lgcosA = lg(1 -~ sin2A) 
1 


le(1 + sinA )(1 — sinA) 


2 
= [lg(l + sinA) + lg(1- sinA)] 
= 吉 (m -nn). 
故 选 (DD). 
6.45 如 果 a > 1，b > 1，p = Jogo(logw) 那么 up 等 于 


logsa 
(A) 1. (B)b. (C) logb. (D) logie (E) alogm. 
(第 33 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1982 年 ) 
[ 解 ] 由 题 设 有 pl(logya) = logs(logsa )， 
妈 log, (a? ) = log, (logsa ). 
因而 a? = logya. 
故 选 (万 ). 


6.46 “已 知 正 数 M 的 常用 对 数 的 尾数 是 一 , 则 记 的 常用 对 数 
的 尾数 是 
(MT BD OF Da 
(中 国 广州 .武汉 、 福 州 等 五 市 初中 数学 联赛 ,1984 年 ) 
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[ 解 ] lg 志 = lgl -IgM = -IgM 

由 一 - 是 lgM 的 尾数 , 则 0< 一 <1 

又 设 其 首 数 2 , 则 lgM = b+ 

工 =(-5-D+(- 一 ) 
< 


故 由 0< 寺 <1 知 0<1- 芽 


a u 


而 -lgAM =-6b- 





从 而 十 尾数 是 1- 工 ， 即 “二 
故 选 (B). 

6.47 lgM 的 首 数 是 a, 则 lg 4 的 首 数 是 
(A)2— a. (B)3- a. 
(C) 2- < 或 3-a. (D) 以 上 都 不 对 . 


(中 国 广州 武汉、 福州 等 五 市 初中 数学 联赛 ,1989 年 ) 
[ 解 ] 由 lg =3-lgM=3-c( 若 IgM = a)， 
或 (2-a)+[1-(gM-a)j( 各 aa<lgM<ar+1l)， 
所 以 lg JY 的 首 数 为 
3 一 a( 关 lgM =a) 或 2-a( 帮 a <<<lgM<a+1). 
故 选 (C). 
6.48 ”已 知 一 个 正 数 M 的 倒数 二 的 常用 对 数 的 首 数 为 4 ,尾数 为 
b(b 关 0), 则 M 的 常用 对 数 的 首 数 与 尾数 应 是 
(A) 首 数 - a, 尾 数 - 2. (B) 首 数 1- a, 尾 数 -1- 6. 
(C) 首 数 一 ,尾数 (D) 首 数 - a - ,尾数 -5+ 1 
(中 国 福建 省 初中 数学 竞赛 ,1983 年 ) 
[ 解 ] 由 设 l=a+56， 即 -lgM a+56, 则 
ligeM = a—&b, 
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又 1>65>0， 则 0<1-20<1. 

.. lgM =- (a+1)+(1— 565). 

则 ”一 (a+1) 为 lgM 的 首 数 ,1 - 2 为 其 尾数 
故 选 (D). 


6.49 “已 知 10-21 < M103 ，10 悦 <n<10 ，M 的 稍 


用 对 数 的 尾数 是 ， , 则 于 的 常用 对 数 的 尾数 是 
(A) 证， (B)-9n. (On-1l. (D1-9n. 
(中 国 广州 .武汉 .福州 等 五 市 初中 数学 联赛 ,1988 年 ) 


[ 解 ] 由 lg = -9igM =— 9(— 221 + 1) 
= 1988 + (1 — 9n). 


又 知 10 一 < 7 < 107 1, 
0.09 <9n<0.9， 即 -0.09>-9n>-0.9. 
则 0.i1<1-9n<0.919,， 有 0<1-9n<1， 
即 1-9? 是 对 数 的 尾数 . 
故 选 (DD). 
6.50 ”车 471%9 是 168 位 数 , 则 47 的 位 数 是 
(A) 27. (B) 28. (C) 29. (D) 30. 


(中 国 陕西 省 西安 市 初中 数学 竞赛 ,1990 年 ) 


[ 解 1] 由 设 47 炙 是 168 位 数 ， 则 lg471” = 167 + a， 其 中 


0 三 a 过 1. 即 
lg47 = 106 + 高 . 
因而 lg477 = 17lg47 = 于 人 + 10 


注意 到 0 和 aa<1， 则 39 志 39+ 17a < 56， 
因而 0 过 党 证 4 < 1, 这 样 由 前 式 知 477 是 29 位 数 ， 


故 选 (C). 
[ 解 2] 令 47t = aa 10 ,其 中 1 过 a < 10. 
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39 
又 “47D = (47%) 英 = (a .1017) 耐 = aiWw .1028 . 10i6， 
17 


而 2 页 .10 交 < 10 交 .110 高 = 10 议 < 10， 


且 aiW . 10i8 之 => 10 讽 > 1 ， 
-， 1 之 a 荡 .10 汞 <10， 则 477 是 29 位 数 ， 
故 选 (C). 
6:51 已 知 lga = 1.02， 则 0.0199 的 值 等 于 
1 
(A) a. (B) 一 (C) 10a . (D) 一 一 让- 


(中 国 广州 ,武汉 ,福州 等 五 市 初中 数学 联赛 ,1985 年 ; 
中 国 上 海 市 初中 数学 竞赛 ,1986 年 ) 
[ 解 ] 令 了 = 0.0100 , 则 有 
lgz = 0.0llg0.01 = 0.01lgl10- = ~ 0.02， 
又 lga = 1.02 = 1+0.02, 则 
1+lga=0.02， 即 jlgl0a = 0.02. 
1 
l0a 


J 


所 六 洲 


初 
等 
超 
越 
成 
数 


lgx =~lgl0a， 则 x = 





故 选 (万 ). 
6-52 若 1g2 = 0.3010 与 lg3 = 0.4771. 当 3 = 135 时 ,zz 的 
值 约 为 
(A) 5. (B)1.47. (C)1.67. {(D)1.78. (E) 1.63. 
“” (第 5 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1954 年 ) 
[ 解 ] 由 3 =33.37 = 135, 有 3” = 5, 两 边 取 对 数 有 
10 


lg 
lgS 2 一 
zlg3= lg3$， 则 x = 人 -一生 -~ _ 1- le le2 2 1.47. 


lg3 lg3 lg3 
故 选 (B). 
6.53 ”精确 到 千 分 之 一 位 ,lg2 是 0.301， lg3 是 0.477.logs10 的 
最 好 近似 值 是 


(A 了 (B) 了 (OM DH. (BY. 
(第 30 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1979 年 ) 


[ 解 ] 因为 logya = 局 , 风 
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9 信访 售 


OGG 人 CA 


logs10 = jg5 = lg10 -lg2 ~ 0.699 ~ 7 


6.54 只 使 用 下 述 简 表 :103 = 1000， 104 = 10000，2” = 
1024， 211 = 2048， 22 = 4096， 20 = 8192 , 试 判定 lg2 介 于 下 列 一 
组 数 中 的 最 佳 选 择 是 


3 4 4 4 
M57 (B) 高 与 闻 (高 与 访 
3 
(D) 记 0 3 137 135 (PE) 11 3 132 1 
(第 18 届 美国 高 中 数学 考试 ,1967 年 ) 
[ 解 ] 由 题目 所 给 知 
10 = 1000 < 1024 = 20， 2 = 8192 < 104, 


因而 3 < 10g2，13lg2 < 4. 
3 4 
即 10 < jig2 < 13: 


注意 到 lg2 < 1 即 232< 100 无 法 从 题 设 中 判定 ,又 (A) ， 
(B) 结论 较 (C) 弱 


故 选 (C). 

6.55 ”已 知 b5E N，a 凤 是 一 个 120 位 数 ， 对 是 一 个 10 位 数 ， 
则 5 的 值 是 

(A) 7. (B) 8. (C) 9. (D) 10. 


(中 国 东 北三 省 数学 邀请 赛 ,1989 年 ) 
[ 解 ] 由 题 设 知 119 过 100lga < 120， 即 
1.19<<lga <1.2, 且 9 < blga < 10, 


9 10 

国 -二 _ 

则 1 3 < 6 < 140 即 7.S< < 8.4. 
又 EN， 则 b= 8. 
故 选 (B). 


6.56 已 知 lg2 = 0.3010， lg3 = 0.4771, 那 么 (入 ) 出 现 非 堆 
的 数字 时 ,在 小 数 点 后 的 位 数 是 
(A) 61. (B) 62. (C) 63. (D) 都 不 是 . 
(中 国 上 海 市 初中 数学 竞赛 ,1984 年 ) 
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、 6 100 
[ 解 ] 设 z = (大 ) , 取 对 数 有 
lgx = 100lg 态 = 100le 03 = 100(3lg2 + lg3 — lg100) 
=— 61.99 = 62.01, 

知 x 在 小 数 点 后 第 62 位 才 出 现 非 零 数字 . 

故 选 (B). 

6.57 者 (ljogsz)(log.2z)(logzvy) 一 log;x“, 则 了 等 于 

(A) 3 (B)9. (C18. (D27. (EE) 8g1. 
(第 10 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1959 年 ) 

[ 解 ] 由 对 数 性 质 题 设 等 式 可 变形 为 





lgz lg2zx . lgy _ lgz’ 4 

ilg3 lgr lg2x lgr 起 

] , 3 

有 8> 7 或 logygy=2 得 y=3=9. 函 
lg3 数 

故 选 (B). 一 


6.58 若 3 的 个 位 数字 是 4 , 最 高 位 数字 是 中 ,整数 位 数 是 
C( 已 知 lg3 = 0.47712), 则 A+B+C 的 值 是 

(A) 965. (B) 964. (C) 962 . (D) 以 上 答案 都 不 对 . 

(中 国 北京 市 高 中 数学 竞赛 ,1987 年 ) 

[ 解 ] 由 lg3™’ = 1987 .lg3 = 1987 . 0.47712 = 948.03744 

所 以 3137 的 整数 位 数 C = 949. 

又 31287 一 34"496+3 所 以 31987 末 位 数字 与 33 的 末 位 数字 相同 ， 
即 4 = 7. 

由 于 lg3“” = 948.03744, 可 判定 最 高 位 数字 B = 1. 

A+B+C= 949+7+1 = 957. 

故 选 ( 品 ). 

6.59 若 logwN = logsM, 且 MN, MN>0,xM¥1, 
N 关 1, 则 MN 等 于 


(A) 广 . (B) 1. (C) 2. 


(D) 10. (EE) 一 个 大 于 2 而 小 于 10 的 数 . 
(第 17 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1966 年 ) 
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1 ， 加 

[ 解 ] 由 logwN = jexM " 故 由 题 设 有 (logwM) 二 1 , 即 
logNM =+1. 

若 logNM=1， 则 M = N， 与 题 设 和 矛盾; 

若 logNM =-1， 则 M=N 1， 即 MN = 上 


故 选 (B). 
6.60 若 z = (logs2)%38, 则 logs3x 等 于 
(A) -3. (B) - 方 ， (C) 二 (D)3. (E)9. 


(第 17 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1966 年 ) 


[ 解 ] 由 设 rz = (logs2)*%*? = (logs2)3 = (2hs) 二 (24)， 


logax = og (二) = 3log33 ! =— 3. 


故 选 (A). 
6.61 若 z > 三 ， 则 lg(z2 + 3) - 2lgx 的 值 为 
(A) 负数 . (B) 0. (C) 1. 


(D) 小 于 任何 指定 的 正 数 . 《E) 大 于 任何 指定 的 正 数 
(第 16 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1965 年 ) 

[ 解 ] 由 lg(x*+3)--2lgx= lg + 3 - lg(1 + -5)， 

由 于 x > 导 , 当 z 充 分 大 时 ， - 可 小 于 任何 给 定 的 正 数 。, 则 
lg(1 + -与 ) 可 小 于 lg(1 + 6), 即 小 于 任何 给 定 的 正 数 

故 选 (D). 

6.62 。 对 于 一 切 不 等 于 1 的 正 数 ,代数 式 Fe + E+ 7 
等 于 


(A) 











1 
jogeo x 。 





1 
(B) jg 60. 


1 - 2 
OO tiogsz) (ogra og) . (D) Tiogz) + (ogr) + (ogsr) 
log; x logs3x logsx 

(E) (logsx ) (logsx) 1 (logz2x ) (logsx) - (iogzxz)(ljogsz) . 
(第 29 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1978 年 ) 


204 世界 数学 业 林 匹克 解 题 大 天 典 





[ 解 j 由 log,a = Le’ 那么 


L + + - - - 一 
[ogo 十 [9 十 [es 二 log,3 + log,4+log,.5 = log.60 og x 


故 选 (A). z 
6.63 ”将 y= lgz 的 图 形 G 绕 原点 逆 时 针 旋 转 90° 而 得 到 一 个 新 
图 形 G .下列 方程 中 为 G 的 是 


(A) y = lH) By=bg10 (Oy= 二 


(D) y = 107. (E) y = 107. 
(第 42 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1991 年 ) 
[ 解 1] 显然 y = f(z) 与 x = f(y) 的 图 像 关 于 直线 y= 工 对 











称 

又 ”加 数 -x = f(y) 与 x = f(y) 的 图 像 关 于 yy 轴 对 称 . 

因而 ,函数 -zx = f(y) 的 图 像 可 视 为 消 数 y = f(x) 的 图 像 在 
xzOy 平面 绕 原 点 O 道 时 针 旋 90" 的 结果 ， 

而 一 x = f(y) 常 写作 y= '(- x). 

所 求 方程 为 y = 10 7. 

故 选 (DD). 

[ 解 2] 由 复数 在 高 斯 平面 性 质 知 : 

点 (zx, lgx) 的 复数 表示 为 x + ilgx ,其 绕 原 点 沿 逆 时 针 旋 转 90° 后 
得 新 点 


Z= (r+ilgr)i=-lgr+irx， 或 (- lgx, xz). 
令 对 =-lgx,， Y = x， 则 
Y= x = 10°*. 
故 选 (D). 
6.64 苦 a>1,b6>1,8H lg(a+6) = lga+lgb, 则 lg(a -1)+ 
lg(b - 1) 的 值 
(A) 等 于 lg2. (B) 等 于 1. 
(C) 等 于 0. (D) 不 是 与 a .2 无 关 的 常数 . 
(中 国 高 中 数学 联赛 ,1998 年 ) 


[ 解 】 …. lg(a + 5b) = lga +jigp， 
a+b=ab,， 中 (a--1)(565 -1)=1. 


批 界 数学 奥林匹克 解 题 大 辞典 205 


初 
等 
超 
赵 
函 
数 





氏 > 游 





因此 lg(a 一 1)+lg( 一 所 = 0. 
故 选 (C). 
6.65 ”直线 x = 分别 交 曲线 y = logsx 和 yy = logs(x + 4) 的 两 
交点 距离 为 0.5. 若 给 定 = a + V6, 其 中 a,b 是 整数 , 则 a + b = 
(A)6. (B)7. (C)8. (D)9. (E)10. 
(第 48 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1997 年 ) 


和 芒 信 


[ 解 ] 由 题 设 知 : 

logs(k + 4) — logsk = 0.5, 
即 +4 得 k=Y5+1, 从 而 a+6b=6. 
故 选 (A). 
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第 七 草 ”初等 超越 国 数 (一 ) 


第 1 节 三 角 函 数 

等 

7.1 若 sina: seca vcscca -1==-1 则 oa 的 取 值 范围 是 网 
(A) 第 工 象限 和 第 上 I 象限、 (B) 第 三 象限 和 第 全 象限 、 |、 


(C) 第 [[ 象限 和 第 NY 象限 . (DD) 第 工 象限 和 第 VY 象限 . 
(北京 市 高 中 数学 竞赛 ,1990 年 ) 


[ 解 】 由 sina :seca .wecscca -1 = tga | ctga 1， 


则 tga:' 1ctgal=-1, 知 a 在 ,NN 和 象限. 


故 选 (C ). 
7.2 如果 sinx = 3cosz, 那 么 snzcosz 等 于 
1 1 2 1 3 


(第 39 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1988 年 ) 
[ 解 ] 由 设 有 tgx = 3. 
2tgr 3 
1 + tg x 10° 





sinXCoOSX = 六 sin2z 一 让 
故 选 (五 ). 
7.3 如果 是 满足 secz -tgxz = 2 实数 ,那么 secx + tgx 的 值 是 
(A)0.1. (B)0.2. (C)0.3. (D)0.4. (E)0.5. 
(第 50 届 美国 高 中 数学 考试 ,1999 年 ) 
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na 
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[ 解 1] 由 设 有 “二 Sm 1 一 sinx - 2， 两 边 同 乘 1 + sinz 得 


_ 2 
ae 
COST 


即 1 + Snz - 1 0.5， 注 意 到 1 一 sin x = Cos x. 
COST 2 

故 选 (上 ). 

[ 解 2] 由 sec rt = 1+ tg x， 

则 sec x — tgr= 1, 

有 (secz — tgr)(secr + tgr) = 1. 


从 而 由 secx -tr = 2, 知 secx + tgx = 方 ， 
故 选 (五 ). 


7.4 已 知 sina 一 cosa = 0<au<180. 则 tga 的 值 为 


二 
(3 (B-3 (0 了 3 (D -了 
[中国 1 各 大 原市 初中 教学 竞赛 ,1996 年】 
{ 解 】 .sina 一 cosa = 了 (sina 一 cosa ) = 去 ， 
1 ~ 2sinacosa = 去 ， 2sinacosa = 务 ， 1 + 2sinacosa = 和 ， 
(sina + cosa)* = 把 ， sina 二 cosa 一 土 专 . 
sina 一 cosa = 1 Sina 三 4 
一 人 ， , 一 和 
由 得 
Sina 十 cosa = 人 ， cosa 二 3 
S” 3- 
4 
ga = 了 了 
， 1 .3 
sina ~ Cosa = 3， Jsine = 5s， 
由 导 
Sina + cosa 三 一 二 Lcosa = 一 车 
5 ， 3 
0< a < 180° ,此 解 舍 去 . 
帮 选 (C) 


7.5 化 简 sin(x 一 y)cosy + cos(Z 一 y)siny, 其 值 为 
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则 
或 


即 


(A) 1. (B) sinx. (C) cosx. 
(D) sinxcosy. (E) coszcos2y. 
(第 34 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1983 年 ) 
[ 解 ] 设 w= x -yy,; 则 题 设 式 子 可 化 为 
sinzocosy + cosrosiny = sin(w+ y) = sin(x — y+ y) = sinx. 
故 选 (B). 
7.6 ctg10 + tg5 的 值 为 
(A) csc5. (B) cscl0. (C) sec5. {(D) secl0. (E) sin15. 
(第 40 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1989 年 ) 


[ 解 ] 由 ctg2a + tga = p22 





“. ctgl0 + tgS = csci0. 
故 选 (B). 
7.7 车 人 A = 20', 人 人 B = 25", 则 (1 + tgA)(1+ tgB) 的 值 是 
(A) Y3. (B) 2. (C) 1+Y2. 
(D) 2(tgA + tgB). (E) 以 上 结论 都 不 对 . 
(第 36 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1985 年 ) 
[ 解 ] 由 tg(20° + 25°) = tg45° = 1, 又 
tg20 + tg25° 
1 ~ tg20"tg25”… 
tg20 + tg25" = 1 — tg20°tg25", 
1 — tg20 tg25° — tg20° — tg25” = 0. 
而 (1 + tg20°)(1 + tg25°) = 1 + tg20° + tg25" + tg20°tg25°, 
: 2 — (1 ~ tg20°tg25° — tg20° — tg25°) = 2， 
1 + tg20 tg25° + tg20° + tg25° = 2. 


tg(20 + 25°) = 


故 选 (B). 
sinl10” + sin20° 
7°8 cos10"+ cos20 可 化 简 为 
(A) tgl0 + tg20°.  (B) tg30°. (©C) (tg10" + tg20°). 
(D) tg15°. (E) 二 teg60” 
(第 35 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1984 年 ) 
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《1 蓄积 入 渍 - 贡 营 








六 旗 芒 风 








十 一 

[ 解 ] 由 snz + siny = 2Sin os 7 2， 
及 cosz + cosy = 2008 00s 

sin10" + sin20” _ sinls _ jo15 
和 cosl0" + cos20 一 cos1$ 
故 选 (D). 
7.9 ” 奎 sinx + cosx = 专 , 且 0 碾 zz<r, 那 么 tgz 是 

4 3 3 4 

(E) 按 已 知 条 件 不 能 完全 确定 . 


(第 29 届 美国 高 中 数学 考试 ,1978 年 ) 
[ 解 ] 若 sinx + cosx = 专 ,那么 由 sin2z + cosx = 工 有 


1 - sin2x = (二 — sinx ), 


5 


好 25sin TX — Ssinx ~ 12 = 0. 
同样 ,cosz 满足 方程 25 这 -51 - 12 = 0, 它 的 解 是 人 和 一 广 
因为 sinz 闻 0， 得 sinx = 和 
又 因为 COST 一 二 — Sinx, 
得 cosr = 一方， 因此 tgr = 一 全 
故 选 (A). 
7.10” 设 sin10” - cosl0" = a, 下 面 三 个 式 于 
(1) 3a > 2a; (2) log sa“ = 2; 
(3) v1 — 2sin10"cosli0 =— a. 
中 成 立 的 是 
(A) (1) 与 (2) 是 正确 的 . (B) (1) 与 (3) 是 正确 的 . 
(C) (2) 与 (3) 是 正确 的 . (D) 都 是 正确 的 . 


”《E) 没有 正确 的 . 


(中 国 吉林 省 七 市 .地 初中 数学 竞赛 ,1985 年 ) 
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[ 解 ] 由 设 sin10' 一 cos10" = a, 则 a < 0. 
这 样 (1) 显然 不 正确 . 
由 log(_w)a? = log_w(- a)? = 2log(-a)(- 4a) = 2, 知 其 正确 . 
又 1-2sinl0"cos10" = sin210" + cos’10° — 2sin10"cosl0” 
= (sin10" — cos10°), 
则 V1 — 2sinlO'cosl0° = 1 sinl0° ~ cos10° |=— a. 
综 上 , 知 (2),(3) 正确 . 






故 选 (C). 

7.11 设 x = cos36" 一 cos72" .那么 zx 等 于 

(A) 二. (B) 方 . (C)3- 6. 
(D) 2vV3 - 3. (下 ) 这 些 都 不 对 . 


(第 26 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1975 年 ) 
[ 解 ] 设 w= cos36"， 上 且 w = co0872". 
由 cos20 = 2co82g -1 和 cos20 =1-2sin2g, 用 0=36 代 
人 第 一 式 ,9 = 18" 代入 第 二 式 , 可 有 
v= 2u-1 和 w=1-2wv. 
上 两 等 式 相 加 有 ut+ v= 2(u ~ v), 


(1 人) 机 罗 深 沿 -车 


即 wu-v= 方 ， 
故 选 (B). 
7.:12 ”车 6 是 一 个 锐角 ,sin29 = a, 那 么 sing + cosb 等 于 
(A) Va+1. (B)(Y2— 1)a+l. 


(C) Va+1- Va*—a. (D) Va+1+ wae2 一 a， 
(E) Va+1+a’—a. 
(第 27 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1976 年 ) 
[ 解 ] 由 (sing + cos0)* = sin”0 + cos’0 + 2singcosb 
= 1+sin20 =1+a, 
又 因为 0 是 锐角 ， sing + cosg > 0， 
，， sing + cosg = V1+a. 
故 选 (A). : 


7.13” 若 9 是 一 个 锐角 且 sin 人 - W 一, 那么 tg0 等 于 
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红 窗 和 共 人 红 


vx-l 


1 
(A) 工 . (B) —. (C) ZF1- 


DIET (GD VR 
(第 24 届 美国 高 中 数学 考试 ,1973 年 ) 


0 2 zl 1 
[ 解 ] 由 co0s8 = 1 -2sin $=1-2(5S 7 )= ， 
_ 


一 雪 
cosb ’ 


tp0 = sec2g-1= xz-T， 所 以 tg06= Vri-l. 
故 选 (FF). 
7.14 条件 甲 : V1+ sinb = a. 条 件 乙 :sin 靖 + cos 半 = &. 则 
(A) 甲 是 乙 的 充分 必要 条 件 . 
(B) 甲 是 乙 的 必要 条 件 . 
(C) 甲 是 乙 的 充分 条 件 . 
(D) 甲 不 是 乙 的 必要 条 件 ,也 不 是 充分 条 件 . 

(中 国 高 中 数学 联赛 ,1981 年 ) 
[ 解 ] 在 条 件 甲 中 ,a 宇 0, 而 在 条 件 乙 中 a 可 能 取 负 值 ,所 以 由 甲 


推 不 出 乙 ; 且 由 乙 也 推 不 出 甲 . 


故 选 (D). 
7.15 sina + sinB = sin(a + B) 的 充 要 条 件 是 
(A)at+B=0. 
(B)a = B= 2kr (k € 2). 
(C) a,B 中 至 少 有 一 个 是 2kr (k € 2). 
(D) a,B,a + B 中 至 少 有 一 个 是 2kxr (RE QZ). 
(中 国 湖北 省 黄 闵 地 区 高 中 数学 竞赛 ,1989 年 ) 
[ 解 1 车 sina + sin8 = sin(a + B) 成立 ， 


而 sina + sinp = 200s £3 Bsin f= = sin(@ + B), 则 有 


182k 2) 
又 sin(a + B) = sinacosB + cosasinB = sina + sin8, 则 有 
a = 2kr 或 B= 2kr (k € 2). 
即 若 题 设 式 子 成 立 , 则 a,B8,a + PB 至少 之 一 为 2kr (RE 2). 
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反之 , 若 a,p8,a+B 至 少 之 一 是 2kr (k € 2)， 

若 x=2kr(kEZ), 则 sinac=0, 昌 sin(a+ 8) = sinB , 题 设 式 子 成 立 ; 
同 理 8 = 2pr (& € 2) 亦 然 ; 

又 若 afpB=2hr(REZ), 则 snp8= sin(2kr - a) = 一 sina， 


即 sina + sinf = 0， 
而 ”sin(a + B) = sin2kx = 0, 则 题 设 式 子 成 立 . 
故 选 (万 ). 
[ 解 2] sina + sin8 sin(a + BB) 二 0 
> 2sin “Reos 2-2sin dhe os 3 =0 


ynet et) 


2 
< 一 全 4sin 和 了 * sin sinb = 0 





> sn =0 或 sn 名 =0 或 sn 依 =0 
二 a+PpP=2kr 或 a = 2kr 或 B= 2kr (kE€E 2) 
> Qa, Bb, a + Pp 中 至 少 之 一 为 2kx (k € 2). 
故 选 (DD). 
7.16 ”如 果 , 对 于 x 关 0,1 的 一 切实 数 有 
f(-)= 十， 


rz—1 T 


《1 共和 色 从 和 灌 .个 党 


而 0<0<7， 那么 f(sec*0) 等 于 


(A) sin’0. (B) cos0. (C) tg0. (D) ctg0. (E) cse0. 
(第 和 2 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1991 年 ) 


[ 解 ] 令 ! = 一 一 ， 于 是 x = 一 所， 由 题 设 有 


则 f(sec0)=1-— 一 二 = 1- cos0 = sin20. 
-做 选 (A). 


7.17 和 知 a = 六 ,(a + 1)(5 + 1) = 2, 那 么 arctga + arctgb 的 
弧度 等 于 
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(A) 了 3. (BS. (OF (DS. (ES 
选 
择 (第 30 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1979 年 ) 
是 [ 解 ] 设 x = arctga，y = arctgb. 
者 由 (a+1)(b+1)=2, 
有 (tgx + 1)(tgy+ 1)= 2. 
即 tgx + tgy = 1 - tgritgy, 
_ tgr1+tgy _ 
或 tg(x + y) = 1 ~ tgrtgy = 1 
a 二 广 >0， 可 知 5>0. 
zr,y € |0, 也 |， 则 有 xz+y€ [0,rl. 
。， x+y= 才 ， 
故 选 (C ) 





7.18 图 数 yy = arctg -二 7 的 值 域 是 

(A) (- 至, 亚 ) (B) (0, 下 ). 

(CO (- 持 , -每 )U (0, 竺 ). (D) (- 玛 ,可 ]U (0 至 ). 
(第 2 届 “ 希 望 杯 ” 全国 数 学 邀请 赛 ,1991 年 ) 


[ 解 ] 设 f(x)= -元 T, 则 当 1z1> 1 时 ,f(z) 取 一 切 正 实数 ; 


当 | zx 之 1 时 ,f(x) 声 ~ 
即 f(x) 的 值 域 为 〈(- %, 一 1]U (0,+%). 


ve (到 -于 JU to) 





故 选 (DD). 


7.19 郴 数 F(z) = arcsincosx + arccossinz 的 值 域 是 
(A) | - 亚 , 到 | (B)[0,: 亚 ]， 
(C) [- 7 了,z]. (D) [0,x]. 


(第 2 届 "“ 和 希望 杯 ” 全国 数 学 邀请 赛 ,1991 年 ) 
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[ 解 ] (D) 当 <xz<r 时 : 


有 -了 < 本-z<0， 且 0<z- 了 了 2 < 了 这 样 
arcsiNncosx -一 = arcsinsin( 三 -zj)= 于 一 
(x a 
arccossln 一 QICCOSCOS 7 一 


= 四 时 (z- 地 ) = 0 
(2) 当 六 7 <x 魏 2x 时 : 






有 < 且 0<x- 与 x 鬼 子 , 这 时 


初 

| 加 . . 3 、_- 3 等 
arcsincosx = arcsinsin( 之 一 三 X) = 之 一 三 T， 超 
2 2 直 

arccossin = arcooscos( 2 — XT) = 2 _ bs " 
2 ~ 2 ， 数 


f(x) = (+ -+ (还 一 z)= x. 


当 0 委 xz 委 了 时 ,cosr 是 减 函数 ,arcsinz 是 [- 1,1] 上 的 增 消 数 ， 
cs 是 [ 到] 上 的 

同 理 ， arccossinx 也 是 | 0, 于 | 上 的 减 函数 

故 0=/( 于 )< fr) Sf0) = 

当 r < 工 之 训 x 时 ， cosz 是 增 函数 ， arcsinz 是 [- 1,1] 上 的 
增 函 数 , 故 arcsincosz 是 ( x, 立 x | 上 的 增 函数 ， 

同 理 ， arccossinz 也 是 ( x, 学 x | 上 的 增 函 数 ， 


故 0= f(r) < fx) SIFr)= r 
综 上 ,f(x) 在 [0,2xj 上 的 值 域 是 [0, xz]. 

又 f(z) 为 以 27 为 周期 的 函数 , 则 f(x) 的 值 域 [0, xz]. 
故 选 ( 品 ). 
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9 





7.20 ”了 区 数 F(z) = arctgx + arcsinx 的 值 域 是 


2 
(A) (~ xx) (B) | -至 , 滩 ]. 
oo (Fr) [3] 


(中 国 高 中 数学 联赛 ,1989 年 ) 
[ 解 ] 由 于 fx) 的 定义 域 为 [- 1,1], 在 此 区 间 上 有 


1 , 
-4 arctgr - 才 迄 林 arcsinz 二 并 . 


注意 到 arctgrz 和 方 arcsinz 在 [一 1,1] 上 都 是 递增 的 ， 


则 f(x) 的 值 域 是 | - 于 ,于 | 

故 选 (DD). 

7.21 设 M=lzy lzrl= lzr>0， 

N= I(x,y) | arctgz + arcctgy = A}, 

那么 

(A)MUN= {(x,y) [| xy1= 1|. 

(BMUN=M. 

(CMUN=N. 

(CD)MUN=izy) ||1 xy1= 1 且 之 ,y 不 同时 为 负数 |. 

(中 国 高 中 数学 联赛 ,1982 年 ) 

[ 解 ] 在 M 中 |zxy1= 1 相当 于 xy=1 和 xy=-1, 但 x>0， 

故 代 表 反 比 函 数 图 像 在 工 ,K 象限 内 的 两 支 . 


在 和 中 ,由 arctgz + arcctgy = x， 得 
1 


人 十 一 


tg(arctgz + arcctgy) = 一 一 一 = 0, 


则 xy 三 一 上 |. 
但 由 已 知 条 件 及 0 < arcctgy 过 xn，- 了 < arctgy < 了 ， 
在 zx<0, 则 y>0 (… xy =-1), 于 是 
0 < arcctgy < 7， 一 7 < arctgr < 0. 
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工 


7 < arcctgy + arctgx < 人， 与 上 矛盾 . 


从 而 >0， 因 此 NCM, MUN=M. 

故 选 (B). 

7.22 若 设 S= i(x,y) 1x 一 yy = 奇数 ,x,y E RI， 又 设 
T= i(x,y) | sin(2xx’) — sin(2xy*) = cos(2xx”) ~ cos(2xy*), 这 里 
x,y € Ri. 则 

(A) SCT., (B)TCS., (C)S=T. (D)SNT= OO. 

(中 国 高 中 数学 联赛 ,1991 年 ) 

[ 解 1] 当 zx? 一 y 为 奇数 时 , 易 见 

sin(2xx ) ~ sin(2ry) = cos(2xx*) 一 cos(2ry ) 成 立 . 

故 当 (x,y) € S 时 , 它 必 属 于 T, 于 是 SSCT. 

又 满足 x = y 的 点 (x,y) E TT, 但 不 属于 S. 则 SCCT. 

故 选 (A). 

[ 解 2] 取 A(0,0) 和 B(1,0), 显 然 AE€ T, 且 A&S; 

又 BES， 且 BE€ 人 下， 可 排除 (B),(C),(D). 

故 选 (A). 

7.23 着 M= i(x,y) | | tgry I+ sinrxr = Ol,N = {(xr,y) | 
x 二 六 宾 2), 则 JM 门 NN 的 元 素 个 数 是 

(A) 4 (B) 5. (C) 8. (D) 9. 

(中 国 高 中 数学 联赛 ,1993 年 ) 

[ 解 ] 由 非 负 整数 和 为 0 的 条 件 , 对 于 M 有 

tgry = 0， r=k (k€ 2), 

sin’ xx = 0,， 解 得 y=m (mE€ 2). 

即 集合 M 为 坐标 平面 上 的 整 点 ( 格 点 ) 全 
体 .又 对 于 NN, 由 x+ 三 2= (VY2, 则 NN 是 以 原点 为 中 心 ,V2 为 
半径 的 闭 贺 内 全 体 点 集 ， 4 

不 难 算得 & =-1,0,1，m = 一 1,0,1, 如 
图 , 闭 圆 内 有 9 个 整 点 . 


故 选 ( 刀 ). AN 
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禄 
等 
超 
起 
了 
数 





二 cr 流 





人 访 售 


第 2 节 解 三 角形 


7.24 车 tgx = 过, 其 中 a >6>0 且 0 <x < 90', 那 么 





siny 等 于 
2 __ 12 
(A) 2 (B) 包 ， (C) Ye 
2 _ 12 
(D) Eo (BE) 了 


(第 23 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1972 年 ) 
{[ 解 ] 如 图 , 角 民 是 直角 三 角形 中 边 长 是 2a6 的 边 所 对 的 锐角 , 另 
一 条 边 长 为 az - 如 ,那么 斜 边 是 : 
V (2a6)* + (a 一 六 1 
4 
= We4+2a282 了 + bi = al+ b:, 
因此 根据 正弦 的 定义 sinz = 了 o—b 
故 选 (EE). 
7.25 ”直角 人 ABC 中 ,人 人 C 为 直角 .如 果 sinA = 所 , 那 么 tgB 是 
3 VS 2 V5 5 
(A) 言 . (B) 究 . (C) 霹 . (D) 字 .， (E) 广 . 
(第 34 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1983 年 ) 


.人 用 -二 
[ 解 1] 在 图 中 ,因为 sinA = 和 = 要， 


故 可 令 
BC = 2zrz，4B = 3x, 这 里 x+ > 0. 


且 AC= vAB’:- BC 
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[ 解 2] sinB cosA _ VY 1 - 一 sin2A4 _¥5 


故 选 (万 ). 
7.26 在 人 ABC 中 ,， BD, CE 分 别 是 边 AC，AB 上 的 高 , 则 
DE 
(A) 4 (B)sinA. (CesA. (DD) oos4a 1 
(“祖冲之 杯 ” 初 中 数学 邀请 赛 ,1988 年 ) 
[ 解 ] 考虑 到 了 A 为 钝 角 时 ,cos4 为 负 值 . A 
由 直角 三 角形 性 质 , 有 E 
AD = AB :| cosA |， 
AE = AC :| cosA 1. B 
从 而 人 ADE 人 ABC ,其 相似 比 为 | cosA 1. 
故 选 (). 
7.27 下 图 中 ,ABCD 为 正方 形 , M,N 分 别 是 BC 和 CD 的 中 点 ， 
则 sin0 等 于 B Nf Cc 
VS 3 
(A) 守 : (B) 全 
(oO 9 4 


(EE) 以 上 全 不 是 . 4 -已 
(第 38 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1987 年 ) 
[ 解 ] 设 了 BAM = a， 则 二 DA4AN = 4a. 再 设 正方 形 边 长 为 1， 


35 
> . 


sin0 = sin(90° — 2a) = cos2a = cos:a — sin’a 





(1 由 深 台 这 从 入 计 





则 AM = 


故 选 (B). 
7.28 和 人 4BC 中 一 C 是 直角 ,4AC = 3 且 BC=4.A4BD 中 一 4 
是 直角 ,而 AD = 12. 点 C 和 点 品位 于 AB 的 两 侧 , 过 点 万 而 平行 于 AC 
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ex 商 茶 放 


的 直线 交 CB 于 已 .如 果 有 5 = 包 ,其 中 m 和 为 互 质 的 
正 整 数 , 那 么 m + 1 等 于 
(A) 25. (B) 128. (C) 153. (D) 243. , 
(E) 256. 
(第 42 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1991 年 ) CC B £ 
[ 解 ] 设 人 ABC = a, ABD = B8B, ADBE= 7. 
又 由 题 设 知 
AB= va4C2+BC = v32+42 = 9， 
且 BD= vAD:+ AB’*= vl2+5 = 13. 


则 siny = sin(a + B) = sinacosB + cosasinp 
3 3 4 12 63 


5 13” "13 二 65， 


_DE mm_63 
而 sny = pB 7 7 65’ 
则 m+n = 128. 


故 选 (B). 
7.29 ”直角 三 角形 的 一 边 是 其 他 两 边 的 比例 中 项 , 它 的 最 小 内 角 


4 的 某 个 三 角 函 数值 等 于 二 +!. 则 这 个 三 角 函 数 是 


(A) ctga. (B) tga. (C) cosa . (D) sina. 
: (中 国安 徽 省 安庆 等 县 市 初中 数学 竞赛 ,1991 年 ) 
[ 解 1] 在 Rt 会 ABC 中 , 斜 边 上 高 AD 为 4 


BD ,DC 的 比例 中 项 (如 图 ). 
若 三 角形 的 一 条 直角 边 等 于 BD, DC 之 一 、 
的 长 ,无 妨 设 AC = BD, 则 Rt 和 ADC 为 符合 题 8 a pg °C 
设 的 三 角形 . 

设 BD=a,DC=6, 则 AC = a, 旦 

AD=x= Vab, 
同时 AB= wae2t+z2z = waz+ mg 
在 Rt 全 ABC 中 ,由 勾 股 定理 有 
(Va*+ab)+a’= (a+6b), 
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即 p2+o6-o2=-0, 或 (二 ) + (之 )-1=0， 
解 得 也 = 二 1 二 .5 ( 舍 去 负 值 ). 
注意 到 a>65, 且 x= Vab > Vb = 6b,， 知 5 最短, 则 其 对 
角 最 小 . 
而 在 RtAADC 中 ， 机 ~ sin/ CAD, 
有 即 sin CAD = 51 


故 选 ( 品 ). 
[ 解 2] 设 Rt 人 人 ABC 中 ,人 C= 90', 目 设 人 A < 人 LB, 久 a,b,c 


分 别 为 人 A, 也 B, 人 人 C 的 对 边 . 依 题 意 有 


pbp* = Ce ， 


又 a*+ 6* = ec 则 


由 定义 知 ”所 = sinA， 则 最 小 角 A 的 正弦 为 二 


c 
故 选 (DD). 
7.30 在 全 ABC 中 , 若 3sinA +4cosB =6 且 4sinB ++3cosA = 1，, 


那么 人 C 的 度数 是 


30 . 


(A)30. (B)60. (C)90. (D)120. (E)150. 
(第 50 届 美国 高 中 数学 考试 ,1999 年 ) 
[ 解 ] 将 题 设 两 式 两 边 平方 后 分 别 相 加 得 : 
9(sin2A + cos A)+24(sinAcosB + cosAsinB) + 16(sinB + cos: B) 
= 37， 
化 简 后 得 sin(A + B) = 方 . 
解 得 A + B = 30° 或 150" ,前 者 不 妥 , 知 A+ B= 150", 推 得 C = 


故 选 (A). 
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Ca. 


7.31 车 公 ABC 的 面积 是 64 平方 英寸 , 边 AB 和 AC 的 等 比 中 项 
(比例 中 项 ) 是 12 英寸 ,那么 sinA 等 于 
3 3 4 8 15 
(3. (BF. (O05. (Dg. (ED 
(第 23 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1972 年 ) 


[ 解 ] 如 图 ,Saapc = 64 = 方 AB* AC ,sinA， C 


令 AB. AC = 144， 
因此 sinA = “0 = -0 

故 选 (DD). 3 

7.32 已 知 等 腰 人 ABC 的 底 边 BC 及 高 AD 的 长 都 是 整数 ,那么 
sinA 和 cosA 中 ， 

(A) 一 个 是 有 理 数 , 田 一 个 是 无 理 数 . 

(B) 两 个 都 是 有 理 数 . 

(C) 两 个 都 是 无 理 数 . 

(D) 是 有 理 数 还 是 无 理 数 要 根据 BC 和 AD 的 数值 来 确定 . 

(中 国 高 中 数学 联赛 ,1983 年 ) 


[ 解 ] 如 图 所 示 , 记 a = 六 4， 则 
t -BD__B. 
8 7 AD ~ 2.AD 
是 有 理 数 . 
A- _2tgo A 1-tga | 
Te “Dc 
知 sinA ,cosA 都 是 有 理 数 . 
故 选 (B). 


7'33 “等 腰 三 角形 两 腰 上 的 高 之 和 等 于 底 边 上 的 高 ,那么 底 角 的 


正 弱 信 为 
1 V3 V15 1 
(A) 5 . (B) 3. (C) ~. (D) 7 


(中国 辽宁 省 沈阳 市 “育才 杯 ” 初 中 数学 竞赛 ,1988 年 ) 
[ 解 ] 如 图 , 设 AB = AC = 区, 则 AD = msinC, HBH CD = 
mceosC, BC = 2mecosC. 
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XX BE = BCsinC = 2msinCceosC. 


据 题 意 可 知 BE+ CF = AD, 且 BE= CF, 4 
.~ 4msinCceosC = msinC. 
即 sinC(4cosC — 1) = 0. 。 
C 是 锐角 ， 
1 3 D C 


sinC 关 0， 故 cosC = 一 


pr 
snC = VI-esc = 1- (1) = 45. 

故 选 (C). A 

7.34 如 图 ,在 全 ABC 中 ,AB = AC, 人 A = 


36". 要 使 人 ABC c 和 BCD , 需 添 加 的 条 件 是 


BD CD 
BC  ., ” 
(C) AD = DC. (D) SA = sinl8 . B c 


(中 国 山 西 省 初中 数学 竞赛 ,1990 年 ) 
[ 解 ] 当 了 BDC = LC=72， 即 BD = BC 时 , 若 有 BD:AC 
= CD : BC, 则 有 人 ABC c 和 BCD. 
A=36,， 则 和 AC=72,LB = 72.. 


若 BD _ CD 再 由 正弦 定理 有 sin72” ”Sin72” 








AC ”BC， sn DBC ”sin36?， 
DBC 为 锐角 ， .. /DBC = 36". 

则 一 BDC = ~C = 72°. 

故 选 (B). 


7.35 在 全 ABC 中 , 角 A,B,C 的 对 边 边 长 分 别 是 a,5b5,c. 若 c 一 


a 等 于 AC 边 上 的 高 h, 则 sin C 5 A 十 cos 人 A 的 值 是 


(A) 1. (B) 地 (C) 本 (D)-1. 
(中 国 高 中 数学 联赛 ,1993 年 ) 





[ 解 1] 作 右 图 ,显然 
l=c~-a=h= a. 


此 时 sin “人 十 cs 上 
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负 cr 和 浅 





a 


= sin30" + cos60 = 1. 
故 选 (A). 
[ 解 2] … c>a, .. LC>LA. 
. 1 nh 
文大 二 “sinA sinC， 
sinC — sinA = sinA .sinC， 


部 2cos C+ Asn A = 广 [cos(A ~ C)—-cos(A+C)]. ® 


但 上 式 右 = 二 [1- 2smz 人 3 人 -2c08 全 证 “+ 














人 一 人 A 





故 从 @@ 得 ( sin 








即 Sin 











故 选 (A). 
7.36 在 个 ABC 中 ,了 A 是 印 角 ,O 〇 是 垩 心 ， 
AO = BC. 则 cos( 芝 OBC + ~OCB ) 的 值 是 
(A) - 吨 . (B) 安 / 
E 
(O 号 (D) -二 /er 
(中 国 初中 数学 联赛 1993 年 ) 。 8 全 下, 
[ 解 ] 由 题 设 知 人 ADB = 人 AFO = 90"， 
又 LBAD = 人 OA4AF， 
故 LAOF = 人 ABC. 
在 Rt 人 OAF 和 Rt 人 BCF 中 ,AO = BC, AOF = 人 FBC， 
则 人 OAF 纪 人 BCF. 知 BF = FO. 
即 ”Rt 全 BFO 为 等 腰 直 角 三 角形 . 
因而 cos(OBC + /OCB) 
=~ coslrx — (LOBC+ /OCB)| 


~ 
一 


~~ 
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= cos BOC = 一 . 

故 选 (A). 

7.37 ”一 张 宽 是 6 类 二 的 长 方形 纸 按 图 所 示 
加 以 折 又 ,使 得 一 和 角 与 对 边 接触 .用 角 9 来 表示 ， 折 
痕 工 长 度 的 英才 数 是 


(A) 3sec:gcscb. (B) 6singsec0 . 
(C) 3secgcscg. (D) 6secgcsc2 9. 
(E) 这 些 都 不 对 . 


(第 23 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1972 年 ) 
[ 解 ] 设 上 为 纸 的 长 ,那么 在 Rt 和 ABC 中 





p= 6 -6 初 
cos(90" — 20) sin20 

= 3sectcsch, 越 

L = Asecg | 
= 3sec Ocsch. 人 





故 选 (A). 

7.38 ”从 直角 三 角形 的 直角 顶点 作 斜 边 的 三 等 
分 点 的 连 线 ,这 二 条 线段 分 别 长 snz 和 cost, 其 中 xz 是 0 之 xz 过 了 的 
一 个 实数 . 斜 边 的 长 是 


(NF. (B35. (0 
(EE) 按 已 知 条 件 无 惟一 的 解 . 
(第 31 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1980 年 ) 
[ 解 ] 如 图 ,在 会 CDF 和 和 CEG 中 运用 勾 股 定理 得 
4a2 + b? = sin xz, dQ) 
a* 十 452 = cos x. © 


D+ 有 5S(a? + 5)=1. 


因而 AB=3Vat=3N4 2 
a D 
> | 


- 35 s 
= Ts ， < 
故 选 (C). C sb FoG b 4 
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7.39 和 ABC 中 , 若 人 A = 60',AC = 16, 又 三 角形 的 面积 为 
220 VY3, 则 BC 长 度 为 
(A) V2400. (B)25. (C) 51. (DD) 49vY3. (FE) 49. 
(中 国 北 京 市 初中 数学 竞赛 ,1982 年 ) 


[ 解 ] 由 SAax = 二 4C . ABsinA 得 


六 . 16 . ABsin60° = 220 3, 
.. AB = 55. 
由 余弦 定理 得 
BC2 = AC’* + AB’? ~ 2AC . ABcos60° 

= 16: + 55* ~ 16 . 55 = 2401. 
.. BC = V2401 = 49. 
故 选 (五 ). 

7.40 简单 ( 即 对 边 不 相交 的 ) 四 边 形 ABCD 的 边 AB,BC 和 
CD 的 长 分 别 为 4,5 和 20. 操 顶 角 B 和 C 是 钝 角 , 且 sinC = 一 cosB = 


总 ,那么 边 AD 的 长 是 
(A) 24. (B)24.5. (C)24.6. (D)24.8. {(E) 25. 


(第 30 届 美国 高 中 数学 考试 ,1979 年 ) 
[ 解 ] 设 直线 AB 和 DC 延长 线 的 交 8 


点 为 忆 , 且 用 6 和 6 分 别 表 示 了 EBC 和 C 
PFCB .因为 


cos 有 =— cosB = sinC = SinO， 4 
又 B,9 均 为 锐角 , 则 8 + 9 = 90". 
故 人 BEC 是 直角 . 
又 BE = BCsing = 3, CE = BCsing = 4， 


所 以 AE = 7， DE = 24， 且 AD 是 Rt 全 ADE 的 斜 边 , 则 
AD = v24* + 7 = 25. 

故 选 (下). 

7.41 局 是 全 ABC 中 CB 边 上 的 一 点 .如 果 人 人 CAD = 人 DAB = 
60",AC = 3 和 且 AB = 6, 那 么 AD 的 长 为 

(A) 2. (B) 2.5. (C) 3. (D) 3.5. (E) 4. 

(第 34 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1983 年 ) 
[ 解 1] 设 AD = y, 因 为 AD 平 分 BAC, 由 三 角形 角 平 分 线性 
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DB AB _ 
质 , 有 p= aAc = 2 


所 以 ,如 图 人 @, 我 们 设 CD = x， DB = 2x. 
在 全 CAD 和 公 DAB 中 运用 余弦 定理 ,有 


rT = 3 +y -3y, D oo :Dp 2 8 
(rx) = +y -6y. 个 
四 -x4 得 A 
0=—-3y +6y=—3y(y-2), 图 四 
因为 y 关 0,， 所 以 y = 2. 
故 选 (A). i % + Dp 2 ; 
[ 解 2] 如 图 名 ,延长 CA 到 五 ,使 4 一 一 ， 
得 BE // DA. z 本 
由 人 ABE = 人 BAD, 及 人 BEA ~ ， 
= LDAC, i 
有 EAB = 180° - 120 = 60". 3 
所 以 人 ABE 是 等 边 三 角形 .。 又 因为 图 2 
A BEC ww ADAC, 


; LA _ LA ji DA_3 ， _- 


故 选 (4 ). 
[ 解 3}】 由 SAABC = SACcap + SApAB, 有 
地 .3.6.sinl20" = 考 .3.AD.sin60"+ 方 6.AD. sin60", 
解 得 ”AD = 2. 
故 选 (A). 
7.42 在 人 ABC 中 ,ABC = 120"，AB =3， BC = 4. 如 果 过 
A 点 作 AB 的 垂 线 与 过 C 点 作 BC 的 垂 线 交 于 万 , 则 CD 等 于 
8 11 10 
(A) 3. (B) 万 (C) 5. (D) 二， (E) 万 
(第 43 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1992 年 ) 


{ 解 j 由 余弦 定理 在 人 4BC 中 有 
AC* =3+42-2.3.4.cosi20" = 37. 
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若 民 为 入 ABC 外 接 圆 半径 , 则 AC = 2Rsinl20 ， 
AC 2 2V37 
即 2R = 0 = 《37 太一 有 . 
由 DAB = 人 BCD = 90", 从 而 ”BD 为 二 角 4 一 8B 
形 外 接 圆 直径 , 即 





中 


BD = 2R 
CD = BD2 - BC = 4 -t= 
即 cp = 
3 
故 选 ( 正 ). 
7.43 在 A4BC 中 ,AC=3AA，a < 
= 27, 且 c = 48. 则 2 等 于 a 

(A) 33. (B) 35. (C) 37. ~ 
(D) 39， ”(E) 5 的 值 不 惟一 c 8 


(第 36 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1985 年 ) 
[ 解 1] 作 人 ACD = A, 则 LBCD = LBDC = 2 一 A. 
BD= BC=27, 且 CD = AD = 48 -27= 21. 
作 人 CDB 的 平分 线 DE , 则 在 人 BDC 中 ,一 CDB 的 平分 线 


DE = Ny. 27|1 一 (二 ) | E 
-2 
16° 4 p 








5.7.9 21 D 27 
= 16 
又 ZEDC = LACD = 一 A， 
DE // AC. 
AC _ AB 
DE ~ BD’ 
DE:AB 5.7.9.48 
由 AC= BD -1027 -35 


故 选 (B). 
[ 解 2] 由 正弦 定理 及 题 设 有 
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则 


则 
即 


sinA _ sin3A 即 sinA _ sin3A 


27 48 ， 9 16 ， 
sin3A = 3sinA - 4sin’ A, 
sinA _ sin3A 1 3-4sinA 
9 16 化 为 9 : 
.2 /vl .. 
BD 36sinA = 11, .. sinA = = 一 一 (“A 是 锐角 ). 
由 余弦 定理 有 a = b+e” 一 2bccosA, 即 
272 = p+48 -2.48.b. Vi- sinA, 
5 






bP-2.48.b' 训 +48 -27 =0， 
b? — 806 + 1575 = 0， 
解 得 bi = 45, b2 = 35. 和 
由 CD + AD > AC, 知 45 不合 ,应 舍 去 .从 而 6 = 35. 站 
故 选 (B). C 由 


[ 解 3] 作 一 ACD = 人 A, 于 是 

/DCB =2/A, LCDB = 24Ah, i、 
. BD = BC = 27, 4 B 
且 CD = AD = 21. 


] 二 CT 二 一 = 人 人 
则 cosCLCDB = 本 .21 27 54 一 18， 


coos ADC = - 起， 又 由 余弦 定理 得 
bp? = AD? + CD’* -2AD: CD : cos 人 ADC 

=212+212+73 = 7(3 +3 +7) 
=7* .5°, 

.~ b = 35. 

故 选 (B). 

[ 解 4] ”如 图 ,以 B 为 圆心 ,BC 为 半径 作 贺 , 连 GC. 

易 证 LBGC = 人 BCG = 方 (180" -一 B) 


| 


地 [180° _ (180° - 4 A)] 
-= 2 一 A. 
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e 就 第 嵌 


LGCA= LA. 
再 以 也 为 圆心 ,以 BA 为 半径 作 圆 ,延长 AC， 
BC 与 大 圆 相 交 于 DD,E, 下 点 , 连 BD. 可 得 人 D = 
A= 人 GCA， 则 有 GC/ BD. 








又 FEC = 21， CF = 75. 由 相交 弦 定 理 有 
AC:CD=EC:CF, Bp 中 = 下 人 -全 











AC 
. 了 0 = 全 全， 得 天 = 大 .和 ， 即 b= 35. 
故 选 (B). 
7.44 ”如 右 图 ,人 ABC 中 人 A = C 
45 ,一 B = 30°". 直线 DE 将 个 ABC 分 成 E 
等 积 的 两 部 分 , 其 中 DD 在 AB 上 是 /~ 
人 ADE = 60"( 注 意 :图 不 一 定 准 确 ,E As: eo p 
D 
也 可 能 在 CB 上 ) .那么 比值 2 是 
1 2 1 
(A) 万 (B) 7 方 ， (0) 记 . 
1 1 
(D) 苑 . (E) J 


(第 38 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1987 年 ) 
[ 解 ] 首先 证 明 , 将 全 ABC 分 成 等 积 两 部 分 的 直线 DE 必 与 AC 


相交 . C 
车 不 然 , 过 C 作 CD 使 人 CDA = 60". 
则 PCB = 180° - 120" - 30" = 30"， pA 
知 CD = DB. z ” 
又 由 ACD = 180° - (45° + 60°) = 75° > CAD， 
则 AD > CD. 
由 Saacp = 六 CD * ADsin60"， 
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SAcns = 地 CD . DBsin(180° - 60°), 


则 SAAcD > SAcpB. 矛盾 . 
如 题 图 ,再 设 AB = 1，AD 一 4， 则 
_ sin45 sin60 ,>» _ sin45 sin30 | 
SAADE = 2sin75° 和 ， 上 县 Saapc = 2sin104- 
Saape _ 1 则 sin45 "sin60”，_2sinl103” ,> _ -1 


一 一 一 一 一 ”一 一 一 
二 








SA ABC 2 2sin7S sin49 sin30 2 
2 1 _ 1 __l 
即 4 -7 有 7 J 则 1 = 7 
故 选 (五 ). 
7.45 在 人 ABC 中 ,AB=5，BC=7，AC=9，D 为 AC 上 
一 点 且 BD = 5, 于 是 AD : DC 为 B 初 
(A) 4 : 3. (B) 7 : 9. 
(C) 11 :6. (D) 13 : 5. / \ 站 越 
4 5 C 函 
(E) 19 : 8. 才 
(第 40 届 美国 高 中 数学 考试 ,1989 年 ) 二 
[ 解 ] 由 题 设 及 余弦 定理 在 人 BDC 和 人 ABC 中 ,有 
BD’ = BC* + CD* -2BC . CDcos 一 C， 
即 CD* ~ 14CDceosC+ (7 5)= 0， OQ 
同 理 ”AC* - 14ACcos C+(7-5)=0. © 


由 人,@ 两 式 知 , CD ,AC 为 方程 
x 一 li4cos~C+24=0 
的 两 个 根 , 则 由 韦 达 定理 知 


AC.CD-24, 又 AC = 9, 则 CD = 所 = 3， 
_o 8 _19 
从 而 AD=9 3 = 3 
AD:CD=19:8. 


故 选 (EE). 
7.46 和 4BC 中,AC = 9%0 ,又 .CCB > C4, 点 DD 在 BC 上 旦 


CAD = 2 二 DAB. 若 4 = ,又 = ,其 中 m,n 互 质 正 整 数 ， 


则 pr 二 n= 
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a 


(A)10. (B)14. (C)18. (D)22. (E)26. 
(第 49 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1998 年 ) 


[ 解 ] 设 人 BAD = a, 则 人 DAC = 2a， A 
/BAC = 3a. 
CD SaACD ACsin2a _ AC, 
ing AB” . 


~ 2cos3acosa = 8costau — 6cosa, 


AC - 三 , 即 2cot2u -1T= 蔷 


cosca = 万 二 了 ， cosa-l= 了， 
a 
则 四 =8 (六 -6 (六 )= 训 2 知 mim- 
故 选 (B). 
7.47 在 人 4BC 中 ,~C = 90" ,AAA 的 平分 线 交 BC 于 DD, 则 
AB - AC 
(A) sinA . (B) cosA. (C) tgA. (D) ctgA. 


(中 国 广州 武汉、 福州 等 五 市 初中 数学 联赛 ,1985 年 ) 
[ 解 ] 如 图 , 作 DE | AB. 易 证 人 ACD 国人 AAFD. 
由 AC = AE, 知 EB = AB- AC. 
且 EDB = A. 
在 Rt 人 DEB 中 ,有 c 


= tg EDB = tgA. D 
故 选 (C). A B 
7.48 锐角 和 人 ABC 的 三 边 是 a ,b,c, 它 的 
[AN 


外 心 到 三 边 的 距离 分 别 为 m,n,p. 那 么 ,m:n:p 
等 于 
1.1.1 
(A) a 6b ec. 
(B)a:bi:c. 5 
(C) cosA : cosB : cosC. 
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(D) sinA : sinB : sinC . 
(中 国 初 中 数学 联赛 ,1993 年 ) 

[ 解 1] 连 O4,0OB,0OC, 则 OA4 = OB = OC = R( 外 接 圆 半径 ). 

显然 ,由 色 股 定理 我 们 有 








2 
,2 = R2 委 ， 
p= Ri, 
故 各 :n:p R2 和 2 :二 
( 同 除 以 R) 


= M1- ( 碌 ) Wi- (去 ) W1- (去 ) 
= V1- sinA: Vi- snB: Vi- smc 


= CoSsA : cosB : cosC. 


、 、 pb C _ 
这 里 注意 到 A = 一 = 二 2R, 且 全 ABC 为 锐角 三 角 
形 即 可 . 
故 选 (C). 
[ 解 2] 连 O4,OB,OC， 显 然 
OA = OB = OC = R (外 接 圆 半径 ). 
又 人 《COB = 2 人 A, 而 OM 垂直 且 平 分 BC , 则 OM 平分 人 COB 


在 ”RtACOM 中 ,COM = 六 人 COB 


Rh. 2 


同 理 n= ReosB, p= ReosC. 
. m:n:p= RcosA : ReosB : ReosC 


= cosA : cosB : cosC. 


(17 芝 可 从 征 -车 


故 选 (C). 
7.49 ”半径 为 7 的 圆 , 弦 AB, CD 的 长 分 别 为 10 和 7.AB 和 CD 的 
延长 线 交 于 圆 外 一 点 已 .如 果 APD = 60",BP = 8, 则 汤 为 
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(A) 70. (B) 71. (C) 72. (D) 73. (E) 74. 
(第 43 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1992 年 ) 
[ 解 ] 设 PD = z. 由 制 线 定 理 有 
8.18= x. (x+7), 
得 ”x = 9( 已 舍 人 负 值 ). 
连 BC ,在 全 PBC 中 由 余弦 定理 有 
BC* = PC2 + PB2 -2PC . PB . cos60° 
= 16+8—16.8= 192. 

连 AC, 在 全 APC 中 再 由 余弦 定理 有 
AC = PA’* + PC2 -2PA . PC . cos60° 
= 18+16 — 16.: 18 = 292. 

于 是 ”AC* = BC*+ AB*， 则 


Laat. 





LABC = 90 . 
知 AC 为 加 的 直径 ,因而 2 = 4 = 292 = 73. 
故 选 (D) 


7.50 ”等 腰 和 人 ABC 中 ,一 腰 上 的 高 线 长 为 V3 ,这 个 高 线 与 底 边 的 
夹 角 是 60", 和 ABC 的 面积 是 
(A) v3. (B) 2 y3. (C) 2. 


3 (EF) 非 以 上 答案 . 


>. 
(中 国 北 京 市 初中 数学 竞赛 ,1983 年 ) 
[ 解 ] 如 图 ,由 高 BD 与 底 BC 夹 角 为 60°, 可 D 


(D) 


知 , 底 角 人 C = 30',D 在 CA 延长 线 上 ， < 
且 BC = 2BD=2V3, 同时 AB=2. B c 
所 以 Sassc = 方 AB BCsin “ABC 
= 方 :2.2J.sin30' 
_ 5 
族 选 (A). : 
7.51 A 为 人 ABC 的 一 个 内 角 , 征 sinA + cosA = 方 . 则 
从 ABC 是 





2 ”世界 数学 奥林匹克 解 题 大 辞典 





(A) 钝 角 三 角形 . (B) 锐角 非 等 边 三 角形 . 
(C) 直角 三 角形 . (D) 正三 角形 . 
(E) 形状 不 能 确定 . 

(中 国 北京 市 离 中 数学 竞赛 ,1984 年 ) 


[ 解 ] 由 sinA + cosA = 方 ,两 边 平方 ,化 简 得 : 


95 
2sinAcosA = 144， 


由 于 0<A4<180， 知 sin4 >0， 
cos4<0，A4A 为 钝 角 , 人 会 ABC 为 钝 角 三 角形 . 
故 选 (A). 
7'52 三 角形 中 有 一 条 边 是 另 一 条 边 的 2 倍 ,并 且 有 一 个 角 是 





(中 国 上 海 市 初中 数学 竞赛 ,1984 年 ) 
[ 解 ] 设 人 ABC 中 ,ae = 2,， b=1. 


30" ,那么 这 个 三 角形 和 
(A) 一 定 是 直角 三 角形 ， (B) 一 定 是 钝 角 三 角形 . 
(C) 可 能 是 锐角 三 角形 . (D) 以 上 结论 都 不 对 . 由 











(1) 若 一 A = 30"， 1 6, 
b<a, “ LB< LA, 知 aA 
LB < 30°. 
因而 ”人 C > 120°, 即 人 ABC 为 钝 角 三 角形 , 则 否 (A). 
(2) 夺 人 B= 30", 由 | = -2 得 sinA = 1， 
知 了 A = 90". 可否 (了 ). . 
(3) 帮 一 C = 30", 由 余弦 定理 可 求 得 c > 0， c 


因而 LZB< LC， 有 LA > 120" 7 
综 上 ,全 ABC 不 能 是 锐角 三 角形 . 则 否 (C). 。 一 


故 选 (万 ). 
7*53 ”在 全 ABC 中 ,车 2sinAcosB = sinC, 则 此 三 角形 是 
(A) 等 腰 三 角形 . (B) 直角 三 角形 . 
(C) 不 等 边 三 角形 . (D) 等 边 三 角形 . 

(中 国安 徽 省 芜湖 市 初中 数学 竞赛 ,1990 年 ) 
[ 解 ] 由 4+B+C=180， 则 sinC = sin(A + B). 
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a 


又 由 题 设 则 有 sin(A + B) = 2sinAcosB, 即 
sinAcosB = cosAsinB， 或 tgA = tgB. 


0°<A,B<180, .. A=B. 
故 选 (A). 
7'54 在 全 ABC 中 ,车 AB = 2BC, 人 LB = 2AA4, 则 全 4BC 是 
(A) 锐角 三 角形 . (B) 直角 三 角形 . 
(C) 钝 角 三 角形 . (D) 不 能 确定 . 


(中 国 四 川 省 初中 数学 竞赛 ,1992 年 ) 
[ 解 ] 由 设 及 正弦 定理 有 





-1 2 
snA sin(180° ~ 3A)’ 

即 2sinA = sin3A, 

或 2sinA = 3sinA — 4sin3A， 

则 sinA(l - 4sin A) = 0， 

有 sn4=0 或 1-4sinA = 0. 


解 得 一 4 = 0"( 舍 去 ) 或 人 A = 30". 

则 一 B=60 ,因而 人 ABC 是 30"-60"-90" 的 直角 三 角形 . 

故 选 (B). 

7.55 若 三 个 实数 x 之 y < 之 zz, 满足 y 一 x = zz 一 y, 则 称 之 ,y,z 
为 一 个 “等 差 数 组 ”. 对 人 ABC 中 , 记 BC = a,CA = 5,AB = rc 又 a， 
b,c 的 对 角 依 次 记 为 A、B、C, 已 知 a,5,c 是 一 个 “等 差 数 组 ”, 则 必 有 

(A) A,B,C 是 “等 差 数 组 ”. 

,BB) cosA ,cosB ,cosC 是 “等 差 数 组 ”. 
(C) sinA ， ™ sinC 是 “等 差 数 组 ”. 


(D) 一 二 了 二 上 是: 等 差 数 组 ”. 
(中 国 北 京 市 高 中 数学 竞赛 ,1990 年 ) 


[ 解 ] ”由 正弦 定理 有 -7 = -B= -人 = 2R， 
a = 2RsinA, 65 = 2RsinB, cc = 2RsinC, 
又 ”由 设 知 26=a+ti， 
则 4RsinB = 2RsinA + 2RsinC， 


妈 2sinB = sinA + sinC. 
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故 选 (C). 
7.56 ”如 果 三 角形 三 边 a ,b,c 所 对 的 角 分 别 是 A,B,C, 且 满足 
acosA 十 5cosB = ccosC ,那么 这 个 三 角形 一 定 是 
(A) 等 边 三 角形 . (B) 以 a 为 斜 边 的 直角 三 角形 . 
(C) 以 5 为 斜 边 的 直角 三 角形 . (D) 非 上 述 答案 ， 
(上 海 市 初中 数学 竞赛 ,1983 年 ) 

[ 解 1] 由 题 设 及 余弦 定理 有 
CQ( 8 三 ~ a”) . b(a” 3 — 1) _ c(a* + 6 — ce) 

bc ac 


2ab 
Bab + emma)+ bart+c ~-b)= c*(a’ + 6b — cc), 
则 (a? 一 0)*= ci， 或 a?= b+cr. 





车 a” = 6b? + c?, 则 三 角形 是 以 a 为 斜 边 的 直角 三 角形 ，; 

车 a = 5* 一 必 , 则 三 角形 是 以 4。 为 斜 边 的 直角 三 角形 . 

故 选 (D). 

[ 解 2] 由 题 设 等 式 知 其 关于 a,A 和 65,B 对 称 , 则 车 (B) 对 ,(C) 
也 对 ,不 妥 . 

又 在 (4A) 对 , 则 4A=B=C=60', 目 ua = 65 = rc, 这 样题 设 等 式 
变 为 2 = 1, 了 矛盾 . 

故 选 (DD). 

7.57 在 人 ABC 中 , 角 A,B,C 的 对 边 分 别 记 为 a,b5,c(5b 关 1)， 


且 生 ,SpA 都 是 方程 og jx = logs(4z - 4) 的 根 , 则 人 ABC 
(A) 是 等 腰 三 角形 ,但 不 是 直角 三 角形 . 
(B) 是 直角 三 角形 ,但 不 是 等 腰 三 角形 . 
(C) 是 等 腰 直 角 三 角形 . 
(D) 不 是 等 腰 三 角形 ,也 不 是 直角 三 角形 . 
(中 国 高 中 数学 联赛 ,1992 年 ) 
[ 解 ] 由 已 知 方程 得 log,x” = jog, (4x -4)， 
故 有 x*~4r7+4=0， 解 得 x: = x;= 2. 
C=2A， 而且 sinB =2snA， 有 45b= 24a. 
又 A+B+C = 180°, : 
3A + B = 180°, 
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(1 学 加 和 沦 移 -煞车 








Ea 


则 stnB = sin3A = 2sinA, 
.3sinA -4sinA = 2sinA， 即 sinA(1 -4sinA)= 0. 
sinA 关 0， 
1 -4sim?A = 0， 得 sin4 = 十 ( 注 意 到 sinA > 0)， 
“. A=30, C=60, B= 90°. 
故 选 (B). 
7.58 ” 某 三 角形 三 边 长 分 别 为 a,6b,c, 且 (a +b+c)(a+6b-c) 
= 3ab .那么 长 度 为 c 的 边 所 对 的 角 的 角度 为 
(A)15°. (B)30°. (C)45’.  (D)60°. (E) 150°. 
(第 32 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1981 年 ; 
“祖冲之 杯 ” 初 中 数学 邀请 赛 ,1988 年 ) 
[ 解 ] 设 9 是 此 三 角形 中 长 度 为 c 的 边 所 对 的 角 . 
由 题 设 (a + b+c)(a+b-c)= 3ab, 


即 (a+ bb) -c= 3ap， 
或 a*+6 -ab= ec. 
又 由 余弦 定理 有 a* + b?* 一 2abcos0 = c?， 
所 以 ab = 2abcosl. 
即 cos9 = ,得 9 = 60" 
故 选 (DD). 


7:59 在 全 ABC 中 ,着 (a + 5+c)(at6-c)= 3a, 有 sinA 
二 sin*B + sinC, 则 人 ABC 的 各 和 角 为 
(A) 40°,60°,80°. (B) 60 ,60°,60°. 
(C) 30° ,60° ,90°. (D) 45° ,45° ,90°. 
(中 国 山西 省 太原 市 初中 数学 竞赛 ,1990 年 ) 
[ 解 1] 由 snA = sinB+sinC 及 
-sinA sinB sinC 1 
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又 由 题 设 (a + 5)* 一 c* = 3ab, 将 上 式 代 入 化 简 后 得 


252 = 二 ab， 即 b= 方 4. 


因而 此 三 角形 为 30"-60"-90° 的 三 角形 . 
故 选 (C). 
[ 解 2] 由 题 设 得 (a + 5)* 一 c= 3ab， 
即 有 a*+6*-c* = ab. 
得 C= 60", 故 A+B= 120.. 


又 sin2A = smB+sinC = snB+(l -cosC)= snB+ 妆 ， 




















初 
即 (sinA + sinB)(sinA -~ sinB) = 了 
A+B A-B A-B A+B 3 越 
或 2sin 7 7 2 2 2 ”43? 由 
.13.1 .ATB 4-B_3 全 
2 2 2 2 2 了 4， 二 
得 sin(A— B)= 3 
“. A-B=60 ,又 A+B=120， 得 A = 90°,B = 30?. 
故 选 (C). 


7.60 在 公 ABC 中 ,已 知人 A = 43 ,8B = 60 ,BC = 1, 则 
全 ABC 的 面积 是 


1 + V3 2 + V3 1 + V3 


(A) (B) 


3+ V3 /6 + 3 
a. (E) ge . 


(中 国 部 分 省 .市 初中 数学 通讯 赛 ,1986 年 ) 
[ 解 ] 作 BD | AC,D 为 垂 足 , 在 人 ABC 中 ,由 正弦 定理 得 


(D) 


_Y3 2_% 
AC= 池 "=2 
在 Rt 全 BDC 中 ， 
BD = sin75 = csl5 = V+ 03. 
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该 入 





= 34+243) Bs 
I - 3B+D 


8 
= 








故 选 (D). 
7.61 设 a,b,c 和 4d 分 别 是 四 边 形 MNPQ 的 边 MN,NP,PQ 和 


QM 的 边 长 .车 A 是 MNPQ 的 面积 ,那么 
(A) 当 且 仅 当 MNPQ 是 凸 四 边 形 时 ,A = ( 


























2 
(B) 当 且 仅 当 MNPQ 是 矩形 时 ,A = (4) (2954). 
(C) 当 且 仅 当 MNPQ 是 矩形 时 ,A 雯 (2  ) (4). 
(D) 当 且 仅 当 MNPQ 是 平行 四 边 形 时 ,A << (45) (2 二 4). 


2 
(E) 当 且 仅 当 MNPQ 是 平行 四 边 形 时 ,A 之 (4) (84). 
(第 28 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1977 年 ) 
[ 解 ] 因为 A 是 对 角 线 MP 将 MNPQ 分 成 的 两 个 三 角形 的 面积 


之 和 , 即 4 aQ 
1 ,. 1 ， 2 
A = 2 absinN + 2 cd sinQ,， 2 c 
N 5 P 


同样 A = 六 adsinM 十 地 bcsinP. 


上 两 式 相 可, 且 注意 到 0 < sinQ 志 1 (0° < Q < 180°). 
， 1 at+cYi/ot+a 
所 以 A<7(w +cd+ad+bc)= (2 ) (4). 
当 且 仅 当 sinM = sinN = sinP = sinQ = 1 时 ,等 号 成 立 . 也 就 是 
说 当 且 仅 当 MNPQ 是 矩形 时 等 式 成 立 . 
故 选 (B). 
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7.62 ”在 图 示 的 图 形 中 ,9 按 弧度 测 
量 ,C 是 圆心 , BCD 和 ACE 是 直线 段 ,而 








AB 是 圆 在 点 A 的 切线 . 设 0<9< 扣 , 则 4 ? 
两 块 阴影 区 域 面 积 相 等 的 必要 充分 条 件 > 
是 
(A) tg0 = 0. (B) tg0 = 20. (C) tg = 40. 
(D) tg20 = 0. (E) tg 5 = 
(第 37 届 美国 高 中 数学 考试 ,1986 年 ) 
[ 解 ] 依 题 意 有 
Saagc = 了 :4C.4B= 本 :rirtgg= 二 rztgb， 刘 
等 
中 阴影 4ABF 三 方 r2tgb 一 方 r20， 驴 阴 影 ECD 二 六 r2g， 
1 1 1 
| Fr tg0 一 0 = 5r 0 te0 = 20. 数 
故 选 (B). 二 
7.63 ”如 图 , AB 是 圆 的 直径 , CD 是 与 
4 平行 的 一 条 弦 , 而 AC 与 BD 相交 于 E, 且 A 
《AED = a, 人 CDE 与 人 ABE 的 面积 之 是 4 
(A) cosa. (B) sina. (C) cos’ a. 
D~ tC 
(D) sin2a . (E) 1 — sina. 
(第 37 届 美国 高 中 数学 考试 ,1986 年 ) 
[ 解 ] 由 题 设 人 CDE cw 人 ABE,， 
SAmE : Saape = ED’ : EB’, 
注意 到 EB = AE(*… AB .CD 是 平行 骇 )， 
+. SACDE : SAABE = ED* : AE’*. 
连 AD， 则 人 ADE = 90"， 
AF 二 COSGQ， 
则 SACDE : SAABE = cos ua . 


故 选 (CC ). 
7.64 ”从 一 个 半径 是 6 的 圆 中 截 得 一 个 圆心 角 是 锐角 6 的 扇形 . 
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入 入 


关于 这 个 扇形 外 接 圆 的 半径 是 
(A) 3cos0. (B) 3secg6，《〈C) 300s 方 6.(D) 3sec 方 0. (E) 3. 
z (第 24 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1973 年 ) 
[ 解 ] C 是 扇形 POQ 外 接 圆 的 圆心 , 即 OP, OQ 


的 重 直 平分 线 SC 和 RC 的 交点 . 
在 个 ORC 中 可 有 





故 选 ( 姜 ). 
7.65 “半径 为 13 和 半径 为 $ 的 两 个 圆 相交 ,圆心 距 为 12, 则 这 两 
圆 公 共 弦 长 为 
(A) 3 Vi (B) 多 (C) 4v6. 
(D) 10. (E) 以 上 结论 都 不 对 . 
(中 国 初 中 数学 联赛 ,1984 年 ) 
[ 解 ] 设 大 圆 的 半径 (两 圆 交点 到 圆心 ) 与 连 心 线 的 夹 角 为 c, 显 
然 a < 90" ,于 是 
13+12-5 12 . _5 
T212133 13 SM 7 13- 


从 而 公共 了 弦 长 为 ”2 .13 .sine = 2.13- 局 - 10. 


故 选 (万 ). 

7.66 ”如 图 ,点 A,B,C,D 在 一 直径 为 1 的 圆 上 ,点 X 在 直径 AD 
上 ,如 果 BX = CX,，3 人 BAC = 人 BXC = 36" ,那么 ,AX 等 于 

(A) cos6'cosl2"secl8". 

(B) cos6'sinl2°csc18°. 

(C) cos6" sin12"sec18”. 

(D) sin6 "sin12*csc18”. 4 

(E) sin6"sin12"sec18 

(第 44 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1993 年 ) 

[ 解 ] 因为 2 了 BAC 关 人 BXC, 所 以 匀 不 是 圆心 . 设 圆 心 为 O, 连 
OB ,OC, 则 

全 OXB 必 公 OXC. 从 而 可 得 


人 器 名 
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BXD = LCAXD, 












LBAX = LCAX. mv 
因为 和 ABD = 90",AD = 1， 4 sc 
则 AB =:ADcosBAD = cos 方 人 BAC = cos6 
注意 到 AXB = 162', ABX = 12°, 由 正 绪 定理 ,有 
AB AX 
sinAXB sin ABX 
， cos6 _ AX 
所 以 sin162” sinlL2 
因为 sin162” = sinl8 ， 
则 有 AX = cos Sin 一 cos6"sinl12"csc18 . 有 
故 选 (B). 
到 
二 < 米 
第 3 蔬 一 般 限 数 吉 
7.67 已 知 VG-31x1)7 = 2+3x, 则 x 的 取 值 范围 是 - 
2 2 _2 
(A)- 志 TE 3 (B) 3 TE0. 
2 _25 2 
(0 073. (D) zx 3 或 + 之 了 


(中 国 湖北 黄冈 地 区 初中 数学 竞赛 ,1991 年 ) 
[ 解 ] 由 已 知 有 12-31xz1=2+3z， 
故 2+3x 宇 0. 


即 z 之 - 志 ， 和 目 x 之 0 时 有 2-3|1x|1=2+3z. 

而 >0 时 ，2-317r1 和 关 2+37r，31vr1-2 和 天 2+3>z. 

故 选 (B). 

7.68 已 知 y= ar"+ar+cr-S, 当 zx=-3 时 ,y=7, 那 么 当 
X 二 3 时 yy 的 值 是 

(A)— 3. (B)—7. (C) - 17. (D) 7. 


(中 国 广州 .武汉 ,福州 等 五 市 初中 数学 联赛 ,1984 年 ; 
中 国安 徽 省 初中 数学 竞赛 ,1997 年 ) 
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和 


[ 解 ] 令 f(x) = ar" + pz3s + cr, 则 


f(x) =— f(x). 
由 z=-3 时 ,y=7, 即 F-3)-S$=7, 知 f(-3) = 12， 
而 f(3) =- f(- 3) =— 12. 
所 以 x=3 时 ，y = f(3)-5=-17. 


改选 (C). 
7.69 若 方程 Vz -pp = x 有 两 个 不 相等 的 实 根 , 则 实数 p 的 取 
值 范 围 是 


(A)p <o0. (B)p < 地 
(0O0 达 p< 十. (D)p 之 地 


(中 国 初中 数学 联赛 ,1994 年 ) 
[ 解 ] 今 取 p =- 1, 代 和信 原 方程 得 Vx++1 = x， 
即 x? -x - 1 = 0， 此 时 方程 有 一 个 负 根 ,于 是 可 排除 (A), (B). 
取 p = 1, 代 入 原 方程 得 x* -- x + 1 = 0， 其 无 解 ， 故 排除 (D). 
故 选 (C). 
7.70 若 z,y 都 是 实数 , 且 z 刀 + 六 =2, 则 zz+y 的 取 值 范围 是 


(A) (~ co，2). (B) [- 2, 11. 
(C) (0, 2]. (D) (2, + oo). 


(中 国 北京 市 高 中 数学 竞赛 ,1993 年 ) 
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[ 解 1] 分 两 种 情况 考虑 : 

(1) 车 x 宇 y 实 0， x’;,y 相当 于 棱 长 分 别 为 x,y 的 立方 体 体 积 ， 
对 于 它们 体积 和 为 2 的 立方 体 来 讲 , 再 考察 两 种 极端 的 情形 : 

dzr= 闪 ，y=0， 此 时 zx+y=y2; 

Or=y=1， 此 时 z+y=2. 

这 样 ”x + y 界 于 V2 与 2 之 间 变 化 . 

(2) 若 x > 0,y 达 0, 此 时 z+ 相当 于 楼 长 分 别 为 ,i y | 的 
两 个 立方 体 体积 之 差 . 








, 初 

容易 分 析 到 : 当 z, | y | 很 大 时 ,x -1y1= x+ yy 可 以 很 小 ,但 x i 

二 y > 0. 函 
综 上 ,zx+yvE(0,2]. < 
故 选 (C). 二 
[ 解 2] 由 设 x7?+yw=2， 

即 (z+ y)(x -xy+y)=2, 

所 以 x+ Yy 二 


zy 
奋 >0y>0， 则 当 zz=y=1 暑 ，(z+y) =2. 


车 x 之 0,y < 之 0， 由 设 z= V2- yi, 


. 2 

”yr 
故 z+y€ (0,2]. 

故 选 (C). z 

[ 解 3] 记 z+y= 1, 由 设 有 (x +y)(x* 一 xy+y)=2， 
即 317* 3x7 +B-2=0,， 

ER， A=91~4.3.1(1 -2) 守 0, 

即 314 一 414+8t 守 0，' 或 6-8) 雪 0， 

.., £(t —2)(t* +2t+4) 志 0. 

而 t+2t+4>0 和 恒 成 立 (GE R)， 
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给 称 箱 你 


it -2) 过 0， 即 0 过 雪 2. 
而 1=0 时 x=~y， 则 z+y=0 与 题 设 矛盾 . 
从 而 0<z 委 2. 
故 选 (C). 
[ 解 4] 吻 推 得 x+ y= rt 

x- xyty >0，.， Xx+y>0, 从 而 可 舍 (A),(B). 

又 车 取 x = 0,y = 六 时 ，x+y= 疫 €(0,2] 可 否 (D). 

故 选 (C). 

7.71 ”定义 在 区 间 (0, + co) 上 的 函数 /(+) = x+ 二 

(A) 是 增 明 数 . (B) 是 减 图 数 . 

(C) 是 先 减 后 增 的 顶 数 . (D) 是 先 增 后 减 的 滑 数 . 

(第 2 届 “ 希 望 杯 ”全 国 数学 邀请 赛 ,1991 年 ) 

[ 解 ] 设 0 过 zi < 之 zx;, 则 由 

f(z2) -f(x1) = (xz2+ 记 )— (zit 3) = (x2— x) (1 i) 

当 0<xz<xz 扫 1 时 ，z)< fr); 

而 1 和 受 zz 时 ， f(zx2) > fx). 

因此 “在 区 间 (0,1] 上 ,f(x) 是 减 图 数 ;在 区 加 [1，+ ceo) 上 ， 
zh) 是 增 果 数 . 

故 选 (C). 

7*:72 f(x) 是 定义 在 全 体 实数 上 的 非常 数 函 数 , 则 

F(x) = f(x)— f(— zx) 
(A) 是 奇 蜗 数 . (B) 是 侦 肾 数 . 
(C) 既是 奇 函数 也 是 偶 函 数 . (DD) 妓 不 是 奇 嚼 数 也 不 是 偶 函 数 . 
(中 国 北 京 市 高 中 数学 竞赛 ,1990 年 ) 
[ 解 ] 由 FF(-x)= -xz)=-A-(-z)) = f(- x)- Ar) 
=—- [f(zx)- f(- x)] =- F(z), 
F(x) 是 奇 消 数 . 

故 选 (A). 

7.73 大 图 数 f(x) 对 所 有 实数 x 满足 :f (2+x) = f(2-x) 且 
f(5+ Xx) = f(5 一 x) ,; 则 孔 数 f(z) 的 周期 为 
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(A)2. (B)5. (C)6. (D)7. 
(中 国 四 川 省 高 中 数学 竞赛 ,1993 年 ) 
[ 解 ] 由 设 当 x = 2 和 x = 5 时 分 别 有 
f(2+2)= f(2 -2)Bp f(4) = f(0), 
f(5+5)= FS-S) 即 AI0) = f(0). 
从 而 (10) = f(4) , 即 f(4+6)= f(4)， 
知 6 是 函数 f (x) 的 周期 ,又 F(z) 无 更 小 的 周期 (…6 = 2 x 3, 显 
然 2,3 均 不 是 f(z) 的 周期 )， 
则 f(z) 的 周期 为 6. 
故 选 (C). 
7.74 ”对 于 x ER, 了 消 数 f(x) 满 中 f(x +4)+ f(x-4)= 
f(x), 则 它 是 周期 也 数 ,对 这 类 函数 的 共同 最 小 周期 是 
(A)8. (B)12. (C)16. (D)24. (E)32. 
(第 48 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1997 年 ) 
[ 解 ] 将 xz -4 视 为 x 代入 题 设 等 式 有 : 
f(x)+ f(r -8)= f(r -4) 


入 中 梁 


初 
等 
超 
越 
画 
数 





将 上 式 代 回 题 设 式 子 可 有 
f(x+4)+ f(r)+ f(r -8)= f(r) 
... f(r+4)=- f(x — 8), (x*) 
用 x+8 代 入 (x) 式 x+ 这 样 有 f(x)=- f(x + 12). 
同样 将 x 用 x + 20 代 人 (x ) 式 有 


flr+24)=— f(x + 12). 

综 上 f(x)=- f(xr+12) = f(x + 24). 

者 f(x) 有 更 小 的 周期 了 , 它 应 为 24 的 约 数 ,代入 题 设 式 子 均 不 
逐 . 知 最 小 周期 为 24. 

故 选 (D). 

7'75 设 FAz) 是 定义 在 实数 集 尺 上 的 函数 , 且 满 足下 列 关系 : 

fl0+ x)= f(10- x), f(20 x)=- f(20 + x). 

则 fx) 是 

(A) 偶 函 数 ,又 是 周期 函数 . (B) 偶 函 数 ,但 不 是 周期 函数 . 

(C) 奇 函 数 , 又 是 周期 函数 . (DD) 奇 函 数 ,但 不 是 周期 函数 . 

(中 国 高 中 数学 联赛 ,1992 年 ) 
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[ 解 1] 由 题 设 有 f[10 + (10- z)] = FLt10- (10- x)]， 
即 f(x) = f(20 ~ x). 
XX f(20 -x)=- f/f(20+ x) = f(x), 
则 f(40 + x) = f[20 + (20 + x)) 
= 一 f(20+ x) = f(x), 
所 以 FLz) 是 以 40 为 周期 的 周期 图 数 . y 
又 ff(-7xz)= f(20+ x)=~ f(r), 
知 f(x) 是 奇 跑 数 . 
故 选 (C). 
[ 解 2] 题 设 阴 数 图 像 如 右 图 . 
显然 F(z) 是 奇 周期 函数 . 
故 选 (C). 
7*:76 下列 四 个 函数 中 ,既是 偶 函 数 又 是 周期 函数 的 函数 是 
(A) | sinz |. (B) ilogpx |. (C)sinlxi. (GD) log 1 xz1. 
(第 2 届 "“ 希 望 杯 " 全 国 数学 邀请 赛 ,1991 年 ) 
[ 解 ] 由 1 logyx 1,log; | x 1 均 不 是 周期 晴 数 , 故 否 {(B), (DD). 
注意 到 (C) 的 图 像 如 图 , 知 其 亦 非 周期 国 数 . 


入 入 





故 选 (A). 
7.77 给 出 五 个 国 数 : 
(1)f(x) = 0,r€R; 
(2)f(zx)= x,-3<rx3; 
(3)f(x)=lopiri, xAA0, rE€ER:; 
(4)f(x) = (1+7r)"- (1-7x)*, rER,nEN; 
(S)f(x) = sin(sinx), x € R. 
其 中 , 奇 函数 的 个 数 是 
(A)1. (B) 2. (C) 3. (D) 4. 
(第 2 届 “ 希 望 杯 ” 全 国 数学 邀请 赛 ,1991 年 ) 
[ 解 ] 对 于 (1): 由 f/(- x)= f(x) = 0, 则 (1) 可 看 成 奇 函 数 ; 
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又 对 于 (4) f(-x)= [1+(- xz)” [1l-(- z+) 
=—[(1+ 7x)"— (1— zx)”"] 
=— f(x), (x E R, nE€EN) 


则 (4) 是 奇 函 数 . 
且 对 于 (5) F(- xz) = sin[sin(— zx)j = sin(— sinx) 
=— sinsinx =— f(x), 
则 (5) 是 奇 图 数 . 
同时 ,.(2),(3) 均 非 奇 函数 . 
故 选 (C). 


7:78 若 a >0，a 关 1，F(x) 是 一 奇 函 数 , 则 下 面 肖 数 





GD) = F(z) [i + 六 | 初 第 
等 

的 奇偶 性 结论 是 十 
(A) 奇 函 数 . (B) 偶 函 数 . 
(C) 不 是 奇 函 数 也 不 是 偶 函 数 . 
(D) 奇偶 性 与 a 的 具体 数值 有 关 . = 





(中 国 高 中 数学 联赛 ,1984 年 ) 

















[ 解 ] “… F(x) 是 奇 函 数 ， “， F(- x) = - F(z). 故 
G(- x) = Fa -e+ 广 |=- re- 站 2 
| 
-ra[ 寺 区] ro[5 
= F(x) (+)= G(z) 


故 选 (B). 


7.79 ”反比 例 函 数 y = 上 (x 为 自 变量 ,4 为 非 零 非 1 常数 ) 的 图 
像 是 轴 对 称 图 形 , 它 的 对 称 轴 是 下 列 哪个 正比 例 函数 
一 上 


(A) y = TEIX: (B)y=ikl|zx. 
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和 





(C) y =— kx. (D) y= kz. 
(中 国 广州 .武汉 福州 等 五 市 初中 数学 联赛 ,1988 年 ) 


[ 解 ] “… y = 全 的 对 称 轴 有 两 条 y =+z. 


又 . y = TEjT 一 本 之， 

故 选 (4 ). 

7.80 设 有 三 个 函数 ,第 一 个 是 y = g(x), 它 的 反 沙 数 就 是 第 二 
个 也 数 ,而 第 三 个 阴 数 的 图 像 与 第 二 个 函数 的 图 像 关 于 直线 x+y=0 
对 称 ,那么 第 三 个 函数 是 

(A) y =~ p(x). (B) y = 一 VB 一 x). 

(C) y =~ p(x). (D)y =- 9 (~ x). 

(中 国 高 中 数学 联赛 ,1988 年 ) 

[ 解 ] 第 二 个 函数 是 y = 2 '(x), 由 图 
匈 知 ,第 三 个 哨 数 与 第 一 个 函数 关于 原点 成 中 
心 对 称 ， 
好 y=— p(~ Xx). 

故 选 (B). 

7:81 下 列 命 题 : 


x —4 = 
中 分 式 5, 当 z = 土 2 时 ,其 值 为 零 . 


人 


四 若 (e+1l) = 1, 则 a 关 0. 
@ 函数 y = fx + 方 + 二 中 , 自 变量 的 取 值 范围 是 x 之 -二 


@ 在 同一 坐标 系 中 ,y = x+m 和 yy = (其 中 m > 0) 的 图 像 大 
致 如 右 图 . 
其 中 正确 的 命题 的 个 数 有 
(A) 1. (B) 2. (C) 3. 
(D) 4. 

(中 国 广州 ,武汉 ,福州 等 五 市 初中 数学 联赛 ,1991 年 ) x 
[ 解 ]】 (1)x =2 时 ,分 式 分 母 为 0, 不 有 要 .GD 不 真 . 
(2) 由 (a + 1) = 1, 推 不 出 a 关 0, 则 @ 不 真 . 








了 
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(3) 一 数 定 义 域 中 还 应 有 x 关 0( 分 式 分 母 不 为 0), 故 @ 不 真 . 

易 知 蔓 真 . 

故 选 (A). 

7.82 “与 函数 > = f(x 一 a)+5 的 图 像 关于 直线 y = xz 对 称 的 图 
像 所 对 应 的 函数 是 

(A) y= fF!(x—~a)+b. (B) y= fli(x+a)—&b. 

(C)y= f(x-6)+a. (D) y= f(x-6b)-a. 

(中 国 北京 市 离 中 数学 竞赛 ,1992 年 ) 

[ 解 】 与 函数 >y = f(x 一 a)+。 的 图 像 关 于 直线 y = x 对称 的 图 
像 所 对 应 的 函数 应 为 

r= f(y-a)+6b, 即 x-b= f(y-a), 
则 y-a= (x-5), 或 y= (zx 一 5) + a 为 所 求 . 

故 选 (C). 

7.83 ”图 数 y 一 f(x) 的 图 像 为 c. 而 c 关于 直线 zx = 1 对称 的 图 
形 为 cl ,将 cl 问 左 平移 一 个 单位 后 得 到 的 图 形 为 c,, 则 c, 所 对 应 的 水 
数 是 

(A) y = f(- zx). (B) y = f(1 — x). 

(C) y= f(2- x). (D) y = f(3— xz). 

(中 国 北京 市 高 中 数学 竞赛 ,1992 年 ) 

[ 解 ] 设 c| 的 对 应 函数 为 f(z), 由 题 设 c 与 c 关于 直线 x = 1 
对 称 , 故 有 ff(1 -x)= fi(l + x)， 

则 fll1-(xr-1))= fill+ (x -1)), 
Bh fi(x) = f(2- x). 
因而 c 的 表达 式 为 ”y = f(2 -x). 
又 c2 系 cl 问 左 平移 一 个 单位 , 则 cs 对 应 的 函数 为 
y= fi(xt+1)= f(l -x). 

故 选 (B). 

7"84 对 任意 的 函数 y = Az) ,在 同一 个 直角 坐标 系 中 ,函数 y 
= Fz-1 与 图 数 > = FA- x+1) 的 图 像 

(A) 关于 xz 轴 对 称 . (B) 关于 直线 x = 1 对 称 . 

(C) 关于 直线 x = 一 1 对称 . (DD) 关于 y 轴 对 称 . 

(中 国 高 中 数学 联赛 ,1989 年 ) 
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[ 解 ] 因为 函数 f(z) 与 (一 <z) 的 图 像 关 于 直线 < = 0 对 称 ,所 
以 函数 f(x 一 1) 与 f(- x +1) 的 图 像 关 于 直线 x -1 = 0， 即 关于 


工 二 了 对 称 . 


故 选 (B). 

7.85 ”把 函数 y = 广 '(x) 的 图 像 在 坐标 平面 内 以 原点 为 旋转 中 
心 按 遂 时针 方 向 旋转 90° ,得 到 的 图 像 的 函数 是 

(A) y=- f(x). (B) y = f(~ x). 

(C) y =- f(x). (D) y = 一 f(— x). 

(第 2 届 “ 希 望 杯 ” 全 国 数 学 邀请 赛 ,1991 年 ) 

[ 解 ] 考虑 以 下 两 个 相继 作 图 步 又 : 

(1 作出 > = 六 1!(x) 的 图 像 关 于 zx 轴 对 称 的 图 形 ; 

(2) 作出 上 述 图 形 关 于 y = x 的 对 称 图 形 . 

此 即 为 所 求 帅 数 图 像 .这 样 ,所 求 消 数 为 y = f(- 工 ). 

故 选 (B). 

7.86 ”项 数 y = f(x) 定义 在 R 上 , 它 有 反 函 数 ,把 它 的 图 像 绕 
坐标 原点 在 zOy 平面 上 按 逆 时 针 方向 旋转 90", 新 的 图 像 所 表示 的 函 
数 是 

(A) y =— f°!(- x). (B) y =— ff !'(x). 

(C) y = f° (x). (D) y = f° (- x). 

(第 2 届 “ 希 望 杯 ” 全 国 数学 洲 请 赛 ,1991 年 ) 

[ 解 ] 注意 到 函数 y = f(x) 与 x+ = f(y) 的 图 像 关于 直线 y = 
Xx 对 称 . 

师 数 -xz = f(y) 与 x = f(y) 的 图 像 关 于 y 轴 对 称 . 

因而 , 消 数 ~- x = f(y) 的 图 像 可 视 为 函数 y = f(z) 的 图 像 在 
xOy 平面 上 绕 原 点 O 按 道 时 针 方 向 旋转 90" 的 结果 . 

义 一 + 二 f(y) 通常 写作 y= f'(- x). 

故 选 (D). 

7*87 ” 设 f(z) 是 定义 在 实数 集 上 的 周期 为 2 的 周期 函数 , 且 是 侦 
遇 数 .已 知 当 x [2,3] 时 , f(x) = xz, 则 当 x EE[-2,0] 时 , f(x) 的 
解析 式 是 

(A) f(x) = x +4. ~ (B) f(x)=2-x. 
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(C) Frz)=3-1z+1ll (D) fxr)=2+|I1.r+11. 
(中 国 高 中 数学 联赛 ,1990 年 ) 
[ 解 1] 人 由 f(x) = x，2 碾 信 3, 及 周期 为 2, 有 
T+4, 一 2 三 工 全 一 1; 
T+2,0 达 rT 世 1. 
由 于 f(x) 是 偶 范 数 ,得 
rz =- 过 +2,>1 过 工 筷 0. 





f(x) = 





综合 (各 得 
+4, -2 所 工 所 一 |; 
/0 
即 f(x)=3-lxt+ll. 
故 选 (C)， 


[ 解 2] 先 作 出 Az) = xz 的 图 像 ,这 里 x € [2,3], 即 线段 AB. 
f(z) 是 周期 为 2 的 函数 , 则 可 作出 >= f(x) 在 x € [0,1] 

UL-2, -的 图 像 , 即 线段 CD, EF. 

又 f(x) 是 偶 吧 数 ,其 图 像 关 于 y 
轴 对 称 ,可 知 f(xz) 在 [- 1,0] 上 的 图 

从 而 f(x) 在 [2,0] 上 的 图 像 为 
折线 段 EFC. 

易 见 其 解析 式 为 f(x)=3-|lx+1l. 

故 选 (C). 

7.88 上 国 数 F(z) = (x + cosx 一 | x* 一 cosx | ) 的 图 像 是 下 列 
图 中 ( 实 线 部 分 ) 的 
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让 第 





inl- 


示 , 则 函数 f(z) 的 图 像 是 下 面 四 种 图 形 中 的 0 1] 








(A) 


) (C) (Db) 
(中 国 四川 省 高 中 数学 竞赛 ,1989 年 ) 
XT 一 COST ,7 之 cosy 时 ; 


[ 解 ] or | 则 


cosx ~ Xx ,xX < cosz 时 . 


方 [2 + cosx ~ (xz — cosx)] = cosr ,x? 之 cosz 时 ; 
f(x) = 
pk 十 COSX 一 (cosx 一 x*)] 二 并 7 < cosx 时 . 


故 选 (A). y 
7.89 男 数 = f(1 ~ x) 的 图 像 如 右 图 所 


7 


(中 国 北京 市 蜂 中 数学 竞赛 , 儿 年， 
注意 到 下 面 图形 的 演化 : 


不 二 3 


y= f(l— x) y= f(x-—1) y= f(x) 
故 选 (C). 
7.90 设 flrx)=ar +ar+cz 一 SS 其 中 和 是 常数 ,如 果 
AF-7) = 7, 那 么 f(7) 等 于 
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(A) ~ 17. (B) -7. (C) 14，(D) 21. (E) 不 能 惟一 确定 . 
(第 33 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1982 年 ) 

[ 解 ] 注意 所 给 函数 f(x) 的 特点 为 :x 的 次 数 均 为 奇数 , 故 有 
f(- x)=-ar’ -br -cr—5, 

因此 f(x)+ f(- x)=— 10, 

且 AAA7)+ -7)=-=-10. 

又 由 -7)=7， 所 以 7) = 17. 

故 选 (A). 

注 ”本 题解 法 与 7 68 无 异 ,显然 它 只 是 本 题 的 特例 . 

7.91 设 f(x)=ari-brr+x+5, 又 f(-3)=2, 则 了 (3) 等 





(A)-5. (B)-2.， (Ol (D3. (Eg. 的 
(第 46 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1995 年 ) 站 
[ 解 ] F(-3) =a(-3) -6-3) +(-3)+5 
=a.3~-b.3+2, ~ 
f(-3)=2, .. a'3-6.3=0. ~ 
f(3)=a.3-6b.3+3+5=8. 
故 选 (E). 


7.'92 设 f(x) 是 满足 下 面 两 个 性 质 的 聘 数 ; 
(a) 对 任意 两 个 实数 x+ 和 y, 总 有 (x+y)=x+fly), 量 
(5)f (0) = 2. 
则 Ff(1998) 的 值 是 
(A)0. (B)2. (C)1996. (D)1998. (E)2000. 
(第 49 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1998 年 ) 
[ 解 ] 由 题 设 知 f(x)= f(x+0)= z+/f(0)= x+2,， 
因而 (1998) = 1998 + 2 = 2000. 
故 选 (五 ). 
7*93 ”如 果 下 (2) 是 一 个 函数 ,其 中 F(1) = F(2) = F(3) = 1， 
同时 F(n + 1) = Pn Fa + + ,那么 F(6) 等 于 
(A) 2. (B) 3. (C) 7. (D) 11. (E) 26. 


(第 21 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1970 年 ) 
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二 ci 小 





[ 解 ] 由 设 可 计算 F(4),F(5), 进 而 可 得 F(6). 


选 下 (3)F(2)+1 | 
四 F(4) = FD = 2， 
F(5) = EPE + = 3， 
F(6) 一 FY + 一 7 
故 选 CC ). 
7.94 在 目 然 数 集 N 上 定义 的 陋 数 
(n) = nn 一 3， 知 2 宇 1000， 
A fifln+7)]， 若 < 1000. 
则 (90) 的 值 是 
(A) 997. (B) 998. (C) 999. (D) 1000. 


(第 2 届 “ 希 望 杯 ” 全 国 数 学 洲 请 赛 ,1991 年 ) 
[ 解 ] 由 题 设 可 知 

f(1000) = 1000 - 3 = 997， 

f(999) = FL AI1006)j = f(1003) = 1000， 
f(998) = FL f(1005)] = f(1002) = 999， 
f(997) = fF[Lf(1004)] = f(1001) = 998， 
f(996) = f{L f(1003)] = f(1000) = 997， 
f(995) = f[ f(1002)] = f(999) = 1000， 
f(994) = fl f(1001)] = f(998) = 999, 
f(993) = fF[f(1000)] = f(997) = 998, 
f(992) = FA999)] = fF(1000) = 997, 
f(991) = fLf(998)] = f(999) = 1000, 


递归 地 可 有 
997 ， k = 4m, 
1000， k=4m+t1l, 
(1000 = &) = ) 
A 《1 999， k= 4 六 十 2 (mE€EN) 
998,， k= 4m+3. 


则 ff(90) = f(1000 -910) = f{1000 (4: 227 + 2)] = 999. 


故 选 (C). 
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7.95 设 f(n) = 工人 其 中 n 是 一 正 整数 . 如 果 


天 


x 二 (一 ,k= 12 2, 则 72) 的 可 能 值 集 为 


(A) 101 (B) | 上 (C) 10，- 二 上 


(D) 10, 二 | (E) {1, 汪 | 
(第 19 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1968 年 ) 
[ 解 ] 由 设 有 
Xt re = (1)*+(-1)*! = (-1)(1-1)=0. 
TN 0, 天 为 偶数 ; 
和 1* | 1， 为 厅 数 
、 | 
从 而 ”24) = 0， 24+1) = 一 元 
则 ”f(x) 的 值 集 含 于 10, -二 | 中 . 
故 选 (C). 


故 





7.96 车 F(n+1) = 全 把 + ,2,1) = 2, 则 


F(101) 等 于 
(A) 49. (B) 50. (C) 51. (D) 52. (E) 53. 
(第 17 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1966 年 ) 


[ 解 ] 由 设 有 。F(n+1) = F(n)+ 方 , n = 1,2,…. 知 其 为 公 


差 是 方 的 等 差 数列 . 且 F(1) = 2 即 首 项 为 2. 


故 F(n)=2+ 2 





因而 有 F(101) = 2+ 二 =- 52. 


故 选 (D)， 
7:97 着 是 正 数 ,并 且 对 于 每 个 正 数 x ,函数 了 满足 
[PFCz2+1)] = &; 
那么 对 于 每 个 正 数 y, 式 | /( 2 ) | “等 于 
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初 
等 
超 
越 
函 
教 





媳 区 各 





9 光 每 这 


(A) Yk. (B) 2k. (C) kk. (D) k&2. (E) 如 ， 
(第 29 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1978 年 ) 


12 


[ 解 ] (2 )| ”= [EE 








这 里 := 
故 选 (DD) 
ra (3) 


则 f(xn+1)- fr-1), 用 f(xn ) 表示 为 


(A) 地 f(n). (B) f(n). (C) 2f(n) +1. 
(D) fF(n), (E) 方 LP(n) - 1]. 
(第 15 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1964 年 ) 


[ 解 ] 设 1 =- se， 二 5-p8， 骨 


fln+1)— fl(n-1) 





_ {5+3V5 nt $5—3V5 ntl 5 + 3V5 14 $5— 3V5 nl 
=( 10 aa + 10 £ )- (3 10 10 8 ) 
Ss+3V5, 1、5-3V5 ， 1 
-0 (aa)t 0 PR 


-0 “ 10 B= fn). 
注意 到 a- 一 =1 pg =1 
故 选 (B). 


7.99 ”车 函数 了 定义 为 FLz) = az - V2, 其 中 wa 为 一 个 正常 数 ， 
如 果 f( 了 (Y2)) = 一 v2, 那么 a 等 于 


(A) 2 =. (B) 二 ， (C)2_ 2. 
V2 2 + V2 


(第 41 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1990 年 ) 
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[ 解 ] 由 设 F(V2) = a(YW2) -V2 = 2a -v2， 
X f(f12)) = a(2a - (2) -V2 =- 2, 
a(2a -42) =0. 


a>0,， .. a = 虹 . 


故 选 (DD). 
7.100 若 函 数 f 定 义 为 
f(x) = rt 大- 


并 且 对 于 除去 - -> 的 一 切实 数 z ,满足 /LA(z)] = z, 那 么 < 是 











(A) - 3. (B) - 方 ， (0) 六 
(D) 3. (E) 按 已 知 条 件 无 惟一 解 . 起 
(第 31 届 美国 高 中 数学 考试 ,1980 年 ) 和 
[ 解 ] ”对 于 所 有 的 x 天 - 六 的 实数 由 题 设 有 > 
、 (二 3 ) cx 
t= flf(x)1= 2 (7)+3 2cr+6zrz+9， 


由 之 可 有 (2c + 6)x+ (9 c*)=0. 
所 以 由 的 任意 性 有 2c+6=0，9-c =0. 





解 得 c=—3. 

故 选 (A ). 

7.101 车 g(x7)=1-x*, 县 当 xz 关 0 时 , flg(x)] = [天 
那么 /( 方 ) 等 于 

(D3. BI (O03  (D) 2. (E) V5. 


(第 25 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1974 年 ) 
[ 解 ] 由 g(z) = 六 a 1- 妇 = 六 ,得 z= 土 \/ 
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证 cr 梁 





泣 汐 息 峙 


1 工 
因而 / 方 上 ) - flg(t+A/ 消 )] 如 -+ 


故 选 (B). 

7.102 ”已 知 x 的 线性 分 式 变换 为 (x) = < 了 .对 于 = 1， 
2,3,…, 寿 定 义 f 1(X) 一 ff(x)]. 假定 sz) 一 fs(x), 则 
Ps(z) 等 于 

1 


(A) > (B) 一 (C) 工 二 


(D) 这 一， (E) 这 些 都 不 对 . 
(第 22 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1971 年 ) 
[ 解 ] 如 果 g(z) 是 变换 方 (z) 的 反 范 数 ,那么 
gL fun(z)] = f(z). 
因为 fs;(x) = fs(x), 连 续 运 用 这 个 公式 ,得 到 
gl fss(x)] 一 f(x) 一 gl fs(x)] 二 fa(r), 

则 fa(x) = falx). 

类 似 地 有 3 ) 一 (zh)， CT) 一 fi(x). 

故 f30( 7) 一 gl fi(x)] =xz， 生 fzo(x) = 8 (7), 


这 样 ”fos(x) = glg(x)]， 但 是 g(x) = 于 十 1， 


BM foolx) = glg(x)| = 
故 选 (DD). 
7*103 ”定义 在 尺 上 的 函数 > = f(x) 具 有 下 述 性 质 : 
OD 对 任何 x € R, 都 有 f(x”) = (zx); 
加 对 任何 zi,x2€ R，xzi 关 Xx, 痢 有 f(x1) 关 f(z). 
则 A0) + AL + A-1) 的 值 是 
(A) 0. (B) 1. (C)—1. (D) 不 确定 . 
(第 2 届 "“ 希 望 杯 ”全 国 数学 邀请 赛 ,1991 年 ) 
[ 解 ] 由 设 注 意 到 f(0) = 户 (0) , 知 
FO)LFO) -1 LAO) +1 = 0. 
从 而 f(0) = 0,1, 或 -1. 





1 一 工 
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又 f(1) = 户 ()， 同 理 知 Fl) = 0, 1 或 -1. 
再 由 FA-TH = PP-1)， 亦 知 /(-1)=0,1, 或 -1. 
但 A- IJ)，F0)，A1) 两 两 各 不 相等 ,因而 





























{fC 1), #0),f01)! = {|- 1,0,1}. 
这 样 f(—-1)+ f(0)+ Fi = 0. 
故 选 (A). 
7.104 大 f(a+6)= fla): Apo), 且 Fi) = 工 则 
f(2) ，A3) FA4) AKC1988) 
f(1) 2) fF03) Ff(1987) 
的 值 是 
(A) 1986. (B) 1987. (C) 1988. (DD) 不 能 确定 . 
(中 国 江苏 省 苏州 市 高 中 数学 竞赛 ,1988 年 ) 初 第 
[ 解 ] 令 a=1，6=1, 有 fC2)= AD AD 又 HKD=1 | 二 
f(2) 越 章 
fAD) -AD 1 了 
令 a = =1， 有 3) = f(2).f(1) 人 
及 3) _ 一 
7 二 太一 
F(1988) 
归纳 地 可 有 F1987) 二 f(1) = 1, 
原 式 = 1987. 
故 选 (B). 
7-105 设 /z) = ji 过 党, 又 f(z)= /f(z)]， f(z) = 
Flfi(zr)), 1 f(x) = A i991(4.7) 的 值 等 于 
(Ai) ~- re (B) 世人 (C) 1991. (D)} 4.7. 
《中国 北京 市 高 中 数学 竞赛 ,1991 年 ) 
lj+r 
. LI+123z 4-l 
[ 解 ] 由 设 知 fi(x) = Tt = | 
1—3r 
-1 
] 十 
、 十 并 
f(x) = _3 六 一 1 一， 
1 十 人 立 


世界 数学 奥林匹克 解 题 大 辞典 261 





给 党 称许 


因而 f(x) = fr), falx) = fi(x), fs(x) = f(r) 
即 firsx) = f(x)(r=0,1,2,H nn € N), 
这 里 fo(x) = f(x). 

所 以 figo( x) = fee33r2( 2) = f(r) = 1 
则 flo91(4.7) = 4.7. 

故 选 ( 品 ). 

7.106 已 知 f(x) = asinr + bYzx + 4(a,b 为 实数 ) 且 
f(lglog310) = 5. 则 Aiglg3) 的 值 是 

(A) 一 5. (B) -3. (C) 3. (D) 随 o,2 取 不 同 值 而 取 不 同 值 . 

(中 国 高 中 数学 联赛 ,1993 年 ) 
[ 解 1] … Az)-4 是 奇 图 数 , 故 -zz)-4=- (f(x) -4). 


妇 f(x) =- f(x)+8, 而 lglg3 = — lglog;10. 
Flgig3) = f(— lglog310) =— fl(lglog310) + 8 
= 一 $+8=3. 
故 选 (C). 
[ 解 2] 取 a = 0, 为 使 f(lglog310) = 5, 则 有 
,5-4 .1 








Vlglogsl0 Vlglog;10° 


3 
因而 Hz) = pegi0 + 4 


所 以 fllgle3) = EST +4=-1+4=3, 
故 可 否 (A),(B). 


仿 上 取 65 = 0， 仍 得 glg3) = 3. 
故 选 (C). 
7.107 若 Aa)=a-2 且 Fe,p)= 关 +a, 则 F[3,A4)] 是 
(A) we -4a+7. (B)28. (C) 7 (D)8. (E)11. 

(第 4 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1953 年 ) 
[ 解 ] 由 设 有 F[3,f(4)] = [f(4)j 了 +3= (4-2)+3=7. 
故 选 (C). 
7*108 ”对 任意 实数 x,y, 函 数 f(xz) 满足 关系 式 

f(rty)= flr’)+ f(2y). 
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则 F(198S) 的 值 是 


即 


(A) 1985. (B) v1985. (C) 3990. (D) 非 以 上 答案 . 
(中 国 北京 市 高 中 数学 竞赛 ,1985 年 ) 
[ 解 ] 令 y= x， 得 f(27x) = fx’) + fl27), 
f(x’)= 0. 
令 z = v1985 代入 得 ”f(1985) = 0. 
显然 (A),(B),(C) 均 不 真 . 




















故 选 (DD). 
7.109 ”如 果 对 一 切 x > 0, /(2z) = 也 一, 那么 2/(z) 等 于 
2 2 、_ 4 
(AT (B) 二 一. (OT 
4 8 
(D) 5 x (E) + 


(第 44 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1993 年 ) 


2 
[ 解 ] 2/(z) = 2f(2 .等 ) = 2| 于 过 |- 二 
2 


故 选 ( 玉 ). 
7.110 正面 列举 的 四 个 函数 中 ,满足 关系 式 


2f(z)-f/( 土 )= 十 





的 函数 Az) 是 
并 2 3 3. 
(A) 裤 + 辫 ， (B) 祁 + 和 7 
(C) 全 z+ 让 (D) 记 z + 二 


(中 国 北 京 市 高 中 数学 竞赛 ,1987 年 ) 
[ 解 ] 邻 y= 一， 得 2/( 记 )- fy) = > 


将 y 换 为 < 得 -f(x)+2f( 填 )= x OD 
将 原 式 各 项 乘 以 2 得 ”47(z) -2/( 士 )-= 之 加 
中 + 多 得 3f(x) = 和 + 
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《1 六 权 蔷 党 -各 寺 








at 


所 以 f(x) = 去 十 与 
故 选 (A). 
7.111 下面 列 举 的 四 个 盟 数 中 ,满足 性 质 


几 E >) = 二 [Kaz) + fy)] 
的 函数 f(x) 是 

(A) lgx. (B) i (C) 3z. (D) 37. 

(中 国 北 京 市 高 中 数学 竞赛 ,1986 年 ) 

[ 解 ] 由 图 中 直观 可 见 : 曲 线 上 A 点 纵 众 标 为 f(z),B 点 纵 坐 标 
为 /(y),M 点 纵 举 标 为 1( 二) 

则 4,AM, 刀 应 为 共 线 三 点 ,只 有 线性 函数 才 
能 满足 这 一 要 求 ,所 以 排除 (A),(B),(D), 而 选 





择 (C). 
另外 也 可 直接 通过 代 人 检验 的 方法 来 解 本 
题 . 
故 选 (C). 
7.112 著 f(x) = 也, 则 /zx +2) 等 于 
(A) f(x) + f(2). (B) (x + 2)f(x). 
zxf( x) 
(C) r(x +2)f(x). (D) 一 
(FE) (z+ A + D 
(第 4 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1953 年 ) 
[ 解 ] 由 f(x +2)= 全 2 
(x + 1)(x+2) 
2 Ed 
又 f(r+D) = 他 二 Ht 二 二 
加 x(r+1) 
2 Ed 
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从 而 f(r +2) = 2 




















故 选 ( 玉 ). 
2 x 
7.113 设 /( 二 三 )= , 则 用) 等 于 
区 l+xpltx 
(A) 1 过 或 1 (B) 1 或 z 一 1 
(CO) E44 (D) 三 二 | 
(中 国 四 川 省 高 中 数学 联赛， 1991 年 ) 
22 - 
[ 解 ] 令 i 一 所 = 1， 则 xz? 一 了 








(1 ) 当 加 人 洲 淮 : 霜 计 





故 选 (A). 

注 ”本 题 亦 可 用 三 角 变 换 即 令 x = tg9 去 做 . 

7.114 设 /是 这 样 的 多 项 式 函 数 ,对 于 所 有 的 实 值 z+, 有 f(x“+ 
1) = x4+ 5x* + 3. 那 么 对 所 有 的 实 值 x, f(x 一 1) 是 


(A) xz4+ Sx:+1. (B) x*+ x —3. 
(C) xz4 ~ Sr 二 工 . (D) z4+x2+3. 
(E) 非 以 上 这 些 结果 . 


(第 34 届 美国 高 中 数学 考试 ,1983 年 ) 
[ 解 1] 因为 F(z) 是 一 个 多 项 式 函 数 , 且 f(x? + 1) 的 次 数 为 4， 
那么 f(xz) 的 次 数 是 2. 
设 f(z) = ar + bx + c, 其 中 a,65,c 为 常数 , 则 有 
Fr t+1)= x+Szr2+3 
= a(x*+1) +b(x +1)+e 
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nd 


A 


= ari+(2a+b)r +(at+b+ce), 


我 人 有 a=1，2a+5= 二 5 上 及 aa+p+c=3. 

解 得 a=1,， 465=3, c=-1， 

即 得 f(x)= x +3r-1. 

于 是 flx* m1)=(xr -1)+3(x: -1)-!1 
=x14—-27x +1+3x’ -3-1 
=x14+ x —3. 

故 选 (B). 


[ 解 2] 将 x*+5x”+3 写 成 x* +1 短 的 形式 ; 
‘Tt+ Sx +3=(r1+2x +1)+ (3r +3)-1 
(x +1)+3(x*+1)-—1. 
设 w= x +1, 则 有 f(w) = w?* + 3w 一 1. 因 此 对 于 一 切 x, 有 
flx:—1)=(x -1)+3(x -1)-1 


=xz14—-2r +1+3x*~3-1 
=Xx4+ x —3. 








故 选 (B). 
7.115 著 f(z) = lg( 寺 和 宇 ), -1 < x < 1 那么 函数 式 
3> 十 x 
[3 二 ) 用 /(zx) 来 表示 是 
(A) — f(x). (B) 2 f(x). (C) 3f(x). 
(D) [f(zx)]. (E) [f(x)1 — f(z). 
(第 23 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1972 年 ) 
， | 43+ 
37+zAV 1l+3x”  ，1+3z2 二 37r 二 并 3 
[ 解 ] /5)= 1 | _ 3 工 十 并 = lg] 3 3r x 
1 + 3x” 
]+x) ]+ 广 + 
_ le 2 + = le (1 tt) - = 3lg +z 
= 3f(x). 
故 选 (C). 
7°116 设 f(1) = 二， 1 天 1, 如 果 y = f(x) , 则 工 可 表示 为 
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(A) A 人 ) (B) - f(y). (C) - f(- »). 
(D) f(-»): (E) f(y). 
(第 18 届 关 国 高 中 数学 考试 ,1967 年 ) 


[ 解 ] 由 设 y = ij 二 二， 可 解 得 z = 了 


1+y 











A 
故 选 (C). 
7.117 者 /z) 是 实 变量 z 的 实 值 函 数 , 且 f(x) 不 恒 等 于 零 ,又 
对 于 所 有 的 a 和， 
flat+b)+ fla-6b)= 2f(a) +2f(6), 


(E) 有 一 个 正 数 全 满足 f(x + T) = f(x). 
(第 28 属 美国 高 中 数学 考试 ,1977 年 ) 
[ 解 ] 设 a = 5b = 0 代入 题 设 式 有 2f(0) = 4F(0), 即 
f/f(0) = 0. 
再 设 a = 0， 5 = 一 x+， 代 人 题 设 式 有 
f(x)}+ f(- 7x) = 2f(0) +2f(- 7), 

即 fx) = f(- x). 

故 选 (C). 

7*118 假设 f(z) 对 一 切实 数 x 有 定义 ;对 所 有 xz, f(x) > 0; 对 
所 有 a 和 6,f(a)f(5) = f(a + 5). 下 列 的 说 法 正确 的 是 

1 .fC(0)=1 

.fA(-a)= 1/f(a), 对 所 有 a 

中 . f(a) = Vf(3a), 对 所 有 a 

N.f(65) > fla), 若 65>a 


那么 对 于 一 切 x 和 y 第 
(A) f(0) = 1. (B) f(— x) =- f(x). ; 
(C) f(— zx) 二 f(x). (D) f(x 十 y) 一 flx) + fly). 





(A) 仪 三 和 NN. (B) 仅 1, 旧 和 NN. 
(C) 仅 工 工 和 (D) 仅 工 ,了 和 了 丈 . 
(E) 所 有 都 正确 . 


(第 26 届 美国 高 中 数学 考试 ,1975 年 ) 


e 次 条 入 





[ 解 ] 在 题 设 f(a)f(b) = fla+5) 中 令 a=0 得 
fC0)f(5)= f(b5)， 或 f/f(0)=1. 
又 设 =-& 得 
fla)f(-a)= f(0)， 或 f(-a)= 1/f(a); 

并 县 fla)fla)fla) = fla)fl2a) = fl3a), 
或 fla) = V3a). 

盟 数 f(x) = 2 满足 题 设 定义 ,但 其 不 满足 条 件 下 . 

故 选 (). 

一 


7.119 车 下 (了 ) = x, 则 下 列 等 式 中 正确 的 是 





(A) F(-2-z) =-2-F(z)，(B) FEC-z) = 下 (1 ) 


(C) F(x 一 ) = F(x). (D) F(F(x)) =— x. 
(中 国 高 中 数学 联赛 ,1984 年 ) 


_ 1 一 
[ 解 ] 令 =y， 则 xr= >， 




















十 廊 1+y 
Go 
由 题 设 知 F(y) = “二 > 
1 +y 
四 1 —-(-2~-7x) 过 二 3 
F(-2 z) = TI) I 
而 -2- F(x)=-2-17<=- Tt 
故 选 (A). 
7.120 ”满足 条 件 fx) = [FFz)] = f(f(x)) 的 次 数 宇 1 的 多 
项 式 f 的 个 数 是 


(A) 0，(B) 1. (C) 2. (D) 大 于 2 的 有 限 整 数 ，(E) 无 限 多 . 
(第 38 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1987 年 ) 
[ 解 ] 首先 证 明 满足 f(x?) = [f(x)] 的 多 项 式 具 有 f(x) = 
x"(n 之 1) 形式 . 
者 不然, 设 f(x) = ar + oz +…+az+ao(a 兴 0), 则 
由 题 设 f(x*) = [ f(x) 我们 有 
27-2 4 .. 


ant" + ay_1x 二 alz2 十 ag 
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则 


= ar + 2aan 17 "| 十 (ci + Daa 2)7x "+ 
由 多 项 式 恒 等 的 条 件 有 
Qn = Gy， 
aan-.! = 0,， 


2 _ 
dyn!l + adn_2 一 dy-l; 
2a,4 3 = 0, 


由 Uy 天 0 有 nl 一 Hn-3 二 *** 二 0,， 量 C -2 一 CG 4 一 ss 一 


且 a, = 1. 于 是 f(x)= 总 

又 由 f(x?) = 了 (f(zx))， 有 zx” = (mr)”= 
2n = n. 

区 nn 之 1， 

“. n= 三 2， 即 仅 有 f(x) = x“ 适 合 题 设 . 
故 选 (B). 
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举 沉 和 祥 洗 


第 八 章 ”初等 超越 方程 


第 1 节 指数 方程 


8.1 满足 方程 2 -8.2z+12=0 的 xz 值 为 


(A) lg3. (B) 方 lg6， (C) 1+ lg 与。 


(D) 1+ ?一 . (E) 非 上 述 答 案 . 


(第 20 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1969 年 ) 
[ 解 ] 题 设 方程 即 (2*)* -8.27+12=0， 
得 27 = 2 或 6. 
当 27=2 时 ，x=1; 
当 27 一 6 时 ， 有 xlg2 = ljg2+lg3， 则 x=1+ 芝 . 
故 选 (无 ). 
8.2 ” 若 327 +9= 10:37, 那 么 (x* + 1) 的 值 是 
(A) 只 为 1 (B) 只 为 5. (C) 1 或 5. (D)2. (E) 10. 
(第 23 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1972 年 ) 
[ 解 ] 设 y = 3, 那么 已 知 方程 与 下 列 方程 等 价 . 
y -1l0y+9=0， 即 (y-9)(y-1)=0. 
因此 y= 37= 9 或 1，x=2 或 0 所 以 x*+1= 5 或 1. 
故 选 (C). 
8.3 若 47 一 4”! = 24, 则 (2x)" 等 于 
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(A)$SVv$. (B)}¥Y5. (C)25y5. (DD) 125. (E) 25. 

(第 9 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1958 年 ) 

[ 解 ] 由 4"-41!=24， 得 47 1(4 — 1) = 24， 
即 47-1 二 8， 可 化 为 22(z-1) 一 23 ， 


则 2(7 一 1])= 二 3， 得 zr= 


. (27)* = (2 3 ) = 25V5. 

故 选 (C). - 

8.4 ”满足 方程 31? 一 37 一 37 +3 一 0 的 实数 xz 的 个 数 是 
(A) 0. (B) 1. (C) 2. (D) 3. (E) 4. 


(第 33 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1982 年 ) 





[ 解 ] ”将 方程 变形 和 

由 327+2 37+3 一 37 二 3 二 0 ， 总 间 
有 32(37)2 -3*.(3+1)+3=0, 
即 9(37) -28(37) +3 = 0， 程 
或 (37 - 3)[9(3*) -1] = 0. 


所 以 有 3*=3， 或 37= 二 

因而 =1, 或 了 =-2. 

故 选 (C). 

8.5 ”满足 方程 (x* 一 x 一 1)*? = 1 的 整数 x 的 个 数 是 

(A)2. (B)3. (C0C) 4. (DD) 5. (E) 以 上 结论 都 不 对 . 

(第 36 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1985 年 ) 

[ 解 ] 由 指数 函数 性 质 及 题 设 ,z 应 满足 
++2<=0, 17+*~x-1=-1, 
1 二 0; 或 |z + 2 为 偶数 ; 

分 别 解 得 z=-2，x=0，x=2 及 -1. 

故 选 (C). 

8.:6 ”满足 (27 -4)+(4 -275= (47 + 27 6) 的 全 部 实数 工 

之 和 是 


(NT. (B)2 (OF. (D3 (ET7. 
(第 42 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1991 年 ) 
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或 zx-1=1. 





则 


8 入 集 


则 
则 


[ 解 ] 设 27 = , 则 w > 0, 且 题 设 方程 化 为 : 
(xu -4)3+(u 23= (ut+u -6), 
[Cu -4 和 +(02-2) [uw—4) (uu— 4 -2)+(u -2)°] 


一 (u* + wu — 6), 


移 项 ,提取 公 因 式 , 化 简 后 有 : 
(uw + uu -6)(u -4u -2u+8)= 0, 
ut+u-~6=0,， 得 wu = 2( 已 舍 负 值 )， 
7+=1. 有 ww -4u -24+8=0, 
即 (好 -2i-4)=0 得 w=4 或 uw =2. 


“ 则 27=4， 得 x=2， 


或 2*=VY2， 得 x = 一 (27 = 一 V2 使 去 ). 


方程 实 根 之 和 为 ”2+ 
故 选 ( 玉 ). 
8.7 ”车 zr,y 为 整数 ,方程 (zx -8)(z 一 10) = 2? 解 的 个 数 为 
(A) 0. (B) 1. (C) 2. (D) 3. (E) 多 于 3. 
(第 13 届 美国 高 中 数学 考试 ,1962 年 ) 
[ 解 ] 题 设 方程 可 化 为 
xz 一 18r+80-27 = 0. 


1 
2 
1 = 


1 
十 了 7 ， 


视 为 zx 的 方程 可 有 


T=90+ v1l+2, 


当 且 仪 当 1 + 2? 为 完全 平方 数 时 ,x 是 整数 . 


即 1+23=n 或 n-1=2*. ® 
而 x 一 1 = (nn 一 1)(n +1), 故 知 它们 必 为 两 连续 偶数 (它们 之 


积 为 2*), 且 它们 之 积 为 2 的 方 短 , 则 其 每 个 因子 也 均 为 2 的 方 赛 ， 


显然 适合 者 仅 有 (2,4) 或 (- 4,，- 2) 两 组 , 即 n=+3. 

代入 方程 ( * ) 得 y = 3; 再 代 人 原 方程 得 
zx=9+tyv9=9+3， 即 x=6 或 12. 

故 原 方程 仪 有 两 组 解 (6,3) 和 (12,3). 


故 选 (C). 
8.8 ” 设 27= 8 六 1 且 97 =37”, 则 +y 的 值 为 
(A) 18. (B) 21. (C) 24. (D) 27. (E) 30. 


(第 15 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1964 年 ) 
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[ 解 ] 由 设 2 = 8 = 23070, 又 359 = 9 = 32*, 则 


r= 3(y+1), , x = 21, 
-9= 2y, 解 得 y= 6. 
故 选 (DD). 
8.9 ”一 实数 x ,使 得 647! 除 以 4*-! 时 等 于 256”?, 则 > 等 于 


(A) -地 (B)- 考 ， (QO) 0 (DD) 二 (E) 高 


(第 19 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1978 年 ) 














[ 解 ] ,而 

= (%) = 1671, 
又 256”" = 16°* = 16%, 
.. 47= 二 Xx~1， 得 7 = 一 二. 
故 选 (B). : 
8.10 ” 当 x 取 正 有 理 数 时 ,如 果 


a ,bb - 2. 107+3 
107 -1 107+2 (107— 1)(107 +2) 
一 恒等式 , 则 a - 2 的 值 为 

(AS (3 (O02 (DY. (ED3. 
(第 18 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1967 年 ) 

[ 解 ] 题 设 式 左 通 分 后 分 子 为 

a(l0* +2)+6(107 -1)= (e+pb)l0r+2a 一 5， 
由 恒等式 性 质 , 比较 两 边 分 子 系数 有 


_ 2 

at+b=2, | “3， 
wn 

1 

3 











2a— b= 3. 


故 选 (A). 

8.:11 在 方程 二 yy 四 2 =2.45 @， r+y+xz-= 
16 中 ,zx,y,z 之 整数 根 依次 为 

(A) 3,4,9. (B) 9, — 5,12. (C) 12, — 5,9. 
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(D) 4,3,9. (E) 4,9,3. 

(第 3 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1952 年 ) 
[ 解 ] 由 外 得 z = y*. 
由 @ 有 2*=2.22=22 得 z=2x+1. 


z—1] vy-—1l 、 
z = < = 半 二 代入 @@ 有 











+yty=16, 即 3y +2y—33=0. 
解 得 ”y 只 有 整 根 3， 且 x = 4，x>=9. 
故 选 (DD). 

8.12 设 75 =0.75* = 102， 则 一 - 一 等 于 


(A) 革 ， (B) - 寺 ， (C) 1. (D) -1. 
(中 国 部 分 省 .市 初中 数学 通讯 赛 ,1987 年 ) 
[ 解 }】 由 已 知 得 75™ = 107-2> ， OD 
__ .73 > — 一 总 水 
(0.75)2 = (高 ) = 10*， 
755 = 100 . 10-27. © 
由 人 ,GO 得 1003 .10 “7* = 10- 人， 
10*3727 一 10-2> ， 
YY，, 
1- 工 _ 工 
y x 
所 以 1_ 1 1. 
之 vy 


故 选 (DD). 
8.13 ”车 a = 放 = 1994*( 其 中 ,5 是 自然 数 ), 且 有 十 + 


| 


了 
y 


十, 则 24 + 6 的 一 切 可 能 的 取 值 是 


(A)1001. (B)1001 或 3989. 
(C)1001 或 1996. (D)1001 或 1996 或 3989. 
(中 国 初 中 数学 联赛 ,1994 年 ) 
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[ 解 ] 由 w = 1994: 及 by = 1994* 可 得 
0 = 1994* 及 bz = 19943. 

故 (ab) = 1994x1+z = 1994x. 

因此 oo = 1994 = 1 x 1994 = 2 x 997. 


但 a,5 均 不 为 1, 故 有 a = 2, 5b 一 997 或 a 一 997, b= 2. 
于 是 ”2a +5 = 1001 或 1996. 

















故 选 (C). 
8.14 车 5 = 8 及 5 = 243, 其 中 之 ,y 为 实数 , 则 zy 等 于 
(MB BD4 (O66 DE (EE-4 
(第 17 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1966 年 ) 和 人 
[ 解 ] ”由 题 设 可 有 起 
| 47 27 方 
DT+y 一 二 一 27 > 一 8 一 23 ， ，。 一 VY 二 3， 程 
并 十 是 2(47x+Yw) 
Ee =3 3 243=3, .27-3y=5. 
由 上 方程 组 解 得 x =4，y=1. 则 xy=4. 
故 选 (B). 
8.15 者 2+22=35+34, 则 整数 oa,p,c,d 中 负数 的 个 数 为 
(A) 4. (B) 3. (C) 2. (D) 1. (E) 0. 


(第 14 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1963 年 ) 
[ 解 ] 分 下 面 几 种 情形 讨论 : 
(1) 看 ao,c,d 中 仅 有 一 个 负数 , 则 等 式 一 端 为 分 数 , 另 一 端 为 整 
数 , 不 妥 ; 
(2) 奉 四 个 数 中 恰 有 两 个 负数 : 
(站) 大 a <<0，65<0, 且 c 守 0，4ad 实 0, 则 式 右 实 2, 而 
式 左 忒 1( 当 a =2=-1 时 2*+22 值 最 大 为 1), 亦 不 妥 ; 
(让 阁 c<0，d<0, 日 a 守 0，45b 守 0， 


则 式 左 之 2, 而 式 右 之 邹 , 仍 不 妥 ; 
Qi) 车 a<0, c<0, 和 且 6 守 0, d 实 0, 邻 -a=a, -c=y， 
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37 — 2° 一 25327 ， 
注意 到 上 式 式 左 为 奇数 ,而 式 右 为 偶数 ,不 妥 ; 
(iv) 若 5<0，4ad<0, 且 4 宇 0，c 宇 0 情况 同上 . 
(3) 若 四 个 数 中 仅 有 一 个 数 非 负 时 ; 
(i 仅 < 六 0, 再 令 -0=8-c=y， -eg = 6, 则 有 
2 Ll1_ 1 2836 + 2837 — 37+° 
37 3 28 283 闻 
28(38 + 37) -3 人 9 一 283 他 67 ， 
上 式 式 左 为 奇数 ,而 式 右 为 偶数 不 要 ， 


= Nn， 


(ii) 考虑 仅 c< 宇 0 的 情形 , 令 -a= a,-5b= B88, 一 d = 人 6, 这 时 有 


x= Ll- 2p38 + 2“38 — 2°+8 
2a 2 3° FatB35 
3 (2° + 28) ~ 2°+8 ~ 2°+83%, 
上 式 式 右 为 3 的 倍数 ,而 式 左 不 是 ,不 受 . 
(4) 若 a,5,c ,qa 皆 为 负数 ,这 时 有 


一 1， 


(2° + 28)379 = (37 + 35)2°*8, 
(i) 关 a 关 B, 且 a >8 上 式 可 化 为 : 

(2°°8 + 1)371° ~ (37 + 35)2°, 
上 式 式 左 为 奇数 ,而 式 右 为 偶数 ,不 受 ， 
(ii) 大 a = 8, 则 前 式 变 为 : 

Ia+137+9 一 (37 十 35 )22°. 
当 w=1, 即 37.32=37+32, 这 对 所 有 7y,86 不 真 ; 
当 a>1l1, 则 ac=-1>0, 则 前 式 变 为 ， 
373 = 2 1(37 + 35). 

上 式 式 左 为 奇数 ,而 式 右 为 偶数 , 亦 不 妥 . 
综 上 ,a,p,c,d 中 负数 个 数 只 能 为 0. 


故 选 (五 ). 
8.16 ”满足 方程 7 -3. 2 = 1 的 正 整 数 对 (x,y) 的 组 数 有 
(A) 0. (B) 1. (C) 2. (了 ) 无 穷 多 . 


(中 国 福建 省 福州 市 高 中 数学 竞赛 ,1993 年 ) 
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因而 


即 


这 样 


[ 解 ] 题 设 方程 可 变形 为 


5 = 2>-1， 即 73-1+7z5 2 二 十 1 三 2 J 


车 y= 1, 则 x = 1, 即 (1,1) 适合 方程 . 
若 y > 1, 因 @ 式 右 为 偶数 , 故 式 左 奇 数 个 数 为 偶数 , 即 x 为 偶数 ， 
方程 可 改写 为 
(T+ (T+7I + + 1) = 251 
TY +I + =2 4. O 
则 y 宇 4. 有 x=2，y=4. 


又 当 y > 4 时 ,方程 @ 右 端 是 偶数 , 左 端 为 子 个 奇数 和 , 则 41x. 


方程 @ 又 可 改 与 
(72 +1)(73 4+723+ 十 1) = 27 4， 
7+1=30， 则 5S012”， 这 不 可 能 . 
因而 y > 4 时 方程 无 解 . 
综 上 原 方程 仅 有 (1,1) 和 (2,4) 两 组 解 . 
改选 (C). 


第 2 节 对 数 方程 


8.17 已 知 loga = a(a 为 大 于 1 的 正 整数 ), 则 x 的 值 为 


lge 。 
(A) 10 (B) 102. (C10. (D) 10 
(中 国 初中 数学 联赛 ,1986 年 ) 
[ 解 ] …. logya = 二 a， 则 x*= 4a， 
lgz = 8° ~ 110. 
故 选 (C). 


8.18 和 震 log,216 = zz 其 中 > 是 实数 ,那么 是 
(A) 一 非 平方 , 非 立方 的 整数 . 

(B) 一 非 平方 , 非 立方 , 非 整数 的 有 理 数 . 

(C) 一 无 理 数 . 

(DD) 一 完全 平方 数 . 
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(E) 一 完全 立方 数 . 

(第 11 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1960 年 ) 
[ 解 ] 由 log,216 = x, 有 216 = (2x)”， 
而 216=23.33， 故 (2.3)3= (2z)*， 得 x=3. 
故 选 (A). 
8-19 如果 logztlogs(logzzr)] = 0, 那 么 3 等 于 


1 1 1 1 
(A) 了 本. (B) 了 启 : (O 3 万 : (D) -而 
(E) 以 上 结果 全 不 对 . 

(第 34 届 美 国 敲 中 数学 考试 ,1983 年 ) 


[ 解 ] 欲求 zz 之 值 , 先 将 x 从 原 方程 中 解 出 . 
由 logz[log3(logzx)] = 0, 有 log3(logppx) = 1， 


即 jogppx 一 3, 故 x=23=8. 
\ -1 1 1 
所 以 让 2 二 /8 一 7 5 
故 选 (). 
8.20 ”如 果 logs[ logs (logyx)] = 2, 那 么 z 的 十 进位 制 表示 中 数字 
的 个 数 是 | 
(A) 5. (B) 7. (C) 9. (D) 11. (E) 13. 
(第 44 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1993 年 ) 
[ 解 ] 由 log|Llog (logs +)] = 2， 
有 logz(logzz) = 2 = 4， 
且 logppx = 24 = 16， 
则 z=2°= 2 .2 264.1000 = 6.4.10°. 


故 选 (A). 
8.21 者 log(logi(logs(logyN))) = 11, 则 N 的 不 同 素 因子 个 数 


(A)1. (B)2. (C)3. (D)4. (E)7. 
(第 49 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1998 年 ) 
[ 解 ] 由 题 设 有 log; (logs (logz NN)) = 21!， 


日 logs (logz N) 一 32 4 
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及 lopN-53 ,得 N=7 
显然 N 仅 有 一 个 素 因 子 7. 
故 选 (A). 
8.22 ”方程 rzgz = 10 所 有 实 根 的 积 是 
(A)1. (B) 一 1. (CC) 10. (人 D) 10 (E) 非 以 上 的 值 . 
(第 35 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1984 年 ) 
[ 解 ] 将 所 给 的 方程 两 边 取 以 10 为 底 的 对 数 
(gr)(gx) = 1, 


(lgz) = 1, 
lgx = 土 虐 ， 
= 二 10 或 10 7. 第 
可 以 验证 ,它们 都 是 原 方程 的 根 , 因 此 它们 的 积 是 1. 和 
故 选 (A). z 
8.23 a > 1， a 为 常数 , xls* = a 的 全 部 实 根 之 积 是 和 
(A) 1. (B)+1. (C) lg a. (D) + lga. 





(第 2 届 “ 希 望 杯 ”全 国 数学 汶 请 赛 ,1991 年 ) 
[ 解 ] 由 设 知 lgx:lgr=lga 即 lg@x = lga, 
0 lgx=+ Vlga， 得 lgzl= Vlga, lgr; =- Vlga. 
因而 jgzlzy = lgzl + lgx; = Vlga - Vlga = 0. 


则 Zlz2 二 1. 

故 选 ( A). 

8.24 ”满足 方程 (log3x )(log,$5) = log35 的 正 数 x 
(A) 仅 3 和 5. 


(B) 仪 3,5 和 15. 
(C) 仅 形 如 5*. 3” 的 数 , 其 中 n 和 wm 是 正 整 数 . 
(D) 所 有 正 数 x 关 1. 
(FE) 这 些 都 不 对 . 
(第 26 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1975 年 ) 
[ 解 ] 者 x+>0 且 x 关 1, 设 a = log3r+，5 = log5 和 c= log35， 
=3,， 5= x 和 5 = 35. 
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这 样 3% = 3 或 ab = cc. 


选 即 当 之 矢 工时 ,ap = . 
和 故 选 (DD). 
”8.25” 设 4,6 为 不 等 于 1 的 正 的 常数 , 则 满足 等 式 (log,x) (logpx) 
= log .2 的 实数 x 的 个 数 有 
(A) 0. (B) 1. (C) 2. 


(D) 大 于 2 的 一 个 整数 . (EE) 不 是 有 限 个 . 
(第 16 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1965 年 ) 
[ 解 1] 邻 logyx = y， 则 ”xz = .由 题 设 等 式 有 
(logsD)y = logb,， 即 ylogsb = logp， 
y= 1, 得 y=+1.，， 即 x 一 5 或 b 1. 


故 选 (C). 
[ 解 2] 令 logprxr=y， 则 z=@ 由 题 设 有 
ylogsa” = log， 即 y= (logab)’, 
得 y 二 二 logb， n 中 z=5 或 6 1 
故 选 (C). 
3 
8.26 ”满足 方程 rez = i65 的 z 值 所 成 的 集合 的 元 素 
(A) 仅 10， (B) 仅 10. (0O) 仅 100. 
(D) 仅 10 或 100. (E) 多 于 两 实数 . 


(第 13 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1962 年 ) 
[ 解 ] 方程 两 边 取 对 数 ( 常 用 对 数 ) 有 
lgx * lgx = 3lgr — lg100, 
即 gz-3gr+2=0, 得 lgr=1 或 2. 
则 x 二 10 或 100. 
故 选 (DD). 
8.27 ”如 果 5>>1,x > 0, 且 (2x)%? 一 (37x)%3 = 0, 那 么 x 是 


(A) 天 (B) 言 ，(C) 1 (D) 6 (E) 不 能 惟一 确定 ， 
(第 32 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1981 年 ) 


[ 解 】 题 设 方程 等 价 于 下 列 方程 
(2z)sgo = (37r)ogo3， 
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或 


Djogo2 了 Joge3 Diogp2 


一 一 一 上 一 log53-Iogo2 . 
3jcgo3 rrjogs2 ， 1 3logp3 








上 等 式 两 边 取 以 5 为 底 的 对 数 有 


即 


或 


成 立 的 条 件 是 


即 


即 


logp2%s° — log, 3 = (logs3 — logs2)logozr， 

(logs2)* — (logs3) = (log,3 — logs2)logpx. 
因而 — (logs2 + logs3) = logpx, 

— logs (2 * 3) = logezr， 
所 以 ”log 四 = logsr， 得 x= 万， 
故 选 (B). 
8.28 ” 设 a,b 和 x 是 不 等 于 1 的 正 实 数 .那么 ,下 式 
4(logsr)* + 3(logpr)” = 8(logar ) (logprx) 


——. 


(A) 对 于 a ,5b 和 x 的 一 切 值 . (B) 当 且 仅 当 a = 2 
(C) 当 且 仅 当 6 = a*. (DD) 当 且 仅 当 zx = ab. 
(E) 这 些 都 不 对 . 


| 





(第 27 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1976 年 ) 
[ 解 ] 已 知 方程 可 写成 下 列 形式 
4(logez) — 8(logax )(logpr) + 3(logpr)* = 0， 

(2logaxr - logex )(2logar — 3logpr) = 0. 
因而 logaxr* = logpr， 或 logar” = logpr”. 
车 设 + = log.z? ,那么 由 上 式 则 有 
a 二 XxX 及 x， 或 a =x 及 b= zx)，, 

a 一 b>, 或 3 一 六 7 ， 

因而 a=6 或 aa= 4b. 
故 选 (五 ). 


8.29 如果,y > 0，log,r + logsy = 人 并 且 zy = 144, 那 么 


等 于 


(A) 12Y2. (B)13Y3. (C)24. (D)30. 《FE) 36. 
(第 41 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1990 年 ) 
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入 党 


[ 解 ] “logyr = jw 则 题 设 方程 可 化 为 
2 一 logsy +1=0. 


1 
解 得 log,y = 3 或 , 即 》 二 7 或 二 3. 


4 
又 xy=144， 则 x14=144 或 x3 = 144， 
当 = 144 时 ， xz =12， 则 xz=2Y3(. x>0), 
XX y=x = r+ x= 24Y3, 
(z+y) = 133; 
当 zx$ = 144 时 x = VI2 = 24 3， 


而 y= = (V12)3 = VLD V12 = 2 3, 
ry = 13Y3. 


故 选 (B). 

8.30” 若 logp?x +log26= 二 1，656>0，5 关 1，X 关 1, 则 x 
等 于 

(A) 诡 . (B) 二 (Ob. Db. (FE)V5. 


(第 15 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1964 年 ) 
[ 解 ] 令 logyrzx = m， logx2:5 = n， 则 
T= 06", b= x. 
(xz) = 5， 好 rxtx. 


4mn = 二 1， 有 n = 7 
ni 
又 由 题 设 m+n 二 1， 即 m+ 7 =1， 


化 简 后 为 4-42+1=0， 得 m= 了 ， BN > = 2 

故 选 (DD). 

8.31 若 > > 0， y>0,82lg(x -2y) = lgrx+lgy, 那 么 rt :y 
的 值 是 

(A) 4. (B) 1. (C) 1 或 4. (D) 二 

(中 国 天 津 市 初中 数学 竞赛 ,1983 年 ) 
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[ 解 ] 由 设 有 lg(z - 2y) = lgzy, 则 
(z -2y) = xy,， 即 x*-Sxry+4y =0. 
xy _/z _ 
由 y > 0, 上 方程 可 化 为 。 (二) -5( 志 )+4=0， 
解 得 = 4 或 二 但 = 1, 即 x = y 时 x 一 2y < 0 不 妥 , 故 舍 去 . 
综 上 xX:y=4, 
故 选 (A). 
8.32 知 互 素 的 整数 A,B,C 满足 Alog2005 十 Blog>002 一 C,， 出 
A+B+C= 


(A)6. (B)7. (C)8. (D)9. (E)10. 
(第 46 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1995 年 ) 
[ 解 ] 由 题 设 有 logz005^ + logy0023 = C, 知 第 
54 .28 ~ 200C， 而 200° = (8 x 25) C= 23C . 32C. 4 和 
得 4=2C,B=3C, 而 (4,B,C) = 1， 越 
C=1l,4=2,B=3 即 4A+B+C=6. 
故 选 (A ). 


8.33 已 知 只 有 一 个 x 的 值 满足 方程 
(1 -lga)zx + (3+lga)r+2= 0, 
则 实数 a 等 于 


1 
(A) yi 





(B) 10， (CO) 训 。 (D) 非 上 述 答案 . 
《中国 上 海 市 初中 数学 竞赛 ,1985 年 ) 
[ 解 ] 由 A= (3+lga)* -8(1 -lga) = 9lga+6lga+1=0, 
解 得 lga = 一 序 , 即 a = 10-3. 此 时 1-I 忆 a 天 0 知 方程 有 两 相等 实 根 ， 
当 1 -起 a = 0, 即 lga =+1 或 a = 10 及 时 , 原 方程 化 为 
4z+2=0 或 2r+2=0， 


此 时 原 方程 各 只 有 一 实 根 . 
故 选 ( 吕 ). 


8.34 设 p,g 满 足 logpp = logwg = logis(p+ 0). 则 等 于 


(A) 3 (B) 方 (1 + V3). (C) 名 . 
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吕 访 售 


即 


(D) 坟 (1 + V5). (E) 中， 
(第 39 届 美国 高 中 数学 考试 ,1988 年 ) 
[ 解 ] 由 设 及 换 底 公式 有 
igp _ lgg _ lg(p+ gq) 
lg9 lgl2 lg16 
由 等 比 定理 有 
lgp + lgg + lg(p+a) _ lgg 
lg9 + lgl2 + lg16 lg12° 
lgpa(p + gq) _ lgg 
jg12? lgl12 
lgpg(p + gq) = 3lggq, 





lgpa(p + 9) -lgg’ = 0， 即 gL = 0. 
有 名 t+ - 1， 则 gq*-pgq-p*=0, 
d 
gy 12 1- 
(2) 人 1 = 0 
解 得 全 = 上 雪人 (会 去 负 什 ) 


故 选 (DD). 
8.35 ” 若 下 面 等 式 成 立 


logz [log3(logs x )] = logs[logs (logsy)] = logs[log;(log3z)] = 0， 


那么 x + y+ zx 的 和 等 于 


(A) 50. (B)58. (C)89. (D)111. {(E) 1296. 
(第 22 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1971 年 ) 

[ 解 ] 车 logsb = 0, 则 65= 1 

所 以 logs(logs x) = logs(logzy) = logs(log3z) = 1. 

因此 logsx = 3, logyy = 4, log3z = 2. 

xz+y+z==4 +2+3 = 89. 
故 选 (C). 
8.:36 车 1x--lgy1= x+lgy, 其 中 x 和 lgy 是 实数 ,那么 
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(A) 过 = 0. (B) v = 1. (C)z=0 与 = 上 
(D) rz(y 一 1) = 0. (E) 这 些 都 不 对 . 
(第 23 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1972 年 ) 
[ 解 ] 大 x -lgy 宇 0, 则 已 知 方程 化 为 
rT—lgy= x +lgy, 

所 以 ~lgy= lgy=0, y=1. 
男 一 方面 ,大 x--lgy 太 0， 则 

- (x—lgy) = x + lgy, 


所 以 27 = 0. 

注意 到 ”x(y 一 1) 一 0, 有 x=0 或 y=1. 

故 选 (DD). 

8.37 点 集 ((z,y) 1 lg(z+ 广 + 十 )= lgx + lgy| 中 元 素 
的 个 数 为 

(A) 0. (B) 1. (C) 2. (D) 多 于 2. 


(中 国 高 中 数学 联赛 ,1990 年 ) 
[ 解 ] 由 lg(x? + 说 + 滞 ) = lgr+lgy， 有 


又 由 均值 不 等 式 


3 ,| 3 
六 ”十 一 十 
3 


>3V/ (T(E) = 
< x 3 > 9 一 XY, 


1 

9 

3 1 
bl hl Pa ” 9 癌 一 了 
当 且 仅 当 上 式 等 号 成 立 . 


3 = 襄 ， 
解 此 二 方程 得 x = \/ 二，y = 和 VY 三 ( 虚 根 会 去 ). 
则 点 集中 有 惟一 点 “(和 /二 ,二 】 


故 选 (B). 
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光 汗 这 从 过 苗 


证 二 梁 





给 少 第 嵌 


8.38 ”如 果 (8y 一 1)* +1 x 一 16y 1= 0, 那 么 logsy 的 值 是 
(A) -6. (B) 0. (C) 去 (D) 计 . 


(中 国 上 海 市 初中 数学 竞赛 ,1983 年 ) 
[ 解 ] 由 题 设 及 (8y -1)* 守 0, | x -16y | 守 0, 则 有 


= 2 
8y—1= 0, ,1)” 
” 解 得 | 


zz 一 16y = 0. y = 总， 


，。 jom y” = 2iogs 去 一 一 6. 
故 选 (4 ). 


8 39 者 17z-8yi+(4y-1) = 0, 则 logzy 的 值 为 
(A)0.， (BT 攻 (O 直 。 (D) -4 (BE)V 


(中 国 北京 市 初中 数学 竟 赛 ,1982 年 ) 


[ 解 ] 由 题 设 知 zx -8y=0, 且 4y-1=0 得 zx=2,y= 二 





1 2 
所 以 gs = logy( 雪 ) 一 一 4. 
故 选 (D). 
8.40 设 82 站 z 关 1, 若 红 = 必 , 则 y 等 于 

g? 

Ptr 、 _ py 
(NT (B) 7 (CO) 29— p—r 
(D) 29 - pr. (E) go -pr. 


(第 18 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1967 年 ) 
[ 解 ] 由 设 有 a = x?,5 = xc = x' ,因此 





故 选 (C)， 
第 3 节 三 角 方程 


8.41 ”已 知 方程 arccos 和 一 arccos( — 和 ) = arcsinx , 则 
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则 


24 __24 
(A) x = 55. (B) x = 一 25- 
(C) x = 0. (D) 这 样 的 x 不 存在 . 


(中 国 高 中 数学 联赛 ,1985 年 ) 
[ 解 ] 原 方 程 可 改 与 为 2arcoos 邱 — AX = arcsinx. 


因 0 < atecos 所 < as 总 = 三 ， 
0 < 2arccos 4 < pa 

而 一 7 < arcsinx 7 则 所 给 方程 无 解 . 

故 选 (DD). 

8.42 设 f(x) = arccosx + 2arcsinx, 则 fi(x) 是 初 第 
. A 

(A) sinr,x € [- 地 7 ， 7 (B) cosx ,x € [0,x]. 章 

越 
(C) -sinz, 工 区 | 一 7 a (D) ~ cosx,x € [0,xl1. 


(第 2 全 希望 杯 ” 全 国 数学 邀请 赛 ,1991 年 ) 
[ 解 ] 在 令 > = f(x), 由 设 可 有 





y 二 (arcsinx + arccosx ) + arcsin = 7 十 arcSiny ， 
故 0 2) 
注意 到 - 二 之 arcsinx 所 二 7 ， 有 0 所 3 + arcsinx 扫 x， 


fF! (x) =— cosr, XE [0,rx|. 
故 选 (万 ). 
8.43 ”如 果 sin2xsin3x = cos2zcos3y ,那么 x 的 一 个 值 是 
(A) 18°. (B) 30”. (C) 36 . (D) 45 . (E) 60 . 
《第 35 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1984 年 ) 
[ 解 由 sin2zrsin3z = cos2xcos37， 
cos2zcos37 — sin2xsin3x = 0， 
cos(2x + 3x) = 0. 
Sx = 90 +k.180, k=0,+1,+t2,. 
z=18 +k.36, k=0,+1,+2,. 
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所 以 五 个 答案 中 只 有 18 是 其 中 的 一 个 解 . 

故 选 (A). 

[ 解 2] 观察 原 方程 ,我 们 看 到 只 要 求 出 

sin27 = cos3x 和 Sin37 = cos2 

的 解 ,那么 这 个 解 一 定 满足 原 三 角 方 程 . 进 而 , 当 2x 和 3z 互 余 时 ,以 上 
两 式 都 成 立 . 

于 是 2z+3z=90， 即 x= 18. 

故 选 (4A). 


8.44 方程 fr = sinz 实 根 的 个 数 为 
(A) 91. (B) 62. (C) 63. (D) 64. (E) 65. 
(第 32 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1981 年 ) 
[ 解 ] 因为 Ti = sin( 一 xz), 所 以 这 个 方程 有 多 少 个 正 数 解 , 就 有 
多 少 个 负数 解 .并 且 由 直接 验证 ,可 知 x = 0 是 它 的 一 个 解 . 
又 因为 | sinz | 帮 1, 所 以 | x 1= 100 1 sinzx |! 志 100， 
此 式 说 明 : 解 的 绝对 值 不 大 于 100. 


在 直角 坐标 系 中 ,作出 -6 和 sinz 的 


图 像 ,因为 15.5 < ;0 < 16, 即 


15.5 .2x < 100 < 16 . 2x. 

如 图 ,从 图 像 上 直观 地 看 出 方程 在 0 
和 和 x 之 间 有 一 解 ,并 有 日 每 一 个 (2k 一 1)r 到 (2k + 1)x 之 间 有 两 个 解 ,其 
中 1 过 kh15. 

故 方程 解 的 个 数 为 1+ 2(1 + 2. 15) = 63. 


nd: 称许 








故 选 (C). 

8.45 ”一 个 任意 的 圆 与 曲线 y = sinz 能 相交 于 

(A) 最 多 2 点 . (B) 最 多 4 点. (C) 最 多 6 点 . 
(D) 最 多 8 点 . (E) 多 于 16 个 点 . 


(第 36 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1985 年 ) 
[ 解 ] 对 于 圆心 在 y 轴 上 ,半径 极 大 (此 时 间 骤 近乎 于 直线 ) 且 可 
与 y = sinx 相交 的 图 来 讲 , 其 交点 个 数 可 以 是 无 穷 多 个 (如 图 ). 
故 选 (五 ). 
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8.46 ”在 平面 直角 坐标 系 内 ,有 圆心 角 为 30" ,圆心 在 y 轴 上 的 圆 
弧 , 它 与 曲线 y = sinz 的 交点 的 个 数 是 

(A) 0 或 1. (B) 0 或 1 或 2. 

(C) 任意 自然 数 . (D) 0 或 任意 自然 数 . 

(第 2 届 “ 希 望 杯 ”全 国 数 学 洲 请 赛 ,1991 年 ) 

[ 解 】 因 题 设 圆 弧 圆心 在 > 轴 上 ,但 其 半径 不 限 ,这 样 : 

当 圆 半径 足够 小 ,县 圆心 离 原 
点 又 足够 远 时 , 圆 弧 与 曲线 vy = 
sinx 无 交点 ; 

又 当 贺 半径 足够 大 , 且 圆心 离 
原点 足够 远 时 ,二 者 可 有 有 限 或 无 
穷 多 个 交点 . 





故 选 (DD). 
8.47 方程 + =-sinx + 1993 的 实 根 的 个 数 为 
(A) 0. (B) 1. (C) 2. (D) 大 于 2. 


(中 国 江苏 省 苏州 市 高 中 数学 竞赛 ,1993 年 ) 
[ 解 ] 由 于 方程 的 根 是 直线 y = x 与 曲线 y = sinr + 1993 的 交点 
的 横 坐 标 ,所 以 方程 至 少 有 一 实 根 . 
假设 方程 有 两 个 实 根 ri, rz;, 且 zi 关 xx), 则 


XxX1 = Sinzrl 十 1993， x2 = sinx> + 1993. 





. . .YI 二 7Z2 il 十 民 2 
zl 一 2 一 Snhzl 一 Snzry = 2sin 5 cos 一 本 


和 1 X2 | x1 — xX2 | 


2 于 
21 “2 || Xl] 二 xX» 
COS 
2 2 





| < 


| sin 





{| rz1— x2 |= 2 | sin 


X11+ 27; 
< zxzzllcs 7 |， 
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则 有 | cos 1>1, 与 | cos 于 | 委 1 了 于 导 . 
因而 原 方 程 仅 有 一 实 根 . 
故 选 (B). 
8.48 ”方程 sinx = lgx 的 实 根 个 数 是 
(A) 1. (B) 2. (C) 3. (D) 大 于 3. 


(中 国 高 中 数学 联赛 ,1984 年 ) 
[ 解 ] 在 同一 坐标 系 内 画 出 函数 y! = sinz，y = lgx 的 图 像 
(如 图 ) 得 出 yi 与 y; 交点 的 个 数 即 为 方程 sinx = jgz 的 实 根 个 数 . 
从 图 像 上 看 有 三 个 交点 , 即 所 求 方程 实 根 的 个 数 为 3,(C) 对 . 
事实 上 ,yi = sinz 是 周期 遇 数 ,~y， = jgz 是 增 范 数 ,我 们 可 以 分 区 
间 讨 论 如 下 : 
由 于 y。 = lgx 的 定义 域 为 x > 0, 故 只 考虑 x > 0 的 情况 . 





当 zxE(0,1) 时 sinz >0， lgz 之 0,yi 与 不 相交 , 原 方程 在 此 
区 全 无 解 . 

当 zE [1,7 ] 时 ,sinz 与 lgz 都 为 增 函数 ,但 

sinl > 0.8,lg!l = 0， sin 了 = 1， lg 了 < 0.7 
sinx > lgx, 即 在 此 区 间 内 yj 与 y; 不 相交 , 原 方程 无 解 . 

当 x€ (3 ,x) 时 ,sinz 为 单 减 函数 ,jgx 为 单 增 函 数 ， 

但 sin - = 1,， ig 7 < 1， sinx 二 0， lgx > 0, 所 以 在 此 区 间 
内 yl1 与 2 必 有 一 个 交点 . 


当 x El[x,2x)N,sinr SCO, lgx > 0, 故 在 此 区 间 内 yj 与 y, 无 


当 xE€ [2r ,党 ) 时 ,sinx 是 增 函 数 , 旦 sin2r = 0， sin > = 1; 而 
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lgz 是 增 了 因数, 旦 lg2r > 0， lg > 区 之 1]， 


Yl1 与 V2 在 此 区 间 有 一 个 交点 . 
当 毛 [3 ,37) 时 ,sinx 是 减 国 数 , 且 sin 3 = 1,， sin3x = 0， 


而 lgx 是 增 函 数 , 目 lg <1], lg3x 1], 
y1 与 在 此 区 间 内 有 一 个 交点 . 

当 El3x,4z) 时 ,sinx 之 0， lgx > 0, 显 然 y| 与 y; 没有 交点 . 

当 >z 和 [4r,+oco) 时 ,lsinz II 和 受 1 ,而 lgzr > lg10 = 1, 此 时 yi 与 
y2 不 会 再 有 交点 . 

综 上 所 述 知 y| 与 ys 共有 3 个 交点 , 即 原 方程 有 三 个 实 根 . 

故 选 (C). 

8.49 ”如 果 tga 和 tgB 是 方程 x* -~ ar + qg = 0 的 根 , 且 ctga 和 
ctgA 是 方程 x* - rx + s = 0 的 根 ,那么 rs 一定 是 

(A) pg. (B) 六 (二 (D) 六 (E) 也 

(第 34 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1983 年 ) 

[ 解 1] 由 韦 达 定理 有 

p= tga+ tgB,g = tgatgB, 及 r= ctga + ctgB,s = ctgactgB8. 
1 1 tga + tgpB 


因此 有 ctga + etgp 二 一 十 一 二 ， 
go + ctep tga tgB tgatgp 





和 ctgactgB = ate 
所 以 r= 卫 ，s = 二， 即 r= 写 . 
q 9 gq 
故 选 (C). 


[ 解 2] 因为 这 两 个 方程 的 根 是 互 为 倒数 ,而 一 般 地 讲 , 如 果 zx? - 
px 二 9g = 0 有 根 芭 和 nn,) 则 gqx* 一 pr+1= 0 就 有 根 一 和 二 

用 v 去 除 gqr? - px + 1 = 0 的 两 边 ,得 方程 +? - Prt = 0, 则 
二 和 -一 是 此 方程 的 根 . 


所 以 ;= £, :二 工 而 rs = 2£. 
他 区 gq 
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故 选 (C). . 
8.50 ”对 x E10,2x], 且 满足 方程 tgx 一 9tgxr+ 1 = 0 的 所 有 根 
的 和 为 
(A) 了 (B) zx. (C) A (D) 37. (E) 4x. 
(第 40 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1989 年 ) 

[ 解 ] 由 韦 达 定理 及 题 设 知 方程 两 根 满足 

tgZl + tgx> = 9, QQ) 

tgx1 * tgxr> = 1. 从 
因而 tgx1 > 0，tgr >0. Xr,r € [0,2x], 


知 ”xi,x; 在 了 ,四 象限 , 即 0 < zl < 了 ， 0< x 之 本 ， 


且 3 二 开 十 YI TXT4= NA+ X22. 
t 二 
又 tg(x1 + x2) = el 82 
] ~ tgritgr2 
将 中 ,@@ 代 入 , 知 其 分 母 为 0, 又 0 < zi< 了，0< < 也 ， 
故 zt+z= 和 过 ， 则 mt+z=2r+(rl+tzm) = 还， 
从 而 XI+ XI+ TX3+ Xx4 = 3. 
故 选 (DD). 


第 4 函数 方程 


8.51 设 国 数 y = f(x) 对 一 切实 数 x 都 满足 
f(3+ x) = 3 一 工 )， 
且 方 程 f(x) = 0 恰 有 6 个 不 同 的 实 根 , 则 这 6 个 实 根 的 和 为 

(A) 18. (B) 12. (C) 9. (D) 0. 

(中 国 高 中 数学 联赛 ,1991 年 ) 
[ 解 ] 着 3+a 为 f(x) = 0 的 根 , 则 由 题 设 知 

fl(3—-a)= f(3+a)=0. 

即 3 -a 也 是 f(x) = 0 的 根 . 故 可 设 此 6 个 根 为 


3 士 ai， 3 十 w>， 3 了 3+ w3. 
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于 是 其 和 为 18. 
故 选 (A). 
8.52 ” 设 函 数 f(x) 对 一 切实 数 都 有 f(1 + x) = f(1 一 x). 铬 方 
程 f(x) = 0 有 且 仅 有 两 个 不 等 的 实 根 . 则 此 两 根 之 差 的 绝对 值 是 
(A) 1. (B) 2. (C) 4. (DD) 不 确定 . 
(中 国 四 川 省 离 中 数学 竞赛 ,1990 年 ) 
[ 解 1] 设 f(x1) 一 f(x2) = 人， 即 | ;2 为 Fr) 一 0 的 两 个 不 


等 根 . 
令 xz = 三 1+ xo,; 由 题 设 有 ff(1 + x60) = f(1 ~ x0)， 
得 72 二 1 一 0. 
Tr- ri=I (+ro)-{1- x0)!l=21x0l1. 
故 选 (DD). 


[ 解 2] 以 z= 1 为 对 称 轴 , 量 与 x 轴 有 两 个 交点 ， ,z=1 
的 抛物 线 , 是 有 题 设 性 质 的 函数 (如 图 ). 

从 图 像 上 看 , | zi - zx? | 不 确定 ( 因 其 与 抛物 线 
形状 有 关 ). 

故 选 (DD). : 

8.53 ” 通 数 f(x) 对 于 一 切实 数 x 都 满足 f(2+ x) = f(2 一) 
如 果 方 程 f(x) = 0 恰好 有 四 个 不 同 的 实 根 ,那么 这 些 根 的 和 是 

(A) 0. (B) 2. (C) 4. (D) 6. (E) 8. 

(第 35 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1984 年 ) 

[ 解 ] 由 题 设 f(2+ x) = f(2 ->z), 因 此 若 r =2+a 是 f(x) 
= 0 的 根 ,那么 xr, = 2 - a 也 一 定 是 它 的 根 ,是 可 以 断定 其 所 有 不 同 的 
根 都 是 成 对 地 出 现 ,而 每 一 对 实 根 的 和 均 为 4. 

又 因为 它 恰 好 有 四 个 不 同 的 根 , 则 2 一 定 不 是 它 的 根 ( 若 |， = 2+ 
a=2, 则 a = 0, 推 出 x = 2, 于 是 ri = rs, 并 且 仅 当 a =0 时 ,| = 
"2. 这样 与 此 函数 恰 有 四 个 不 同 的 根 的 条 件 逆 盾 ), 知 这 四 个 根 的 和 是 
8. 

故 选 (五 ). 

8-54 在 (-c,0) U (0,+co) 上 连续 的 函数 F(z) 满足 f(-- 7) 
= A(z),X 关 0. 且 当 x >>0 时 , f(x) 是 减 函 数 ,并 有 f(1) >0> f(2)， 
则 方程 K(x) = 0 的 实 根 的 个 数 是 

(A) 1 或 2. (B) 2. (C) 2 或 3. (D) 3. 

(第 2 届 “ 希 望 杯 ” 全 国 数学 邀请 赛 ,1991 年 ) 
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和 


[ 解 ] ”函数 F(z) 图 像 当 为 下 面 两 种 情形 之 一 (注意 到 图 @ 中 
f(0) = 0): 


2/-1 lol\? F/T 
图 由 图 他 
知 f(x) = 0 有 2 或 3 个 实 根 . 


故 选 (C). 
8.55 ”所 数 f(x) 在 x = 0 处 没有 定义 ,但 对 于 所 有 的 非 零 实数 


x, 都 有 FLz) + 2/( 士 )= 3x, 则 方程 f(x) = 成- z) 解 的 情况 是 
(A) 恰 有 一 个 实数 解 . 〔B) 恰 有 两 个 实数 解 . 
(C) 没有 实数 解 (D) 无 穷 多 个 ,但 不 是 所 有 的 非 零 实数 
(E) 所 有 非 零 实数 
(第 32 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1981 年 ) 
[ 解 ] 将 二 代入 方程 Kz) +2f( 十 )= 3z， 0 
得 f()+2f(z) = 二， 


DODx2-@0 有 Hz) = 2 


二 


于 是 , 当 且 仅 当 2 二 = 2 一 (一 ， 即 xz?=2 时 ,有 
f(x) = f(- x). 

由 上 方程 解 得 x =+ 2. 

故 选 (B). 

8.56 记 f(x) = x + bx +c. 若 方程 f(x) = x 没有 实数 根 , 则 
方程 f(f(x))= x 

(A) 有 4 个 实数 根 . (B) 有 2 个 实数 根 . 

(C) 有 1 个 实数 根 . (D) 没有 实数 根 . 

(中 国 江 苏 省 初中 数学 竞赛 ,1991 年 ) 

[ 解 ] 由 设 方程 f(x) = x 无 实 根 , 即 说 明 直 线 y=x 与 

抛物 线 y = f(x) 无 交点 ,又 f(x) 中 二 次 项 系数 为 正 知 其 开口 向 上 . 
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这 样 ,y = f(x) 的 图 像 位 于 直线 vy = x 的 上 方 . 
即 对 任何 实数 x, 均 有 f(x) > 六. 

因此 FAz)) > f(z) > zx， 此 即 说 
fA(f(x)) = x 无 实 根 . 

故 选 (DD). 

8.57 ff 是 R -> R 上 的 一 一 映射 ,函数 y = 
f(z) 严格 递增 ,方程 x = f(x) 的 解 集 为 P, 方 程 x 
= f(A(x)) 的 解 集 为 Q, 则 

(A)PCOQ. (B) P= Q. 

(C) QCP. (D) PEGQ,H QFEP. 

(第 1 届 “ 希 望 杯 ” 数学 竞赛 ,1990 年 ) 

[ 解 ] 若 x EP, 即 x 满足 x = f(x)， 

考虑 到 fA(f(x)) = f(x)= 7x, 和 Mr EQ, 则 PC Qi 

假设 Q 于 PP, 即 存在 xo € Q, 有 日 xo 生 P, 使 

fA(f(x0)) = 一 Xxo0, fro) nik 

大 f(xo) < zo0; 因 f(x) 是 增 晴 数 ,那么 有 (f(x0)) < f(x0)， 
即 有 xo < f(xo)， 了 蔬 盾 ! 

在 f(xo) > zo， 因 f(x) 是 增 函 数 ,那么 有 了 (f(x0)) > f(x0)， 
即 有 xo > F(zo)， 了 矛盾 ! 

从 而 QCP. 综 t 上 有 P=Q 

故 选 (B). 

8.58 硅 m,n,p 和 g 是 实数 目 f{(x)= mrt+n,， g(x)= prt 
q ,那么 方程 f(g(x)) = g(f(x)) 有 解 的 条 件 是 

(A) m,n,p 和 4g 为 任意 实数 时 . 

(B) 当 且 仪 当 mx = pHn= 9. 

(C) 当日 仅 当 mq - zzp = 0. 

(D) 当日 仅 当 (1 一 p)- go(l-m)=0. 

(EE) 当 且 仅 当 (1 -nn)(1 一 p)-(1-g)(l1l-m)=0. 

(第 27 届 关 国 高 中 数学 考试 ,1976 年 ) 

[ 解 】 对 于 任何 实数 x ,下 列 方程 是 同 解 的 : 

flg(x)) = g(f(7x)), 


m(pr+gq)+t+n= p(mrt+n)+og, 
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或 mpr+mg+n= mpr+npt+o. 
因而 n(1—- pp)= gq(l— nm), 
故 选 (DD). 
8-59 ”对 于 每 一 对 实数 zx,y, 函 数 上 满足 函数 方程 
f(r)+ f(y)= f(xr+y)~ ry-1. 
若 f(1) = 1, 那 么 满足 f(n) = n( 其 中 关 1) 的 整数 数目 共有 
(A) 0. (B) 1. (C) 2. (D) 3. (E) 无 穷 多 . 
(第 30 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1979 年 ) 
[ 解 ] 把 x = 1 代入 函数 方程 得 
fly+1)= f(y)+ y+2. 的 
因为 1(1) = 1, 用 y= 2,3,4,… 连 续 代 入 ,可 以 看 出 对 > 为 正 整数 
时 都 有 f(y) > 0. 所 以 ,对 于 > 是 正 整数 时 ， 
f(y+1)>y+2>y+1; 
从 而 对 于 n > 1 的 整数 ,f(n) = nn 无 解 .对 f(y) 解 上 述 方程 : 
由 % 式 有 
f(y) = f(y+1)- (y+2), 
连续 代 人 y = 0, 一 1, 一 2,… 到 此 方程 中 ,得 到 
f(0) =-—1, f/f(-1)=-2, f(-2)=-2, f(-3)=-1, 
f(-4)=1. 
由 于 F(-4) > 0 以 及 对 yy<-4, 有 -(y+2) > 0. 
这 样 , 对 于 vv<-4，F(y) > 0. 
所 以 ,对 n<-4,，f(n) 关 nn. 
因此 ”ff(n) = n 仅 有 解 n= 1, -2. 
训 选 (B). 
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第 九 章 “” 初 等 超越 不 等 式 


第 1 节 指数 不 等 式 


9.1 如 果 <=25，p8=34，rc=5S3，d = 的 ,那么 cp，c， 


qd 从 小 到 大 的 顺序 是 
(A)a<b<ec<d. (B)a<b<d<e. 
(C)b<a<ec<d. (D)a<d<b<ie. 


(第 2 届 中 国 天 津 市 “中 华 少 年 杯 ” 数学 邀请 赛 ,1988 年 ) 
[ 解 ] 由 a 一 (2°)1i 一 3211 ， p= (34)1! 一 8111， 
-二 (53)1! 一 1251, d = (62)1 一 361， 
由 324<364< 8 < 12$4 有 a<d<b<e. 


故 选 (DD). 
9.2 已 知 a = 37,65 = 4,c = 5”, 则 有 
(A)a <b<e. (B)c<b<a. 
(C)c<a<b. (D)a < 之 c<b. 
(中 国 初中 数学 联赛 ,1995 年 ) 
[ 解 ] … =35 = (35)! = 2431 ， 
且 bp = 44 = (4) = 256!!, 
及 Cr 二 S53 一- (S53)1! 一 125S11， 
.. c<a<ob, 
故 选 (C). 


9.3 大 a = (1989) ,65 = 一 1989%W， c= 19897 3%. 
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六 该 售 


那么 ,a ,5,c 的 大 小 关系 是 


(A)a=6b=&. (B)a>pb= ae. 
(C)a>b>e. (D)b<cec<a. 
(“祖冲之 杯 ” 初 中 数学 邀请 赛 ,1990 年 ) 
_1990 1 
[ 解 ] 首先 由 a = (- 1989) ”2 = 1989 % > 0; 


而 6<0,，c<0, 知 a>5, 和 且 a>c. 

又 ”1989% > 1989 25%0， 因而 1989”% < - 1989 13%， 
即 p< i. 

从 而 b<c<a. 

故 选 (DD). 


1 1 
9.4 设 m= (二) ， n= (地 )， p=( 专 ) . 则 它们 的 大 
小 关系 是 
(A)}m<n<p. (B)}m<p<n. 
(C)n<p<m. (D)}p<n<m. 
(中 国 部 分 省 .市 初中 数学 通讯 赛 ,1989 年 ) 


[ 解 1] 和 (了 六 = (二) 有 有 
1 -~ 上 
p= (二 六- (二 
因为 ”3 < 人， 从 而 p<m. 
4 1 
由 n= (#4) = (x) 及 p= ( 
因为 44>5， 从 而 nn<p. 


所 以 n<p<m. 
故 选 (CC). 


[ 解 2] 由 设 lgm = (lgl- lg3) = - 二 lg3, 且 


上 | 一 


2 1 
lgn = 一 3 lg2， lgp = 4 (lg2 — 1). 


由 jg2 = 0.3010…， jg3 = 0.4771…. 
知 ljgn <lgp<lem, 则 nx<p<nm. 
故 选 (C). 
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9.5 若 0<a<b, x =0.1993?.0.1997°,H y= 0.1993°. 
0.1997?. 则 xz,y 的 大 小 关系 是 
(A)7x > vy. (B)x<y. (C)xr=y. (D) 不 确定 . 
(中 国 北京 市 高 中 数学 竞赛 ,1993 年 ) 
[ 解 ] 由 设 0 < a < 5, 考虑 








本 b—a a—b 0.1993 ba 
= (0.1993) "(0.1997)** = (0-1997) | 
0.1993 
0 1997 < 上 ， 又 bp—a > 0， 
0.1993 
(0 <1 
又 >0 y>0, 则 zxz<y. 
故 选 (B). 
9.6 对 a>5>c>0，m>>n>0(m,n 是 整数 ) 下 面 诸 关 
系 式 中 成 立 关 系 式 是 
(A) 人 > pe > Cn (B) a”b" > ca™ > pe™. 
(C) Ce > a”p” 人 De (D) pe™ > Ca” > 22 


(E) a”e” > Pc™ > an 
(中 国 北 京 初中 数学 竞赛 ,1983 年 ) 

[ 解 ] 由 a4>6>c>0，nm>n>0, 

"< a pb. 
故 (C),(DD),(E) 均 不 成 立 . 
取 c 1， 则 对 a >5BP>1=c， 有 

pc =0 :1 = < a :1” = ac". 
故 (A) 也 不 成 立 .于 是 判定 (B) 成 立 ， 
事实 上 , 当 a>656>c>0，m>n>0 时 ,有 
Q DO > a > be > De™. 


栅 


故 选 (B). 

87 车 a (十 6 (二 上， (二 , 则 下 式 中 
成 立 的 式 子 是 

(A)a<b<e. (B)B<rc<<a. 


(C)a<c<b. (D)}c<b<a. 
(第 2 届 “ 结 云 杯 ”初中 数学 汶 请 赛 ,1985 年 ) 


世界 数学 奥林匹克 解 题 大 辞典 299 


2 


娘 尘 各 





XE 由 条 旗 


1 1 
1 3 1 2 
及 CC 一 ( 立 ) 一 (#) 
因 3 < 机 < 方 ， 则 <c<na 
直选 (B). 
9.8 给 出 三 个 数 z， y= 万， = = x7 ,此 处 0.9< 所 上 0， 
将 它们 按 增加 的 次 序 的 排列 是 
(Ah) 工 和 > 扫 yy (B)xr<y< x. (C)y<x< ez. 
(D) y< = 把 工 . (E)z<r<y. 


(第 19 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1968 年 ) 
[ 解 ] 由 设 0< zx<1， 则 y= x <l. 


又 1- 工 >0， 故 = xz7z<1， 有 <y， 


由 y->z>0, 则 一 = 一 =7<1 有 =><<y. 


= xx?<1 有 xz<>=. 


所 以 xr<z<y. 
故 选 (A). 


第 2 节 对 数 不 等 式 


9.9 已 知 M 为 正 数 , 则 lgM 与 YM 的 大 小 关系 是 
(A) lgM > VM. (B) lgeM < VM. 
(C) jgM 必 不 等 于 VM . (D) 以 上 均 不 正确 . 
(中 国 广 州 .武汉 ,福州 等 五 市 初中 数学 联赛 ,1989 年 ) 
[ 解 ] 因 jgl0 = 1 < V10, 又 


lgl05 = 5 > V105 = V16, 


及 lgl010 = 10 = V10, 


所 以 (A),(B),(C) 均 不 成 立 . 
故 选 (DD). 
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9.10 若 log.o 的 尾数 是 0, 且 log. 六 > log, 如 > logya ,那么 下 
列 四 个 结论 : 


(由 二 > vb>a’. G) log.p + loga = 0. 
DO0<a<b<l. 由 co-1=0. 

中 ,正确 的 结论 的 个 数 是 
(A) 1. (B) 2. (C) 3. (D) 4. 


(中 国 初中 数学 联赛 ,1990 年 ) 


[ 解 ] 由 log。 请 > log 如， 得 -logwb > 了 log， 
所 以 log.o < 0. 

得 <c<<1， bo>1 或 w>1，8<1 且 loga<0. 

所 以 结论 @ 与 结论 @ 都 是 错误 的 . 


在 结论 中 中 , 车 广 > V5, 得 6< 上 


从 而 a > 1， 得 Yb < a*， 所 以 结论 @ 也 是 错误 的 . 
这 样 ,只 有 结论 @ 是 正确 的 .事实 上 ， 


但 
由 log, 好 > logya*， 可 得 7 logab > 2logm = logb 


又 因为 logb < 0, 所 以 (log.p) < 4, 即 --2<logp<0. 
因为 ”log 5 为 整数 , 所 以 log = -1, 即 5 = 一 ,从 而 ab = 1. 结 


论 @ 正 确 . 
故 选 (A). 
9.11 车 Rxlgl0x < 0， 则 iG VI 区 x + Ig10x? 的 值 为 
(A)+1. (B) 1. 
(C)—1. (D) 不 同 于 (A) -(C) 的 解答 . 
. (中国 部 分 省 .市 初中 数学 通讯 赛 ; 
中 国 广州 武汉、 福州 等 五 市 初中 数学 联赛 ,1984 年 ) 
[ 解 ] 由 zigl0x <0， 知 lgl0x < 0, 即 
1+ lgx < 0. 
而 lg x + lgl0x’ = lg x + 2lgr + 1 = (lgrt+ 1)*, 
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六 从 过 对 


局 二 小 





由 1+lgr<0， 则 “Ex + le 7 0+ lr) 
又 lgltoz=1+lgz， 有 TI Vlgr+lgl0r =—1. 
故 选 (C). 
9.12 设 m>n>1，, a = (lgmn)? — (lgm)2, b = (lgm)3 
| 
- (lg 至) ， 则 a 与 5 的 大 小 关系 是 


(A)a>&b. (B) a = 5b. (C)}a<b. (D) 不 确定 . 
(中 国 四 川 省 初中 数学 竞赛 ,1990 年 ) 


纹 您 和 莫 旗 


[ 解 ] 由 题 设 有 
1 (lgnmn)? 十 (lgm )2 (lgnm + ign)2 十 (gm)z 


二 CC 一 一 


a lg 一 lg jgn 
1 (gm 一 lgn)3 + gzm) 
lgn 
由 一 > 三 ， 且 a>0，68>0， 则 a<2 
故 选 (C). 
9.13 ”者 (log23)"” (logs3)" 之 (log23) > - (log53) > , 则 
(Ah)z 一 > 全 0 (B}r+y 宇 0 (Cr-y0 (D)z+y 近 0 
(中 国 高 中 数学 联赛 ,1999 年 ) 
[ 解 ] 记 f(1) = (log23)' 一 (logs3)' , 则 了 (1z) 在 实数 域 RR 上 是 
严格 增 函 数 . 
原 不 等 式 即 f(x) 之 f(-y), 故 x 之 ~ y, 即 x+y 之 0. 
故 选 (B). 
9.14 知 m>>n>1， 则 必 有 
(A) log,n > logum > loglm. (B) loglm > logam > logmn. 
(C) logm > log,n > loglm. (D) logum > loglm > logwn. 
(中 国 北京 市 高 中 数学 竞赛 ,1992 年 ) 
1 logsm—1 
log,m log,m 
m>n>1l,， .. log.m > 1, 
因而 logym -log >0， 即 iogm > log,n. 





[ 解 ] logjm ~ log = log,m 一 
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1 _ lo mn + 1 


又 en em ber I en 
OB 
n 
m>n>1, .. 0<log,n < 1, 
因而 ”log,n 一 loglm >0， 即 log,n > loglm. 
故 选 (C). 


9.15 ” 敬 关 系 式 
logsl log} (log2x )] 一 logsLlog4 (logsy)] 一 logs| log (logs z )] = 0. 


则 x,y,z 的 大 小 关系 是 


(A) > < y< >. (B)y<z<rz. 
(C)z<rxr<y. (D)z<y<r. 
(中 国 高 中 数学 联赛 ,1982 年 ; 和 
中 国 部 分 省 .市 初中 数学 通讯 赛 ,1988 年 ) 站 
[ 解 1] 由 logs[log} (logzx)] = 0, 可 得 
等 
log} (log2 x ) = 1,logyx = 六 ， 式 
所 以 = 23， 
类 似 地 可 得 y = 33， > = 53. 化 为 同 次 根 式 得 








6 3 
Tz 2- = 8, 
又 由 ff < 
w=3=9, ”~ ? 
x! = 2 = 32, 
且 由 得 > 
=10 = 5 = 25, 是 <7 
综 上 可 得 之 广 工 所 y 
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入 许 


故 选 (C). 
9.16 设 函 数 /(r) =1logl(z+1)1, 当 -1<a<&b<c 时 ， 
有 f(a) > Fc) > f(65), 则 
(A) ac <0. (B}ab<0. (C) ac > 0. (D) bc > 0. 
(第 2 届 " 希 望 杯 ” 全 国 数学 邀请 赛 ,1991 年 ) 
[ 解 ] 函数 vy = f(x) 的 图 像 大 致 如 右 图 . y 
且 f(x) 在 (-1,0] 上 递减 ,在 (0, + co) 上 递 一 \ 





增 . 
由 一 1<a<b<c 时 ， 
fla) > flc) > f(2), 
知 a ,b,c 不同 在 上 述 两 区 间 内 . 
则 ac<0, 且 c>0， 因 而 ac<0. 
故 选 (A). 
9.17 ”下 图 中 阴影 部 分 (不 包括 边界 ) 满足 log, (log,y?) > 0 的 是 





(A) 


(C) (D) 
《中国 高 中 数学 联赛 ,1984 年 ) 
[ 解 ] log; (log.y*) > 0 即 为 log, (log,y?) > log 1， 
log; (logy*) > 0 的 充 要 条 件 是 














0< < 1， ， 
@ 之 1， 和 I 2 1 
logsy” > 1; ™ 
log 六 > 0. 
由 不 等 式 组 QD 可 得 
T 之 1， , +>1， 
log:y” > logxx; yr. 
其 图 形 如 上 图 (不 包括 边界 ). 
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由 不 等 式 组 他 可 得 
0<xr<1, 0<Zr<l1, 
(es < iogrz， 即 > >， 
log.y > log:1. 


0<x<l1, 


rT<y<l1. 
其 图 形 如 右 图 (不 包括 边界 ) ,将 两 图 合 起 来 即 为 所 求 . 
故 选 (C). 


第 3 节 三 角 不 等 式 及 应 








9.18 ” 设 数 的 集合 M = jz1 冯 <z<1， 骨 


(A) log43E M. (B) ( 考 ) EM. 


(C) (sinl + eos) EM. (DD) 10g4 E M. 


(第 2 届 "“ 希 望 杯 ”全 国 数学 邀请 赛 ,1991 年 ) 
[ 解 ] 由 logj3 < log31 = 0, 知 (A) 不 真 ; 


zx (< -二 < 


则 (B) 不 真 ; 
由 sinl + cos 10 > sin 亚 + cos -6 a 
知 (C) 不 真 . 


4 _ x 42 < 3 ,x 
而 10& 1): 而 <<H<1 知 () 真 . 
故 选 (DD). 
9.19 已 知 - 了 x < <~ 池 x, 则 在 以 下 四 个 式 子 中 一 定 成 
立 的 是 
(A) logz | + |> 0. (B) sin(x 十 7) > cosx. 
(C) 2snr < 22%. (D) cosx > sinx. 
(第 2 届 “ 希 望 标 ” 全 国 数学 洲 请 赛 ,1991 年 ) 
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姓 注 洲 


i 





[ 解 ] 当 - 才 rz<x<- 立 r 时 ， 


有 方 x <1z1< x 且 开 <7z+ 了 全 rr < 了 


2 4 4 
所 以 logx [x |< O00, sin(x+ x) > cosr, 2 > 22%, 
而 0< oosr < 时， <simr<l, 
则 cosz > sin2zr 不 一 定 成 立 . 
故 选 (B). 


9.20 和 阁 a 为 锐角 ,又 代数 式 已 = logsna (Sin50° + cos50° ) ， Q = 
logsna (sin65” + cos65 ), 则 了 与 Q 的 关系 是 
(AP<Q. (BP>Q. (OP=Q. (D) 不 确定 . 
(中 国 四 川 省 高 中 数学 竟 赛 ,1990 年 ) 
[ 解 ] 由 设 0<a<90， 则 0 之 sing < 1， 又 
sin50 + cos50° = Y2sin(50° + 45°) = V2sin95’, 
而 sin65 + cos65° = V2sin(65° + 45°) = V5sinl10°, 
本 sin93 ”> sinl110°, 
sinS0° + cosS0”> sin6"” + cos65°. 
.~ P<Q. 
故 选 (A). 
9.21 设 < 关 村 如 (k=0,+1,+2,…), 且 
个 二 sina + tga 


cosa + ctga ， 
则 工 的 取 值 情况 是 
(A) 工 取 负 值 . (B) 械 取 非 负 和 值 . 
(C) 工 取 正 值 . 《D) 工 取信 可 正 可 负 . 
(中 国 高 中 数学 联赛 ,1981 年 ) 


[ 解 ] 作 恒 等 变形 , 易 得 T = tv t+ cosa 


1 + sina’ 
2 天 全 (人 = 0, 土 1, 土 2…)， 


… T > 0 
故 选 (CC). 
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9.22 若 0<a, 8, 7 之 1, 且 了 水 数 f(a, 8, 7Y) = 3(atB+ 7). 


又 设 x = f(a, 8B, 7Y), y= arcsinayarcsin8,arcsiny)， 及 > = 
arcsinf(a,B,Y), w= sinf(a,B,Y), t= Fsinae，sin8，sin7y) ,它们 
之 间 的 数量 关系 是 
(A)xX>y>2>w>1i. (B)y>z>xr>w>1i. 
(C)z>y>w>11>rz. (D):1:>w>z>y>rx. 
(第 2 届 “ 希 望 杯 ” 全 国 数学 邀请 赛 ,1991 年 ) 
[ 解 ] 由 x>0 时 ,sinx < x. 则 有 


sina + sinB + siny Q& 十 及 十 YX 
3 和 3 


即 上 < >z, 则 (C),(D) 不 真 . 


又 vv>0 时 ，arcsinr > x， 则 有 和 ， 
arcsina + arcsinB + arcsiny 、 a+ B+y 起 章 
3 > 3 起 
即 y > z. 则 (A) 不 真 . 3 
故 选 (B). 
9.23 下 面 四 个 数 中 最 大 的 是 
(A) tg48" + ctg48 (B) sin48"” + cos48°. 
(C) tg48" + cos48 ”. (D) ctg48° + sin48". 


(中 国 初中 数学 联赛 ,1988 年 ) 
[ 解 ] 因为 0 < ecos48" < 1，0<sin48" < 1， 因而 








ie 。_ sin48 | cos48” 。 。 
sin48 + cos48 < cos485 十 sind48s 二 tg48 + ctg48 ， 
如 四 | [2 cos48" 加 La 站 
tg48 + cos48 < tg48 + nd8” 二 tg48 + ctg48 ， 
sin48 





ctg48 + sin48 ”< ctg48 ”十 nd85 = ctg48 + tg48". 


所 以 四 数 中 最 大 的 是 tg48” + ctg48". 
故 选 (A). 

注 1 车 题 中 48’ 改 为 锐角 a, 结 论 仍 成 立 . 

注 2 题 中 四 数 还 可 有 关系 : 

(4)>(C) >(D)>(B)， 当 43 < a<90 时 ; 
(4) >(C)=(D)>(B)， 当 waw = 45 时; 
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这 入 这 


(A)>(D)>(C)>(B), 当 0 <a<45 时 . 
这 一 点 可 利用 三 角 函 数 线 证 明 . 如 当 4$ 之 a < 90 时 ,如 图 知 
A44 =i1g8a, BB’ =aga, DC = sina, OD = cosa. 

由 AA’ > DC，BB’ > OD, 

有 AA’ + BB’> BB’+DC > DC + OD, 
AA’ + BB’ > 44 + OD > DC + OD. 


Rp tga +ctga > ctga + sina > sina + cosa, 





tga + ctge > tga + cosa > sina + cosa. 

此 外 ， 由 人 BECWwWACFA', 且 CB < CA 
EB <CF<FA， 故 FB < FA 

Bp .ctga — cosa < tga ~ sina, 或 tga + cosa > ctga + sina. 
从 而 {A)>(C)>(D) > (B). 


9.24 ”对 任何 PE (0,> ) 都 有 

(A) sinsinp < cosp < coscosp. (B) sinsinp > cosp > coscosg. 

(C) sincosp > cosp > cossing. (D) sincosp < cosg < cossing. 
(中 国 高 中 数学 联赛 ,1982 年 ) 

[ 解 ] 由 在 (0, 六-) 中 sinz ,cosx 有 如 下 性 质 : 

(1)sinx < xz,(2)cosz 单调 减少 ,(3)jcosz 与 x 大 小 不 确定 ， 


因此 可 知 sincosg < cosg. 

又 由 (1) 知 2p >sinp， 再 由 (2) 有 cosp < cossing. 
从 而 sincosg < cosp < cossing. 

故 选 (DD). 


9.25 ” 设 a,b,c 是 实数 .那么 ,对 任何 实数 x ,不 等 式 


asin + bcosr + xX>0 


都 成 立 的 充分 必要 条 件 是 


(Aja,e 同时 为 0, 生 cc > 0. (B) Va*+6* = ce 
(C) Va*+6 <e. (D) Va +6 > Li. 

(中 国 高 中 数学 联赛 ,1994 年 ) 
[ 解 ] 当 a ,5 不 同时 为 零 时 ,有 


asinx + bcosr +c >0 (1) 


“> Va’+bsin(r + 9g)+ec>0 
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< 全 Sin(r + CO) > 一 We (2) 
(2) 式 成 立 的 充分 必要 条 件 是 
一 -7 <-1， 即 Va+b<e. 
当 a ,6 同时 为 零 时 ,不等式 成 立 的 充 要 条 件 是 c > 0, 这 一 结论 含 
于 (C) 中 . 
故 选 (C). 


9.26 设 rE€ (- 方 ,0) , 则 al = cos(sinzr),a = sin(cosxr ) ， 
a3 = cos(x 十 1)7 的 大 小 关系 是 








(A)ay < a < al. (Bjal < as < ca. ,第 
有 
(C)as < al < a,. (D)as < cs < al. 和 九 
(中 国 高 中 数学 联赛 ,1996 年 ) 起 训 

不 

[ 解 ] 设 y=-x, 于 是 yE (0, 二 ), 且 


Ql = cos(sinyr)， az = sin(cosyr), ai = cos(1 -~ yx < 0. 
Sinyr + cos yr = Visin(yx + 下) 之 矶 之 所 ， 
0 < cosyr < 一 Snyr < 了 
于 是 0 < sin(cosyr) < cos(sinyr). 
故 选 (4 ). 


9.27 已 知 0<5<10< wu< 才 , 则 下 列 三 数 : 


x = (sina)log™, y= 〈cosa )joggzse ，> = (sina )1loggese 


的 大 小 关系 是 
(A)}r<z<y. (B)y < > < >. 
(C)z<r<y. (D)rx<y< ex. 


(中 国 高 中 数学 联赛 ,1994 年 ) 
[ 解 ] 由 题 设 ` 0<b<1, .i f(x)= logsr 是 减 函 数 . 


0<a< -4 .，0< sina < cosa 忆 二. 


于 是 Jogs sine > log, cose > 0. 
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党 尘 季风 


(sina )iogssna < (sina )lgscse ， 即 > 过 所 >. 


XX (sina )epsese < (cosa)kgses ， 即 zz<y. 

故 有 TrT<2< yy. 

故 选 (A). 

注 ”本 题 也 可 以 通过 取 特 殊 值 解答 .例如 , 取 b = 了 ,a = 三， 


9.28 设 f(x) = x*--xr, 且 设 a = arcsin 三 ， B = arctg 了 ,7 


= arccos( — 广 )， G = arcctg( - 了 ) 则 
(A)fla) > 1(8) > f(6) > f(7). 
(B)f(a) > f(6) > f(B) > fA(7). 
(C)f(6) > fla) > f(8) > fl7). 
(D)f(6) > fla) > fl(7Y) > fF(B). 

(中 国 高 中 数学 联赛 ,1997 年 ) 


[ 解 ] 依 题 意 , f(x) 的 图 像 关 于 直线 x = 了 对 称 , 且 在 
(- ,于 j 单 调 碱 少 ,在 (到 ,+ co ) 单 调 增加 ， 
所 以 , 当 1z- 了 了 1I>1z- 1 时 ， 有 F(zi) > f(r). 


又 易 知 0< a< 芭 ,二 < 8B< 工 LI Bd 


6 4 3，2 3 4 
Sx 
EC . 
0<17-F1<H <18 7 1< 了 <16- 了 I< 地 
<la-7F1<7. 
因而 fla) > f(6) > F8) > fF(7). 
故 选 (B). 


9.29 logsn1 cos1] ，logsnitgl ，]ogoalsin1 ，]logol tgl 的 大 小 关系 是 
(A)logsnicosl < logoosiSinl < logsnitgl < logwatgl. 
(B)logwasinl < logoatgl < logsncosl < loganitgl. 
(C)logsni tgl < jogustgl < logwisinl < log tcosl. 
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(Djlogwwtgl < logsntgl < logsucosl < loguwwsinl. 
(中 国 高 中 数学 联赛 ,1995 年 ) 


[ 解 ] 由 4<1 知 cosl < sinl < 1 < tgl， 


从 而 logsnitgl < 0, 且 logwtgl < 0. 

而 logsucosl >0， 且 logussinl > 0, 于 是 可 排除 (A) 和 (B). 

只 剩 (C) 和 (D) ,又 logussinl < loguucosl = logssinl < logs cosl， 

可 排除 (D) ,应 选 (C). 

故 选 (C). 

9.30 设 aE€ (到 ,到 ) , 则 (cosa )sse ，(sina )cse ，(cosa )sane 的 大 
小 顺序 是 


(A) (cosa)™ < (sina sme < (cosa )sne。 -| 

(B) (cosa)™™ < (cosa )sme < (sina )cosa . 站 章 

(C) (sina)™™ < (cosa)®™™ < (eosa) ne. 不 

(D) (cosa)™* < (cosa)™ < (sina )eose 
(中 国 高 中 数学 联赛 ,1990 年 ) 

[ 解 ] … aE€ (于, 芯 )， “. 0 < cosa < 9 < sing<1. 

因而 (〈cosa )sne < (cosa)®™, (cosa)™®™ < (sina)™. 


故 选 (DD). 
9.31 若 z >0，y > 0. 又 a 为 任意 实数 . 令 M = zeywse， 
N=xz+y 则 一 怎 有 


(A) M > (B}M=N. 
(CIM<N. (D) 以 上 结论 都 不 对 . 


(中 国 北京 高 中 数学 竞赛 ,1985 年 ) 
[ 解 ] 不 失 一 般 性 ， 设 + 宇 y>0. 
cosa > 0， 则 有 yese 二 rose 


到 rine > 0 ， 

Tay 0 过 rn ays a 一 Sin ateos a 二 7 < r 十 y. 
因此 M< N. 

故 选 (C). 
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a 


9.32 设 -1 过 a < 之 0，0 = arcsina, 那 么 不 等 式 snr Ka 的 


解 集 为 
(A) ir 12nr+0<r< (n+l)r- OnE€ 72. 
(B) [ril2ar-0<x< (2n+l)xr+0nErZ 


| 
| | . 
(C) {xr iQ2n-1lxr+0O<r<2nr- 0,nE€E ZI. 
(D) irl(2nx~-1)r-0<r<2nr+0,n € DZ 
(中 国 高 中 数学 联赛 ,1986 年 ) 
[ 解 ] 如 右 图 ,利用 三 角 聘 数 线 即 正弦 线 的 
图 像 知 sinx < a 的 解 集 为 
{rl(2n-1)xr-0<7r<2nrxr+0,nE€EZI. 
故 选 (D). 
9.33” 设 a 为 某 三 角形 的 一 个 内 角 , 且 a 关 


90 .又 > = 二 一 cosag，y 二 sina 一 1 tga |， 则 点 (z,y) 在 
(A) 第 一 象限 . (B) 第 二 象限 . 
(C) 第 三 象限 . (D) 第 四 象限 . 


(中 国安 徽 省 合肥 市 初中 数学 竞赛 ,1985 年 ) 
[ 解 ] 由 设 知 0< sina < 1， 则 -> 1， 又 ceosa < 1. 


sine 
1 





TT 二 一 一 cosa > 0. 
与 提交 
又 | tga |=| 2 | >| sine |= sina， 
CO 人 





.. ‘y= sing~| tga |l< 0. 
因而 ” (x,y) 在 第 四 象限 . 
故 选 (也 ). 
9.34 ” 钝 角 三 角形 三 条 边 长 分 别 为 +， x + 1，x + 2, 则 短 边 
x 的 范围 是 
(A)3<zx<5. (B22<r<4. (Cli<xr<3. (Dr>1. 
(中 国 这 宁 省 沈阳 市 “育才 杯 ”初中 数学 竞赛 ,1988 年 ) 
[ 解 1] 三 边 中 (x +2) 最 长 ， 设 边 (x + 2) 所 对 的 角 为 a， 则 
a 是 一 个 钝 角 . 由 余弦 定理 得 
cosy 二 x +(rt+1l)- (r+2) xr-3 





2x(z 二 1]) 27 
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TT—3 








-1<cose <0,，.. 一 < 7 < 0. 
ba 
5 < 0， 
即 解 得 1<x<3. 
Zz-3、_] 
27 : 
故 选 (C ). 
[ 解 2] 由 题 设 zx,z+l,z+2 应 满足 
上 > 
r+(xXt+1)>rxr+2, 解 得 1<r<3. 
xz2+(r+li>(z+2)， 
故 选 (C). 


9.35 ”已 知 锐角 三 角形 的 边 长 分 别 是 2, 3, zx, 则 第 三 边 x 的 取 
值 范围 是 


(A)1<x<5. (B) YS5 < zx < vi3. 
(C) V13<xr<5. (D)1<x< 5. 


(E) JS<x<5. 
(中 国 四 川 省 重庆 市 初中 数学 竞赛 ,1983 年 ) 
[ 解 ] 由 余弦 定理 知 :锐角 三 角形 任意 两 边 平方 和 大 于 第 三 边 的 
平方 , 即 


22 + 3 > x’, 

上 > 解 得 V5 < < v13. 
3 + r2 > 22. 

故 选 ( 吾 ) 

9.36 已 知 印 角 三 角形 的 三 边 长 分 别 是 3,4,x, 则 xz 的 取 值 范围 


(A)1<x<7. (B)5<x<7. 

(C) 1< <v7. (D)5<r<7 或 1< <v7. 
(第 6 届 “ 结 云 杯 ” 初中 数学 邀请 赛 ,1989 年 ) 

[ 解 ] 设 z 为 最 长 边 ,其 对 角 为 a, 则 cosa < 0. 又 由 余弦 定理 , 则 


2 2 ,2 
<0， 即 zx?Y>25， 有 x>5. 


又 rr<3+4=7， 故 5 过 x< 之 7. 
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Pci ea 


好 泪 四 





该 说 


令 4 为 最 长 边 ,其 对 角 为 8, 则 cos8 < 0. 
则 3 二 二 < 0， 即 xz <7， 有 xz<yv7， 


又 7>4-3=1, .. 1I<x<y. 
故 选 (DD). 
9.37 ”存在 整数 x ,使 具有 边 长 为 10， 24， 的 三 角形 的 所 有 
角 都 是 锐角 , 问 x 的 个 数 是 
(A) 4. (B) 5. (C) 6. (D) 7. (E) 多 于 7 个 . 
(第 39 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1988 年 ) 
[ 解 ] 若 三 角形 为 锐角 三 角形 ,由 余弦 定理 知 
242 < 10 + zx’, 
x” < 10° + 24°. 
即 476<x<676， 得 x = 22, 23, 24, 25. 


故 选 (A). 

9.38 和 人 ABC 中 ,sinAcosC < 0, 则 这 个 三 角形 必定 是 
(A) 锐角 三 角形 . (B) 直角 三 角形 . 

(C) 钝 角 三 角形 . (D) 以 上 答案 都 不 对 . 


(中 国 北京 市 高 中 数学 元 赛 ,1987 年 ) 
[ 解 ] 由 0< 人 A<x, 知 sinA >0. 
但 sinAcosC < 0, 所 以 cosC < 0. 
由 于 CC 为 人 ABC 内角,cosC < 0 可 知 一 C 为 印 角 . 
即 全 ABC 为 钝 角 三 角形 . 


故 选 (C). 
9.39 ”在 锐角 和 公 ABC 中 ，AC = 1， 4B cc. 
= c, 人 A = 60", 人 ABC 的 外 接 圆 半径 Rs1 则 NA 
1 1 LA 
(A)> <c<2. (BJ)0< ee. 人 
(C) c > 2. (D) c = 2. ~ 


(中 国 初中 数学 联赛 ,1991 年 ) 
[ 解 1] 作 CD | AB， 由 于 公 ABC 为 锐角 三 角形 ， 因此 ,了 
在 AB 内 ， 


从 而 c= AB > AD = ACiosA = cosA = 了 QD 
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再 由 正弦 定理 得 


“= AB = 2RsinC < 2R 近 2 人) 
综合 四 ,@ 得 机 < <2. 
故 选 (A). 


[ 解 2] 考虑 满足 题 设 的 等 边 三 角形 , 则 有 c = 1. 
故 选 (A). 
[ 解 3] 如 图 ,过 C 作 CB 1 AB, 则 


AB' = AC . cosA = cosA = 六. 


又 过 C 作 CB” | AC， 则 有 4 





因 和 全 ABC 是 锐角 三 角形 , 则 B 应 落 在 BB” 之 间 ( 不 包括 端点 ). 
从 而 < re 2. 

故 选 (A). 

注 ”从 解法 3 发 现 ,“ 公 ABC 外 接 圆 半径 民 扫 17” 条 件 多 余 . 

事实 上 ,由 题 设 A = 60" ,又 三 角形 为 锐角 三 角形 , 故 30" < B 之 90". 

1 ,.. AC ] 

从 而 9 <sinB<I., 又 R = 3 = mB 1 

即 从 题 设 可 推出 尺 < 1. 此 外 ,R = 1 工时 ,和 ABC 是 直角 三 角形 ,与 题 设 予 
盾 ! 

9.40 个 ABC 中 ,AB = 2Y2，AC = Y2，BC = 2, 设 P 为 BC 边 
上 人 和 任 一 点 ,出 

(A) PA* < PB .. PC. (B) PA* = PB . PC. 

(C) PA’* > PB ，PC. (D) P4 与 PB. PC 的 大 小 并 不 确定 . 

(中 国 初中 数学 联赛 ,1990 年 ) 
在 个 ABP 中 ， 由 余弦 定理 有 
PA* = AB* + BP’ ~ 2AB. BPeosB. 
二 8+7x 4 Y2 .recosB, 
在 全 ABC 中 ， 由 余弦 定理 有 B 
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2 
加 洁 语 





入 售 


_ (2V2) +2 - 2) 





cosB 


2.2y2.2 
_ 10 _5%2 
8 V2 8 | 


PA*= x -5x+8. 


而 PB. PC= x(2- x)=2r- zx. 
令 y= PA?- PB.PC= x -5r+8-2r+x’ 
7\,15 
2_ 7,.. 一 一 一 — 一 
27 7r+8=2(x 全 + >0, 
.~ PA* > PB ，PC. 
故 选 (CC). 


[ 解 2] 由 PB. PC= 7x2-x)=2r+-xr =-(r-1)+l, 
… 1PB .PCfna = 1. 
又 P 是 BC 上任 一 点 ， 且 AC =V2，AB = 2V2， 
(2vV2) > 22 + (VY2)*， .到 C 为 钝 角 . 
JJ<AP<2v2， 则 2<A4AP <8. 
AP2 的 最 小 值 大 于 2， 即 AP2 > BP : PC. 
故 选 (C). 
[ 解 3] ”如 图 建立 坐标 系 , 则 B(0,0)， C(2,0). 若 设 A(a,b)， 
P(x,0), 则 





1 AB|1= Va*+6 = 2vV2， y 网 
且 | AC 1= V(a~-2)+6 = 2, 2 V2 A 
LT VY 
a 3 7 2 / 
解 得 ”a = 2 ， b= 2 ， OlB Poz, 0 G2,0) 
即 。A 点 坐标 为 { 卫 , 迷 
2，2 
SY 7) 
即 PA42 = x*~5r+8. 
又 PB. PC = x(2 -xXx), 


2 
4B2 - PB. PC=2zx-7r+8=2(r-) + > 0， 
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Bp 


2v2 EC 
二 一 全 一 二 | 
有 从 BAPc 介 PEC， 故 ap = Fe 则 z 
2 V2 PC 和 
AP = pomt OD 7 \ 
A apr 加 
闻 理 由 会 APCc 人 BPE， 2 
(2BP ~ PAY 
AP = BE ， @ B EC 
. E 
2 4BP * PC 
AP“ 4 


即 


AB* > PB PC. 
故 选 (C). 


[ 解 4] 作 公 ABC 外 接 圆 , 且 延 长 AP 交 外 接 阅 于 EE, 连 BE, EC， 


BP. PC BE.EC’ 
而 “~A<90, 知 一 忆 >90", 则 全 BEC 中 BC 为 最 大 边 . 
EC<2= BC, BE<2= BC， 即 EC.BEK<4. 





2 
从 而 和 >1， 即 AP*> BP.PC. 








BP .PC 
故 选 (C). 
[ 解 S 由 海伦 - 秦 九 韶 公 式 , 有 
so- SPP ap DO 可- 风 ， ， 开 
延长 BC, 作 AD | BC 于 D, 则 A 

1 /7 8 一 六 入 

SA A = "2.AD= 5， 

_ V7\” _ 1 

= ， 则 CD= 27- (3) = 了， 


2 2 
又 4P = AD’*+ PD’ = ( 巡 ) + (PC+ 当 ) 
2 + PC* + PC, 
而 BP: PC = (2- PC)PC = 2PC - PC?， 
. AP*—-BP.PC=2+ P+ PC- 2PC+ PO 


| 


=2PC -PC+2 
- 1) ,15 
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2 


2 





AP- > BP .PC. 


故 选 (C). 

注 ”此 题 中 “AC = v2” 的 题 设 可 以 除去 ,结论 仍 真 .解法 如 ; 

a +2- (22) a -4 
2 .20 4a | 

又 PA*- PB.:PC= xr +a’—2arcosC— x(2— 7) 


~ 


1 好 
一 2” 一 sp + a”, 





设 AC=a, PC = x, 则 cosC = 


、 CQ 2 a” 2 
其 判别 式 A=- 7 -8a = (a — 32)， 
由 AC< AB+BC, 即 a<2v2+2, 有 


ca-32< (2v2+2) -32<0, 则 4<0. 结 论 (C) 真 . 
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第 十 章 “数列 与 极限 


第 1 数列 的 项 


10.1 移动 一 质点 , 行 至 第 二 英里 和 以 后 的 英里 数 时 ,其 速度 同 
所 行 的 英里 数 成 反比 .而 在 以 后 的 每 一 类 里 中 速度 是 固定 的 . 如果 行 第 
二 英里 要 用 2 小 时 ,那么 行 第 ”英里 所 需 的 时 间 ( 以 小 时 计算 ) 是 


(A) 一 (B) 二 了 (C) 二 (D)2n. (E)2(n - 1 


(第 20 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1969 年 ) 

[ 解 ] 质点 速度 依 题 设 知 是 一 个 分 段 的 常数 值 , 记 vw, 为 在 第 n 英 
里 时 的 速度 ,z, 为 所 需 时 间 , 则 
1 
六 
又 vw, 与 n 一 1 成 反比 , 则 1z, 与 n -1 工 成 正比 . 
因而 ” 1, = k(n 一 1)， 必 待定 . 
由 n=2 时 ，12 = (2-1)=2， 知 =2. 
: 1 = 2(n — 1). 


故 选 (EE). 
10.2 ”在 100,101,…,999 这 些 数 中 ,各 位 数字 按 严 格 递增 或 严格 
递减 顺序 排列 的 数 的 个 数 是 
(A) 120. (B) 168. (C)204. (D)216. (E) 240. 
(第 41 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1990 年 ) 
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帝 沙 是 誉 深 


如 十 小 





党 售 





区 间 


[ 解 】 先 看 各 位 数字 严格 递增 的 情形 : 
数字 1 打头 的 情形 





189 














123 ~ 1291134 ~ 1391145 ~— 1491136 ~ 159|167 ~ 1691178 ~ 179 


仿 工 数字 2 打 浆 的 相 庙 交 各 有 6.5.43.J1 个， 

数字 3 打头 的 相应 的 各 有 5,4,3,2,1 个 ; 

数字 个 打头 的 相应 的 各 有 4,3,2,1 个 ; 

数字 5 打头 的 相应 的 各 有 3,2,1 个 ; 

数字 6 打头 的 相应 的 各 有 2,1 个 ; 

数字 7 打头 的 仅 有 1 个 . 

总 计 有 1l+3+6+10+15+21+28= 84 个 ; 

由 于 对 称 性 ,数字 按 严格 递减 顺序 的 (不 包括 0 结尾 的 情形 ) 亦 有 





84 个 . 


考虑 980,970,… ,910;870,860,…,810;…;210. 分 别 又 有 8,7,6， 


5,4,3,2,1 个 ,总 计 36 个 . 


那么 


项 


这 样题 设 数 的 个 数 有 84 . 2 + 36 = 204 个 . 
故 选 (C ). 
10.3 ”如 果 数 列 ja,} 定义 为 al = 2，a = a, + 2n(n 之 1 


ai0 等 于 
(A) 9900. (B) 9902. (C) 9904. 
(D) 10100. (E) 10102. 


(第 35 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1984 年 ) 
[ 解 ] 这 个 数列 既 非 等 差 数列 , 又 非 等 比 数列 . 将 数列 后 项 减 前 


和 


ail00 — 99 一 2 99. 


把 这 些 等 式 两 边 加 起 来 ,有 


CI100 &1 一 2(1 十 2 十 …: 十 99 ) 一 099 . 100 一 9900 . 
所 以 dl00 一 9902. 
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故 选 (B). 
10:4 递增 的 正 整 数列 CQ39 满足 dn+2 一 Qn 十 ans1(n 之 
1) .如果 ay = 120, 那 么 as 等 于 
(A) 128. (B) 168. (C) 193. (D) 194. (E) 210. 
(第 43 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1992 年 ) 
[ 解 ] 设 al = a,a = 5, 递 推 地 可 知 该 数列 为 : 
a, bb, at6, at+26, 2a+3b, 3a+Sb, Sa + Bb, 
因而 a7 = 86 + Sa = 120. 
由 之 有 a = 二 -路 = 24 - 凶 , 这 里 a,6 为 正 整 数 . 
因而 5 = 5,10, 15 时 ， a = 16, 8, 0. 
a = 0 不合 题 设 .又 a = 16,65 = 5 与 递增 数列 假设 相抵 . 
因此 a=8, b= 10, 
ag=atao= 8a+135, 则 ag=8.:8+13.:10= 194. 
故 选 (DD). 
10.5 已 知 数列 jz 满足 zi 一 x 一 X11 宪 2),， XI 二 a， Xx? 
= 65, 记 S, =z+z+…+z 则 下 列 结论 正确 的 是 
(A)xzioo =—a, Sio=20-a:. (Bx =-6b, Si = 26-a. 
(C)xiw =—-6, Si =b-a. (Driw=~-a, Siw=6-a. 
(中 国 高 中 数学 联赛 ,1997 年 ) 
[ 解 ] 经 计算 知 数列 1x,| 的 前 几 项 是 


a, bb, bP-a, —a,; bb, a-b, a, b, bP-a, 
a, ~6, a-b, :… z 

由 此 看 出 ze = xs， 即 {x,| 是 周期 为 6 的 数列 . 

TIl0 = Z6xl644 三 X4 三 一 Q. 


XA Toktl + T6442 + T6U43 十 T+4 + T64+5 十 -6446 
= XI rt rt rt rst re 
=atb+(b-a)t(-a)+(-6b)+(a-6)=0, 
S10 = Sexi6+4 = $4 =a+b+(b-a)+(—a) 
= 2b—a. 
故 选 (4 ). 
2 


10.6 ”数列 | 十 , 革 , 二 ， 





32143 2 1 ， 
1 2 3 1 > 了，4， 1, 则 这 数 
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识 溃 本 之 典 
本 十 法 





呈 党 第 这 


列 第 1989 项 alos9 是 
(A) 0 < am < 方 ， (B) aw < 1 
(C) 1 委 1989 2. (D) W1989 > 2. 
(中 国 湖北 省 黄 闪 地 区 高 中 数学 竞赛 ,1989 年 ) 
[ 解 ] 数列 分 母系 按 1; 1, 2; 1, 2, 3; 1, 2, 3, 4; … 规律 出 现 ， 
分 子 是 每 组 数 (分 号 隔 开 者 ) 中 的 倒序 ;这 些 组 中 项 数 依 次 为 1 ,2,3,4， 


62 :63 63 . 64 
2 2 


= 1933， = 2010 ， 


W1989 在 第 63 组 . 
即 ”分母 为 ”1989 - 1953 = 36， 分 子 是 64 -36 = 28. 


28 1 
41989 ” 36， 则 5 < al989 <1. 


故 选 (B). 
10:7 ”考虑 正 整数 的 非 减 序列 
1,2,2,3,3,3,4,4,4,4,5,5,5,5,5,.… 
其 中 正 整 数 n 出 现 n 次 ,将 第 1993 项 除 以 5 所 得 余数 是 
(A) 0. (B) 1. (C) 2. (D) 3. (E) 4. 
(第 44 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1993 年 ) 
[ 解 ] 由 所 给 数列 可 得 : 正 整 数 ”在 序列 中 出 现 的 最 后 位 置 是 


1 + 2 二 + 


63“，01 
2 


由 于 oe -1953， 又 ~ 2016, 


这 表明 第 1993 项 的 数字 是 63. 它 除 以 5 所 得 的 余数 为 3. 
或 由 不 等 式 
nt 1) 二 1993 < (n+1)(n+2) 
~ 2 a 


式 左 即 nn*+n 一 3986 之 0， 解 得 62 < ， 

式 右 即 ，n*+3n 一 3984 >0， 解 得 nn < 64. 
其 1993 项 为 63. 

故 选 (DD). 

10.8 ”给 出 两 列 数 
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1, 3, 5, 7, .…, 1991; 
1, 6, 11, 16,.…,1991. 
则 同时 出 现在 这 两 列 数 中 的 数 的 个 数 为 
(A) 201. (B) 200. (C) 199. (D) 198. 
(第 3 届 “ 五 秆 标 ” 初中 数学 竞赛 ,1991 年 ) 


[ 解 ] 两 个 数列 分 别 可 表示 为 2m + 1 和 和 57 + 1(m,n 为 非 负 整 


数 ) ,质数 5,2 的 最 小 公 倍 数 是 10. 
则 同时 出 现在 两 列 数 中 的 数 有 
1, 11, 21, 31, *…, 1991, 
共 200 个 数 ， 
故 选 (B). 
10.9 已 知 两 列 数 : 
2, 5, 8, 11, 14, 17, :…, 2+ (200 -1) .3 
5, 9, 13, 17, 21, 25, …, 5+ (200— 1).4 
它们 都 有 200 项 ,这 两 列 数 中 相同 的 项 数 有 
(A) 49 项 . (B) 50 项 . (C) 51 项 . (D) 149 项 . 
(中 国 浙江 省 初中 数学 竞赛 ,1991 年 ) 
[ 解 1] 由 设 夺 两 列 数 中 项 相同 则 有 
2+3(n -1)=5+4(m-1), m,n = 1,2,.…,199,200. 
印 4m 一 37 三 一 2. 0 


令 凡 =38+r， =0,1,2; 有 征 n =4k+y,， y= 0,1,2,3, 


代入 上 式 有 
47-3y= 二 -2， 得 x=1,， y=2. 
则 ”zx 二 3k+1，n 二 4k 十 2.( 上 为 整数 ) 
又 1 n,n 所 200， 
则 1 入 38+1l1 和 200， 上 且 1 过 4k+2 过 200,， 
得 0 委 4 委 49. 即 满足 方程 四 的 闷 有 350 对. 
故 选 ( 吾 ). 
[ 解 2j 依 题 设 两 数列 可 分 别 表示 为 
2+((n-1).3 和 5S+(7 一 1T) .4. 


要 使 2+(2-1).3=5S+(m 一 1 4， 则 nn = 4 二 < 
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洪 涪 加 六 梁 


好 十 洲 





ex 痪 入 床 


即 1 < 4422+ 200, 


故 1 之 149.X31 (m1). 
因而 mm = 1,4,7,…,145,148 等 共 50 项. 
故 选 (B). 
10.10 ”循环 数列 jx 1} ,ui = a(a 为 任意 正 数 ) ,xl = 一 
7 = 1,2,3,…, 下 列 数值 中 能 使 w，= 2 的 值 是 
(A) 14. (B) 15. (C) 16. (D) 17. (E) 18. 
(第 40 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1989 年 ) 


1 
unt1 











[ 解 ] 由 设 知 ”ui = a， 12 = 一 一 二， 
1 _ 1 __ 1  _- 
U3 二 一 ] = 一 一 ， U4 三 一 T =a. 
at+l 工交 
| 上 的 周期 是 3, 又 31(016 一 1)， 


故 选 (C). 

10.11 设 0<a<1, 关 xXx1 = 二 a, 7X2 = a x3= dl, pw， 
2 二 ar 则 数列 | 

(A) 是 递增 的 . 

(B) 是 递减 的 . 

(C) 奇数 项 是 递增 的 ,偶数 项 是 递减 的 . 

(D) 偶数 项 是 递增 的 ,奇数 项 是 递减 的 . 

(中 国 高 中 数学 联赛 ,1985 年 ) 

[| 解 ] 因 0<a<1, 故 函数 y = a 是 递减 的 . 

所 以 由 a < 之 1, 得 xz/ =a=al<a = zx; 从 而 x = or >ax = 
z3. 由 此 可 否定 (A) 与 (B). 

又 由 1 > aa = xz, 得 zl = al<aa = x;,; 从 而 否定 了 (D). 

故 选 (C). 

注 ”严格 论证 (C) 正确 ,可 用 数学 归纳 法 . 

10.12 数列 | | (mw = 1,2,3,…) 是 


(A) 递增 数列 . (B) 递减 数列 . 
(C) 从 第 1993 项 以 后 有 减 有 增 的 数列 . 
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(D) 能 够 找到 一 项 ,从 这 项 以 后 是 递减 的 . 
(中 国 山 西 省 太原 市 高 中 数学 竞赛 ,1993 年 ) 


、 1002 四 1002+1 
[ 解 】 由 题 设 Hn 一 nt 4 H+ (7 十 1)1 








ao 递减 人 2 < 1 (其 中 = 1,2,3,…). 


ni 





n+1 
中 el 有 n>99. 
即 从 第 99 项 以 后 1a,1 递减 . 
故 选 (D). 
10.13 ”给 定 0 志 xo < 1, 对 一 切 整 数 y > 0, 令 
ZX-1, 如 果 2zx,_! 区 二， 
Xx, = 


2z,-1 一 1， 如 果 27，1 袜 1 
使 xo = xs 成 立 的 ze 的 个 数 是 

(A) 0. (B) 1. (C) 5. (D) 31. (E) 无 穷 多 个 . 

(第 44 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1993 年 ) 
[ 解 ] 数 xo€ [0,1), 用 二 进 制 表示 时 具有 形式 
zx0 = 0.didd3dsdsdedr1…( 每 个 4d = 0 或 1). 

由 题 设 的 递 推 关系 可 得 :将 二 进 制 小 数 点 从 一 个 位 置 向 右 移 一 个 

位 置 ,然后 省 上 略 掉 小 数 点 前 面 的 各 位 . 即 
xo = 0.didd3dsdsded;. 
: 则 x1 = 0.dd3dadsded7…. 
因此 ,由 xo = xs, 有 
0.did2d3dadsded7* = 0.dedrdgdydiod11d12°……. 

当 目 仅 当 zo 以 d14d243dsd; 为 一 个 循环 节 扩展 下 去 ,共有 25 = 32 
个 这 样 的 节 . 

但 当 dj = d; = d;= ds 一 ds 一 1 时 有 xo = 1【. 因 此 ,对 于 xo EE 
[0,1) 中 使 zu = xs 的 共有 32- 1 = 31 个 值 . 

故 选 (DD). 


10.14 邻 R= 方 (由 + hp),a =3+21,b = 33-27,n=0, 


齐 芒 如 关 涉 
娘 下 潞 
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a 


1,2,… 则 RR1z34s 是 一 个 整数 , 它 的 个 位 数字 是 

(A) 1. (B) 3. (C) 5. (D) 7. (E) 9. 

(第 41 属 美国 高 中 数学 考试 ,1990 年 ) 
[ 解 1 由 设 知 ab = 1，a+6b=6， 
又 ar+t+b" = (atb)(ar +6")- ab(a” +b “) 
= 6(a” lt 6 1) (ar? + 6* 2). 
设 zi 三 a”+ Wr 《mod 5), 则 由 上 式 知 
Tn SS Xn] Xx) (mod 5). 

上 述 数 列 ( 加 模 运 算 后 ) 是 周期 为 6 的 纯 周 期 数列 ,这 只 须 注意 到 

X43 = X42 一 To (Xa — Ty) — rt ~ x (mod 5), 
则 Tn16 ~ Xnt3 ~ (7X) xr, (mod 5), 

而 易 算 得 | x, (mod $)} 的 前 6 项 是 

1, 4, 3, 4, 1, 2. 

而 ”12345 = 6.2057+3, 知 zlz3(mod 5) = 3, 知 其 尾数 可 能 

是 3 或 8. 


又 R = 二 (ar + ") 是 整数 , 则 al2345 + 622345 的 尾数 只 能 是 8, 这 


样 可 知 R12345 = 六 (al234 + pb ) 的 尾数 是 9 或 4. 

故 选 (EE). 

[ 解 2] 由 za=3+2v2，8=3-2v2， 则 

a+t+pb=6, ab=1, 

从 而 ,它们 是 方程 x+* - 6x + 1 = 0 的 两 个 根 . 

由 牛顿 恒等式 : 

若 u,v 是 Ar*+ Br+ C= 0(A 关 0) 的 两 根 , 记 S, = w+ wr(n 
= 1,2,…), 则 恒 有 

AS12+ BS,11 + CS, =0 (x= 1,2,.…) 

它 的 证 明 不 难 , 只 须 代 和 人 化 简 即 可 . 

由 R, = 方 S,, 则 R, 亦 满足 牛顿 恒等式 , 即 

Ri 一 6ORT+R=0 或 R,,; = 6R,,- R,(n = 1,2,.…). 

余下 解法 同 解 1. 

故 选 (下 ). 
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10:15 令 f(x) = 4x -x .给 定 xo, 考察 由 zx, = f(x-1) 对 所 
有 宇 1 定 义 的 数列 ,有 和 多少 个 实数 zo, 使 得 数列 zo ,x ,zx2,… 只 取 有 
限 多 个 不 同 的 值 

(A) 0. (B) 1 或 2. (C) 3,4,5 或 6. 

(D) 比 6 大 但 有 限 多 . (EE) 无 限 多 . 

(第 39 届 美国 离 中 数学 考试 ,1988 年 ) 

[ 解 ] 注意 到 zo =0 时 ,由 FA0)=4:0-0=0, 且 zi = f(x 1) 
则 有 |xz,} = 10}. 

解 4+ 一 x* = 0, 得 x = 0 或 x = 4; 

当 xo = 4 时 ,得 数列 4,0,0,0,0,…: 

解 4x 一 x* = 4, 得 x = 2; 


当 ro = 2 时 ,得 数列 ”2,4,0,0,0,… 4 
解 4x x? = 2, 得 x = 2+ V2; 肖 和 
当 Z0 三 了 十 vV2 时 ,得 数列 2 十 V2 ,2,4,0,0,……: 


当 xo =2-y2 时 ,得 数列 2 一 V2,2,4,0,0,… 
如 此 下 去 ,一般 的 假设 xo = as 得 一 个 由 个 不 同 的 值 组 成 的 数列 
gy a dys a a 
则 当 ” xo 满足 4x0 一 x§ = a, 时 ,得 x0 = 二 2+ V4-a,， 
注意 到 。” 当 0 志 a, 过 4 时 ,xo 是 实数 , 且 0 志 xz0 扫 4， 
这 时 可 令 art = xo; 则 得 到 由 n + 1 不 间 值 组 成 的 数列 
dntls ns Cr 人 2 01 
显然 ,这 样 的 xo 有 无 穷 多 个 . 
故 选 (五 ). 
10.16 ”如 果 计 算 机 执行 以 下 程序 : 
(1) 初始 值 x = 3,S = 0. 
(2)x+= x+2. 
(3)S= S+r. 
(4) 如 果 S 之 10000 , 则 进行 $; 否 则 从 2 继续 进行 ， 
(5) 打印 x. 
(6 )stop. 
那么 由 语句 $ 而 打印 出 的 数值 为 
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入 


(A) 19. (B) 21. (C) 23. (D) 199. (E) 201. 
(第 41 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1990 年 ) 
[ 解 ] = 1,2,… 时 ,x,S 值 分 别 为 


3 
3 二 +3.:，2 - 。 
3-3+6'2 4:3+10 2 


3 .二 tL .2 之 10000， ”是 正 整数 ， 

解 得 7 =99， 这 时 rr=3+99.2=201. 

故 选 (五 ). 

10.17 “一 数列 递归 地 定义 为 : 站 = 1, 对 n> 1，7 为 偶数 时 
ty = 1+tis; A 为 奇数 时 ,六 = 二 一 .车 已 知 f, = 史 , 则 7 的 各 位 数 
字 之 和 为 

(A) 15. (B) 17. (C) 19. (D) 21. (E) 23. 

(第 38 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1987 年 ) 
[ 解 ] 我 们 采用 倒 推 法 ( 逆 推 法 ). 


























由 题 设 知 ”为 偶数 时 ,7 = 1 + 她 > 1 从 而 奇数 项 4 = 二 一 < 
1. 则 知名 为 奇数 项 . 其 上 一 项 为 ,注意 到 
87 .168 . 49 . 30 、 1 
19 一 上 +19 一 上 + 十 19 ili+1l+l+io l+l+l+1l+ 1o; 
15 为 奇数 项 , 故 其 上 一 项 为 芋 ,注意 到 
9 14; 8 
1 一 + 1 
3 
8 1 二 8 ， 
8 15 2 
3 上 十 3 1 十 1 二 3， 
3 14+ 工 
7 ] 十 7 ， 


而 > 恰 为 第 3 项 .我 们 倒 推 回去 知 ; 
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3 


2 
6 















n = 1905 ,其 各 位 数字 和 15. 
故 选 (A). 
10.18 ”对 数列 iu yz 定义 AL ) = url 一 un, 并 对 所 有 整 
数 玉 > 1 , 定 闵 入 (Co ) 一 ALLA Lu 让. 香 uU,, 二 3 十 2 ,那么 对 所 有 
n,A*(u,) = 0 的 条 件 是 
(A) 当 =1. (B) 当月 = 2, 但 不 当 = 1. 
(C) 当 = 3, 但 不 当 名 = 2. (D) 当 上 有 = 4, 但 不 当 = 3. 





(E) 对 上 无 值 适合 . 

(第 27 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1976 年 ) 
[ 解 ] 对 于 一 切 正 整数 x 有 
Al(u,) = [(n+ 13+(n+1)j-(nxi+n)= 3n +3n+2, 
A(wu) = [3x + 1) +3(n+1)+2)]- (3n:+ 3n+2) 


= 6n + 6, 
A(wu) = [6(n+1)+6]— (6n+6)=6, 
A(u,) = 0. 


放 选 (D) 
第 2 等 差 数 列 

10.19 ”一 个 等 差 数 列 的 前 四 项 是 a ,x,5b,2x, 则 a 与 6 之 比 等 于 

(A) 寺 (BB) 寺 (O33. (D). (Ez. 


(第 38 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1987 年 ) 
[ 解 ] 由 题 设 可 有 -aa=p-r=2zy-- 训 ， 即 


5b = 并， 且 zx+=b-a. 








2 
ob-a_ ZX _a_2 a 1 
六 3 即 1 bp 二 村 ,因而 太志， 
2 
故 选 (B). 
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让 二 第 


商 芒 好 洽 潍 





10.20 若 x 关 y 并 且 两 个 数列 x ,al,a2,y 和 x ,6b1,62,03,y 省 月 
都 成 等 差 数列 ,那么 一 5 等 于 
2 3 4 3 
(A) 本， (B) 可. (C) 1. (D) 记 . (E) 3 


(第 29 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1978 年 ) 
[ 解 ] 若 al,d,a， 分 别 为 等 差 数 列 首 项 ,公差 和 通 项 , 则 





ean 


Ud» ul 
nn-l 
YY 了 这 
42-4 3 _4 
22 — Ol V 了 
4 


故 选 (DD). 
10.21 ”一 个 等 差 数 列 的 前 10 项 之 和 以 及 前 100 项 之 和 分 别 为 
100 和 10, 那 么 前 110 项 的 和 是 
(A) 90. (B) -90. (C0) 110. (DD) -110. (E) - 100. 
(第 31 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1980 年 ) 
[ 解 ] 等 差 数 列 前 n 项 和 S, 的 公式 是 
2S, = nL[2a + (nn 一 1)d]， 其 中 第 一 项 是 a, 公差 是 4d. 
由 题 则 有 
200 = 10(2a +9d) 和 20 = 100(2a + 994)， 
则 2S110 = 110(2a + 1094). 
由 前 两 式 可 得 2a + 1094 =— 2. 
因此 2Sio = 110.(-2)， 所 以 So = 一 110. 
故 选 (D). 
10:22 ”一 等 差 数列 的 > 项 和 为 193, 公 差 为 2, 首 项 为 整数 , 且 
nn > 1, 则 的 可 能 值 共 有 
(A) 2 个 ， (B)3 个 . (0C) 4 个 (D) 5 个 (E) 6 个 . 
(第 15 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1964 年 ) 
[ 解 ] 设 4a 为 等 差 数 列 的 首 项 ,由 题 设 有 
7 la +[a+2(n -1)]} = 153, 
或 n+(a—1l1)n-153=0. 
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此 二 次 方程 两 根 之 积 为 - 153, 则 其 大 于 1 的 因子 中 ,nn 的 可 能 值 
为 :3,9,17,51,153. 
故 选 ( 疡 ). 
10.23 ”如 果 前 372 个 正 整 数 的 和 比 前 ”个 正 整数 的 和 多 1S0 ,那么 
前 42 个 正 整 数 的 和 是 
(A) 300.  (B) 350.  (C) 400. (DD) 450. (EE) 600. 
(第 21 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1970 年 ) 


[ 解 ] 由 设 93， 一 9， = 六 :3n(37+1) -二 ma(+ 


= 4n*+n = 150, 
又 S4, = 六 ‘4n(4n+t+1)=2.n(4nt+1) 
= 2. (4n*+ nn) = 300. 
故 选 (A). 


10.24  ” 首 项 为 a, 公差 为 d 的 等 差 数列 的 前 项 ,2n 项 ,3n 项 的 
和 依次 记 为 S1,S;,S;3, 设 R= S3 一 Ss; - S 则 民 与 下 列 有 关 的 是 
(A) a 和 过. (B)a 和 nn. (C) a 和 x. 
(D)a,d 和 入. (EE) 与 a,q,n 均 无 关 . 
(第 11 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1960 年 ) 
[ 解 ] 由 题 设 及 等 差 数 列 前 n 项 和 公式 有 


S51 二 7 [2a + (n ~ 1)dj, 
S; = S22 + (2n — 1)aj, 
S; = [24 + (3n - 1)a]. 


则 R= S;- S; ~ SI = 2n2d, 

故 选 (B). 

10.25 ”一 个 项 数 是 偶数 的 等 差 数 列 . 奇数 项 和 偶数 项 的 和 分 别 
征 24 和 30. 寿 最 后 一 项 超过 第 一 项 10.5, 则 该 等 差 数列 的 项 数 是 

(A) 20. (B) 18. (C) 12. (D) 10. (E) 8. 

(第 24 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1973 年 ) 

[ 解 ] 设 a,d 和 2n 分 别 表示 数列 的 首 项 ,公差 和 项 数 .车 S| 和 

Sz 分 别 表示 所 有 奇数 项 和 所 有 偶数 项 的 和 ,那么 
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过 落 几 尝 流 


廊下 浴 





a 


S| = 7 [2a +(2 -1). 234] = 24, 


S， = 7 [2(a +d)+(n-1):24]= 30. 


差 S:- SI = 了 2d=6， 即 nd = 6. 


和 若 / 表示 最 后 一 项 , 则 /1-4a=a+(2n-l)d~-a = 10.5. 
2nd -qdw=10.$S$， 即 12-&=10.$， 得 w = 1.5. 


2 = 了 了 =-T3=4， 或 2n = 8. 


故 选 (EE). 
10.26 ” 设 等 差 数 列 的 首 项 及 公差 均 为 非 负 整数 ,项 数 不 少 于 3， 
且 各 项 的 和 为 972. 则 这 样 的 数列 共有 
(A)2 个 . (B)3 个 . (C)4 个 . (D)5 个. 
(中 国 高 中 数学 联赛 ,1997 年 ) 
[ 解 ] 设 等 差 数 列 的 首 项 为 a ,公差 为 d. 则 依 题 意 有 


n(n—1) 2 
5 d = 97°,， 


其 [2a + {nC- 1)djn = 2 x 9097. (x) 

因 ”为 不 小 于 3 的 自然 数 ,97 为 素数 , 故 n 的 值 只 可 能 为 97， 
2 x 97,97*?，2 x 97? 四 者 之 一 . 

若 dq > 0, 则 由 (x ) 知 2x977 宇 n(n 一 1)d 宇 n(n 一 1). 故 只 
可 能 有 nn = 97. 

(x ) 化 为 a + 48q = 97, 这 时 (x ) 有 两 组 解 : 


n 二 97, n 一 号 1， 
d=1, d = 2, 
a = 49; a=1 


各 4 = 0, 则 (x ) 人 和 化 为 an = 97*. 这 时 (x* ) 有 两 组 解 : 
| = 97， 站 = 97“， 
d =，0, d=0, . 
a = 97; a=1. 
故 符 合 题 设 条 件 的 等 差 数 列 共 4 个 . 


故 选 (CC ). 
10.27” 设 Si 为 等 差 数列 8,12,… 的 前 n 项 之 和 ,S, 为 等 差 数列 





na 十 
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17,19,… 的 前 n 项 之 和 ,和 蔡 nn 关 0, 则 Si = S， 
(A) 对 任 一 值 都 不 可 能 . (B) 对 某 一 7 值 成 立 . 
(C) 对 某 两 个 2 值 成 立 . (DD) 对 某 四 个 2 值 成 立 . 
(EE) 对 多 于 四 个 n 值 成 立 . 
(第 17 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1966 年 ) 
[ 解 ] 由 题 设 及 首 项 为 a ,公差 为 d 的 等 差 数 询 前 n 项 和 公式 有 


S, = 7 [2a + (nC— 1)ad] 


有 SI = 了 (12+47) = 2n* + 6n, 
SS» = 7 (32 +2n)= n+ 16n. 
故 由 Si = Ss, 即 2n?+6n= n+16n, 有 nn*--10n=0. 
又 nn 关 0, 帮 nn 一 10 = 0, 得 nn = 10. 
故 选 (B). 
10.28 ” 设 4a;,a;,…as 是 一 个 有 穷 的 等 差 数 列 ,月 
ast+at+aio = 17, 
aat+as+aoct+atastag+aljt+alnt+art+arst+arm = 77. 
如 果 a = 13, 那 么 上 等 于 
(A) 16. (B) 18. (C) 20. (D) 22. (E) 24. 
(第 44 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1993 年 ) 
[ 解 1] 在 一 个 有 奇数 项 的 等 差 数 列 中 ,中 间 一 项 是 它们 的 平均 
值 . 因为 Cd4y 4d7 10 本 身 是 一 个 等 差 数列 且 和 为 17, 则 A7 一 卫 . 
因为 a4,45，…,ais 是 一 个 等 差 数列 的 和 为 77 的 11 项 ,中 间 项 


77 
a9 = 1 三/ 


令 4 是 等 差 数列 的 公差 ,因为 a; 和 ze 相差 2d, 所 以 d = 与. 
因为 co = al+6d,， 则 得 ui = 与. 
从 w = alt(k-1Dd= 广 +(k-1) 分 =13, 可 得 &= 18， 


故 选 (B). 
[ 解 2] 由 设 a4+a;y+aiw = 17 有 ”3as = 17. 若 设 公 差 为 4， 
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又 由 ai +as+……+oad=77, 有 1lcy+22d = 77， 


即 w+2d -7， 则 ao=7， 且 4 = 己 . 


入 售 


令 ao+ xaq = 13， 即 7+x .二 = 13， 

解 得 x =9， 则 oag=13， 即 k= 18. 

故 选 (B). 

10.29 ” 设 S, 和 工分 别 为 两 个 等 差 数 列 的 前 项 和 ,如 果 对 所 


有 的 ,有 他 = 各 二 坟 , 则 第 一 个 数列 与 第 二 个 数列 的 第 11 项 的 比 
是 


(A) 全。 (B) 字 ， (C) 子 ， (D) 融 ， (E) 不 能 决定 
(第 20 届 美国 高 中 数学 考试 ,1969 年 ) 


[ 解 ] 设 S,,T, 首 项 ,公差 分 别 为 al,a2;di,d;, 且 uw,t; 为 两 数 
列 通 项 , 则 
] n—1l 


S = n(art #3 di), T= ala + Fd). 








故 Sr 2a+ (na Dd 72a+l 
T 2a2+(n~-l)d, 4n+27 
又 ull a1+ l10di _ 2al + 20di 
!11 Q2 十 10d, Za 十 20d 
与 上 式 比较 可 发 现 ,n = 21 时 恰好 为 后 一 式 . 
， & 1 7*.21+1 148 4 
Wi tm 4 11 3 


故 选 (A). 
10.30 车 zr = zh+ 方 ,其 中 记 =1,2,…,n 一 1 上 且 x1 一 1, 则 


zli+xz2+ + 为 





(A) 2 (B) (C 〇 ) 生地 
Nn? 二 7 十 37 
(D) a (E) 二 一 一 一 本 2 
(第 13 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1962 年 ) 
[ 解 ] 由 设 知 r = 1， 妆 =， 站 = 人 
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则 Dt 


故 选 (五 ). 
10 .31 设 clay … 和 站 ,0 是 等 差 数列 ,其 中 Ql = 29， pi 
= 75 和 a + B100 = 100. 数 列 cy + 61,az + 5;,… 的 前 100 项 之 和 是 
(A) 0. (B) 100. (C) 10000. (D) 505000. 
(EE) 已 知 条 件 不 足以 解 这 个 问题 . 
(第 26 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1975 年 ) 
[ 解 ] 两 等 差 数列 的 和 仍 是 等 差 数列 .以 dd 表示 数列 al + 加 ,az + 
b2，… 的 公差 ,那么 99& = (aiog + pioo) 一 (al1+ 51) = 0; 这 样 4 =0. 
ia, + 0 前 100 项 之 和 为 100(ci + 651) = 10000. 
故 选 (C). 
10.32 ”下 面 诸 数 中 能 为 100 个 连续 正 整 数 和 的 是 
(A)1627384950. (B)2345678910. (C)3579111300. 
(D)4692581470. (E)5815937260. 
(第 48 届 美国 高 中 数学 考试 ,1997 年 ) 
[ 解 ] 首 项 为 & 的 连续 100 个 自然 数 和 为 
1 十 【于 2- 100 _ 50(2n + 99). 





Se 100 一 


显然 ”501 Siw, 但 100 4 Syoo. 
故 选 (A). 
10.33 ”对 于 p= 1,2,…,10, 设 S, 为首 项 是 p, 公 差 是 2p 一 1 的 
等 差 数列 前 40 项 和 ,那么 S| + S$ + … + Si0 是 
(A) 80000. (B) 80200. (C) 80400. 
(D) 80600. (E) 80800. 
(第 25 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1974 年 ) 
[ 解 ] 对 于 每 一 个 p = 1,2,…10, 均 有 
S,= p+[lp+(2p-1))+[lp+22p— 1) + 
+ [p+39(2p— 1)] 
40 ， ;39(2p -1 1) 








= 40p+ 
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a 洁 第 代 


= (40+40 :39)p 一 20 .39 
= 40°p — 20 : 39. 


10 


则 25, -p00 20 + 39) 
p= 1 
_ , 10 11 


= 80200. 


— (10 . 20 . 39) 


故 选 (B). z 
10.34 ”将 一 组 以 1 开头 的 连续 的 正 整 数 写 在 黑板 上 , 擦 去 其 中 


的 一 个 数 , 则 余下 数 的 算术 平均 值 为 35 二 . 问 擦 去 的 那个 数 是 


(A) 6.  (B)7. (C0) 8 (D) 9， (E) 不 能 被 确定 . 
(第 33 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1982 年 ) 
[ 解 ] 设 ”是 写 在 黑板 上 的 最 大 的 一 个 整数 . 若 工 是 被 擦 去 的 那 


个 数 , 则 可 以 得 到 最 大 的 算术 平均 值 


印 


(nt+ ln 
2 二 3+ 二 2 n+2 
1 一] 2 一] 2 ) 


1+2+3+… 二 7 一 1 n(n—1) n 


好 一 于 2(nx-1) 2 


了 7 过 三 士 < 
14 
De 2， 


因而 < <n<I0 7. 由 此 n= 69 或 70 
因为 35 了 到 5 是 以 nC— oa 所 以 (35 十)(n — 1) 


_ 定 是 个 整 才 而 当 n = 70 时 ,这 是 不 可 能 的 ,所 以 n = 69. 


即 


如 果 x 是 被 擦 去 的 那个 数 ,那么 
69.70 
2 7 
= 35 17， 


69 . 35 -z= 35 方 : . 68 = 35 + 68 + 28, 
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或 35 一 7 二 28， 得 rr=7. 

故 选 (B). 

10.35 ”两 人 同时 从 相 中 72 英里 的 M,N 相 回 而 行 .第 一 人 以 每 
小 时 4 英里 的 速度 步行 ,第 二 人 第 1 小 时 步行 2 英里 ,第 2 小 时 步行 2 方 
英里 ,第 3 小 时 步行 3 英里 等 等 (成 等 差 数 列 ) ,那么 两 人 将 相遇 于 

(A) 7 小 时 以 内 (B) 8 二 小 时 以 内 . (C) 较 M 近 . 

(DD) 较 NN 近 . (E) 在 MN 的 中 点 处 . 

(第 8 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1957 年 ) 


[ 解 ] 设 两 人 自 出 至 相遇 经 历 : 小 时 ,由 题 设 有 


41+12+2 方 +…+[2+ 方 (1 一 1D)]i = 72， 


“ 和 

ry, 1 _ 数 十 

著 41+ 12 2+7(t ]) | = 72, 有 
或 1* + 23t -288 = 0， 极 
限 


解 得 1 = 9( 已 舍 去 负 值 ). 
则 相遇 时 第 一 人 大 走 4.95 = 36 英里 . 
故 选 ( 玉 ). 


第 3 市 ”等 比 数列 


10.36 ” 某 数 加 上 20,50,100 成 等 比 数列 , 则 公 比 为 
(AN 写 (3 (O33 (DD) 志 (已 二 
(第 10 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1959 年 ) 
[ 解 ] 设 该 数 为 c, 且 等 比 数列 公 比 为 >, 由 题 设 有 
(20 + c)(100+c)= (50+c)*， 得 c= 25. 
30+c 5 


"20+c 31 





故 选 (A). 
10.:37 ”三 个 不 等 于 0 的 数 a ,b,c 成 等 差 数 列 , 当 4a 增加 1 或 c 增 
加 2 时 ,此 三 数 成 等 比 数 列 , 则 2 等 于 
(A) 16. (B) 14. (C) 12. (D) 10. (E) 8. 
(第 14 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1963 年 ) 
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a 


[ 解 ] 由 设 知 26 = a+t+c, 且 6 = clat+l1),Xb := a(c+2). 


c=2a,， 则 4 = 和 0 
pb? = 有 二， 解 得 6 = 12. 


故 选 (C). 

10.38 ”各 项 均 为 实数 的 等 比 数列 ia,i 前 n 项 之 和 记 为 5S, .车 Sio 
= 10，S»w0 = 70, 则 So 等 于 

(A)150. : (B) — 200. 

(C)150 或 -~ 200. (D)400 或 - 50. 

(中 国 高 中 数学 联赛 ,1998 年 ) 

[ 解 ] 记 61 = Si0,62 = Sy ~ Sio,b = Sa- S20,04 = S40 一 
Sa0. 设 9 为 ja 的 公 比 , 则 5 ,563,53,54 构 成 以 xr = go 为 公 比 的 等 比 
数列 . 

于 是 70= Sw =bitb+63= Bi(L+r+r) = 10(1+r+r). 

r+r-6=0, 解 得 r=2(. r=gn>0,.. =-3 应 


舍 去 ). 
故 S0=10(1+2+22+23) = 150. 
故 选 (A). 


10.:39 在 3 和 9 之 间 插 人 两 个 正 数 ,使 得 前 三 个 数 成 等 比 数 列 
而 后 三 个 数 成 等 差 数 列 . 这 两 个 正 数 的 和 是 

(A) 13 了 (B) 1 二 (C) 10 (D) 10. (E) 9 广 

(第 23 届 美国 高 中 数学 考试 ,1972 年 ) 

[ 解 】 设 3,zr,y 是 前 面 三 个 数 , 那 和 序 = 了 ， Xx” = 3y. 

后 三 个 数 是 x,y,9， 所 以 yxX=0-y, ZX+0= 2y. 

消去 y 得 到 2r -37z-27=0， 即 (rz+3)(27r -9)=0，, 
解 得 ”x = 4 二 (已 合 去 负 值 )， 故 y= 于 = 6 卫 ， 


z+y= 1 地， 


故 选 (B). 
10.40 耕 zx,y,z 是 公 比 为 r 的 等 比 数列 , 目 x 关 vy; 又 ,2y,3z 
成 等 差 数 列 . 则 > = 
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(A (O03 (D2 (E)4. 
(第 45 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1994 年 ) 
[ 解 ] 由 设 y= rr, z= rx, 且 r+r 关 1. 


又 z,2y,3z 成 等 差 数 列 , 则 2y = 方 (xz + 3z)， 


rr = 了 (+3r2z) 或 3r*-4r+1=0 


解 得 v= |， 让 = 方 ， 但 天 1 知 r= 

故 选 (B). 

10.41 ”如 采 在 8 与 5832 中 间 插 入 5 个 数 , 使 其 成 为 等 比 级 数 ， 
那么 第 五 项 是 

(A) 648. (B) 832. (C) 1168. 

(D) 1944. (E) 以 上 答案 都 不 正确 . 


(第 1 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1950 年 ) 

[ 解 ] 设 该 等 比 级 数 首 项 为 cl , 公 比 为 g， 

由 a = arg -1(k = 1,2,…,6,7) 及 题 设 知 

al1 二 8，a7 王 8g” = 5832， 得 ”gs = 729. 

故 gg=+3，aj=8c4 = 648. 

故 选 (A). 

10.42” 若 a1,a2,a3,… 是 一 个 正 数 数列 并 对 所 有 正 整 数 满足 
Unt+2 一 anaw+1;, 那 么 这 个 数列 2 好 1，C2C3 是 一 个 等 比 数列 的 条 件 是 


(A) 公 1 和 2 是 任意 正 数 . (B) 当 且 仅 当 dl 一 人 妈 2?， 
(C) 当 且 仅 当 al = 1. (D) 当 且 仅 当 az = 1. 


(E) 当 且 仅 当 Ql 一 2 一 1. 
(第 28 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1977 年 ) 
[ 解 】 由 题 设 ,数列 ia,| 的 第 二 至 第 五 项 分 别 是 
CI UlId2, QQ ， Q1a3 


右 它 们 成 等 比 数列 ,那么 连续 项 的 比 必须 相等 : 


一 2， 名 41 42 二 QIQ2. 


因为 al 和 ay” 是 正 数 ,必然 ul 三 42 二 1. 
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深 洲 业 演 并 


负 -二 流 





ol 


另 一 方面 , 若 al = az = 1, 那 么 1a 是 等 比 数列 1,1,1,… 
故 选 ( 巨 ). 
10.43” 若 相 异 非 零 数 xz(y 一 <z)， y(z 一 +)， z(x 一 y) 构 成 公 


比 是 > 的 等 比 数列 ,那么 ~ 满足 方程 


BB 


(A)r*+r+t+l1=0. (B)r*—-r+1l1=0. 
(C)ritr*— -1=0. (D)} (r+1)+r=0. 
(E) (r— 1)+r=0. 
(第 29 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1978 年 ) 

[ 解 ] 设 a = zx(y - >) 并 注意 下 列 恒等式 

rx(y— z)+ y(z ~ rx)+z(x~y)=0. 
因而 at+art+ar’= 0, 
1+r+r* =0. 
故 选 (A). 
10.44 耕 a,6 和 和 c 成 等 比 数列 ,其 中 0<a<6b<c 且 n>1 是 


一 个 整数 ,那么 log,r， logsn， log 形成 的 数列 为 


且 
及 


(A) 等 比 数列 . 
(B) 等 差 数列 . 
(C) 在 该 数列 中 ,每 项 的 倒数 组 成 一 个 等 差 数列 . 
(D) 在 该 数列 中 ,第 二 三 项 分 别 是 第 一 、 二 项 的 ”次 赛 . 
(EE) 这 些 都 不 是 . 
(第 29 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1973 年 ) 
[ 解 ] 设 r > 1 表示 等 比 数列 a ,b,c 的 公 比 ， 
所 以 5 = ar, c=ar Rleb = lgat+ler, lgc = lga +2lgr. 


由 logsn = Ign * pt 
logsn = lgn : 了 -~ lg7 。 — 
jgb lga + lgr ’ 
log.n = lgn : 二 =- lgn : 一 一， 
lgc lga + 2jgr 


则 它们 的 倒数 形成 一 等 差 数 列 . 


故 选 CC ). 
10.45 ”已 知 一 等 比 数列 的 首 项 不 等 于 0, 公 比 不 等 于 0, 又 有 一 


等 差 数 列 的 首 项 等 于 0, 第 三 数列 由 前 两 数列 对 应 项 相 加 而 得 ,为 1,1， 
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2,… 此 第 三 数列 的 前 十 项 之 和 为 
(A) 978. (B) 557. (C) 467. 
(D) 1068. (下 ) 由 已 知 条 件 无 法 决定 . 
z (第 6 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1955 年 ) 
[ 解 ] 设 等 比 数列 为 a, ag, aqg’ ,1 
且 等 差 数 列 为 0, qd, 2d, 
则 第 三 个 数列 为 a， ag + d， ag* + 2d，…… 
由 设 有 a=1, agt+d=1, ag +2d=2. 
由 g+qd=1，g*+2q 一 2 及 g 关 0， 解 得 
gq=2, d=-1. 


故 S0 一双 0 一 D - 1023， 
S… = 六 [0 +(10- TDd] =- 45， 
则 Si0 = 1023 - 45 = 978. 
故 选 (4 ). 


10.46 ”在 一 个 实数 等 比 数列 中 ,前 两 项 的 和 是 7, 前 六 项 的 和 是 
91 ,前 四 项 的 和 是 
(A) 28. (B) 32. (CC) 35. (D) 49. (E) 84. 
(第 32 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1981 年 ) 
[ 解 ] 设 a 和 > 分别 是 此 数列 的 第 一 项 和 公 比 ,于 是 有 
at+ar = 7,， 
, 由 
(a = 91. © 
a ro 一 1) 


. rl 91 
所 二 山 有 a(l+r) ~ 7; 


rl 4 2 
r*—1 


亦 即 (r*+4)(r*—3)=0. 
因为 x 是 实数 , 则 盖 = : 
所 以 ar+ar+ear 二 ar3 
= (a+ar)+r’(at+ar) 
= (a+t+ar)(l+r)=7.4= 28. 
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3 该 售 


故 选 (A). 
10.47 ”在 正 项 等 比 数列 中 ,第 五 项 和 第 四 项 的 差 是 576, 第 二 项 
与 第 一 项 的 差 是 9. 这 个 数列 前 五 项 的 和 是 
(A) 1061. (B) 1023. (C) 1024. 
(D) 768. (EE) 这 些 都 不 对 . 
(第 25 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1974 年 ) 
[ 解 】 首 项 a ,会 比 的 等 比 数列 的 前 五 项 之 和 是 
all 一 3) 


Ss=atartar +ar t+art-= 1 一 

由 假设 or - ar = 5$76, 且 ar -au = 9. 

第 一 个 方程 除 以 第 一 个 方程 得 到 二 二 全 = 64， 

所 以 r= 64， 即 y=4. 

因为 ar-a=9,r=4， 因此 a=3， ss = A=) = 1023 

故 选 (B). 

10.48 ” 设 有 一 个 项 的 等 比 数列 , 首 项 是 1, 公 比 是 ~, 和 是 ,其 
中 x 和 s 是 非 零 数 . 原 数 列 每 一 项 都 用 它 的 倒数 取代 后 所 得 到 的 新 的 等 


比 数列 的 和 是 


(A) 一 ， 








妈 记 (OO (D2 (EB) 
(第 27 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1976 年 ) 
[ 解 ] 在 新 数列 中 各 项 的 和 是 
I++- 3 
故 选 (C)， 
10.49 ”一 含有 五 项 的 等 比 数列 ,其 中 每 一 项 都 是 小 于 100 的 正 整 
数 ,这 五 项 的 和 为 211, 如 果 * 是 数列 中 为 平方 数 的 各 项 之 和 , 则 * 等 于 
(A) 0. (B) 91. (C) 133. (D) 195. (E) 211. 
(第 18 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1967 年 ) 
[ 解 1] 设 数列 中 项 为 ec, 公 比 为 >. 由 设 有 


a a 
T+ tatartar’= 21l. 





r 
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因 式 中 每 项 尼 为 正 整 数 , 故 7 为 有 理 数 . 令 其 为 ( 既 约 分 数 ), 代 
入 上 式 有 


而 式 中 每 项 仍 为 正 整数 , 故 cd 和 比 为 a 的 因子 , 故 可 设 w = 
kc ad”. 
将 a = kc*d* 代入 上 式 可 知 式 左 有 公 因 子 上 ,而 式 右 211 是 质数 ， 
故 有 = 1. 这 样 上 面 方程 加 化 为 
dr*+cd3+cd +cid+ct = 211. 
由 4 = 256 > 211, 再 由 对 称 性 知 c,d 皆 小 于 4. 
又 c,d 毕 不 为 1. 否则, 震 其 中 一 个 为 1, 则 另 一 个 将 满足 
xz4+xz+xz<+yv+l = El = 211. 
+—1 
但 x = 2,3 时 上 式 短 不 为 211, 即 不 成 立 . 
由 于 了 了 为 既 约 分 数 , 即 c ,4 无 公 因 子 . 故 它 们 只 能 一 为 2, 一 为 3. 
这 时 24+3.23+32.22+33 .2+34 恰 好 为 211. 
故 a= 36，= 或 了 
而 上 式 第 _ 二 五 项 汪 为 完全 平方 项 因此 
S=4+6 :+9 = 133. 


洪 藻 业 池 浴 
如 十 入 


故 选 CC ). 
[ 解 2] 设 数 列 的 各 项 分 别 为 2 og a, aq, ac， 
由 题 设 知 上 诸 数 缘 大 于 0, 这样 


1 /ua a 211 
< 千 + 妈 tatagtag)= 竺 |， 
即 Oe 
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而 211 是 质数 , 且 a < 211, 则 分 子 为 211 的 倍数 ,从 而 
+ ya < 43, 

则 知 x = 3,y = 2( 或 x = 2,y = 3) 时, 分子 恰 为 211. 

这 样 ”a = .3 = 36, 则 此 数列 的 五 项 是 : 

16，24，36，54，81， 
S= 16+36+81 = 133. 

故 选 (B). 

10:50” 若 nn 个 量 形 成 等 比 数列 ,P 是 它们 的 乘积 ,S 是 它们 的 和 ， 
S 是 它们 的 倒数 的 和 ,那么 以 S,S 入 来 表示 ,PP 为 


入 这 


二 
(A) (SS )2 (B) (总 六 (C) (SS')"2. 


I 
局 nn SS’ 2 (nl1) 
(D) (总 (E) (六 
(第 22 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1971 年 ) 
[ 解 ] 设 该 数列 是 a ,ar,ar*,…,ar" 1!, 那 么 


P= nn-Dn ， 





S= a 一 一 
一 大 
1 1 rr 7 六 -人 一 [or 
ao 1 一 
总 一 Cr 可 (富矿 iS)n = P. 


10'51 ”给 定 公 比 为 a(g 关 1) 的 等 比 数列 ia,|, 设 b= aj+a2+ 
a3, b2 = a4+ ast a6s ,bn = aQ3n2+ drt + 43 ; 则 数列 {5,1 
(A) 是 等 差 数 列 . (B) 是 公 比 为 9 的 等 比 数列 . 
(C) 是 公 比 为 o: 的 等 比 数列 ， (DD) 既 非 等 差 数列 又 非 等 比 数列 . 
(中 国 高 中 数学 联赛 ,1999 年 ) 
[ 解 ] 由 题 设 “a, = alog”，， 


3 
则 3a + a3n2 +t Aant3 A1g 十 QIg +ag™” 
Db, AQ3n-2 十 Qa3n-1 十 Q3z 4g ”3 + ag 2 十 Cg93271 


ag (1l+g+g) _ 
aldg3an 3(1 十 gq 十 0 ) 9 
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因此 15,| 是 公 比 为 9 的 等 比 数列 
故 选 (C). 


第 4 节 某 些 数列 的 和 与 积 


10.52 ”1990 - 1980 + 1970 - 1960 + … - 20 + 10 等 于 
(A) ~ 990. (B) - 10. (C) 990. 
(D) 1000. (E) 1990. 
(第 6 届 美 国 初中 数学 考试 ,1990 年 ) 
[ 解 ] 只 须 注意 到 
原 式 = (1990 - 1980) + (1970 - 1960) + … + (30 - 20) + 10 
= 99 .10+10 = 1000. 
故 选 (DD). 
10:53 设 S,=1-2+3-4+…+ (1)"” ln, n=1,2,.…, 
则 Siy + S33 + Sso 等 于 
(A) 0. (B) 1. (C) 6. (D)—1. (E) 2. 
(第 19 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1968 年 ) 
[ 解 ] (1)72 为 偶数 时 . 
S, =1—-2+3-4+.… + (1)" ln 
= (1-2)+(3-4)+…+[(a -1)-n] 


2 


=-1-1-…-1=~ 地 ; 


(2)7 为 奇数 时 
S, = 1+1{(-2+3)+(—-4+5)+…+[- (nx-1)+n]i 


加 _ 1 一 1 n+l 
=1+1|L+1+…+1 直 = 工 + 7 = 
18 34 3530 
由 上 ， S17 + 933 + Ss0 = 7 十 7 一 了 = 1. 


故 选 (B). 

10:54 ”有 1000 个 数 排 成 一 行 ,其 中 任意 相 邻 三 个 数 中 , 中 间 的 
数 等 于 它 前 后 两 数 的 和 . 若 第 一 个 数 和 第 二 个 数 都 是 1, 则 这 1000 个 数 
的 和 是 
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过 和 落 上 尝 溺 
娘 十 各 





(A)1000. (B)1. (C)0. (D)—1. 
(中 国 山东 省 初中 数学 竞赛 ,1996 年 ) 
[ 解 ] ” 依 题 设 可 知 该 1000 个 数 依照 下 面 方式 排列 
1,1,0, —1,—1,0,1,1,0,—1,—1,0,.… 
换言之 它们 按 1,1,0, - 1, - 1,0 周期 循环 . 
又 1000 二 6 = 166……4, 而 每 个 周期 内 的 6 个 数 和 为 0, 这样 该 
1000 个 数 和 是 


9 信和 驴 党 


1+1+0+(-1)=1. 
故 选 (B). 
10.55 ”数列 1,2,1,2,2,1,2,2,2,1,2,2,2,2,1,2,… 其 相 邻 的 两 
个 1 间 被 2 隔 开 ,第 2 对 1 之 间 有 2 个 2. 则 数列 的 前 1234 项 和 为 
(A)1996. (B)2419. (C)2429. 
(D)2439. (E)2449. 
(第 47 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1996 年 ) 
[ 解 1] ” 设 该 数列 前 1234 项 有 上 大 个 1. 这 样 有 


1234 SR+ (LT2+3+ tk) = kt, 


即 k&*+3k 一 2468 之 0， 得 上 = 49. 

.. S1234 = 49 + 2(1234 - 49) = 2419. 
故 选 (B). 
[ 解 2] 构造 补 数列 1,0,1,0,0,1,0,0,0,1,0,0,0,0,1,0,… 与 

题 设 数列 相应 项 相 加 即 为 2,2,2,2,… 
而 补 数列 中 前 1234 项 中 1 的 个 数 ( 与 解 1 求法 同 ) 为 & = 49， 


则 S134 = 1234 x 2 -49 = 2419. 
故 选 (B). 

3,，5,9 17, 33 65 -。“% 
10 36 了 +41+8+16+ 沪 +0-7 等 于 


(A) -可 (BB)- 让 (O00 (D) 去 (二 


(第 30 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1979 年 ) 


[ 解 ] 注意 到 
3 3  . 6 _ 
2 4 
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1 1),... 1 
= (1+ 二 )+(G+ 二 ) + (+ 可 | 7 
了 1 .1 1 上 
二 
故 选 (A). 


10.57 ”数列 1,(1+2),(1+2+22)， (1+2+22+…+25 1 
前 珊 之 和 用 来 表示 是 
(A) 27. (B) 2”7— nn. (C) 2"7+1— nn. 
(D) 22+1 一 7 一 2. (E) 2 ， 2”. 
(第 23 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1972 年 ) 
[ 解 ] 已 知 数列 的 第 项 等 于 1+2+22+… 二 24-1 一 2* 一 11, 所 
以 前 ”项 的 和 可 以 写 为 
(21-1)+(2-1)+(22-1)+…+(22 一 1 
= (2+24+2 + +27)- (+1+1+.…+1) 


一 (22+1 一 2 ) 一 大 # 项 
一 2?+1 一 7 一 2. 
故 选 (DD). 


10.58 ” 设 5 为 一 数列 x+a， x +2a， x 十 3a,… 前 九 项 之 
和 (x 关 1), 则 S 等 于 














8 10 
(A) + + 区， (B) S04 - E+ 
9 10 _ 
(C) Eo + 45a. (D) + 45a. 
lt _ 
(E) >—— 2 + 45a. 
-1 


(第 10 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1959 年 ) 
[ 解 j S= (xta)+(rx :+2a)+… + (rx + 9a) 
= (r+ + +rx)+(at+2a+. + Qa) 


9 _- 
-xr -1 9(, ga) 
x-—1 2 
1 _ 
= 过 < +45a. 


rr—1 





帮 选 (D). 
10.59 ” 公 比 为 x( 其 中 1 v1<1) 的 一 个 无 穷 等 比 数列 和 为 15, 而 
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商 荡 要 宇 溢 


性 十 小 





这 数列 的 每 项 平方 的 和 是 4$. 这 数列 的 首 项 是 



































先 (A) 12. (B) 10. (C) 5. (D) 3. (E) 2. 
全 (第 21 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1970 年 ) 
[ 解 ] ， 设 数列 首 项 为 a, 则 由 设 有 
-15， 和 且 = 45， 
2 a 
由 TT 则 T+r=3 
由 a=15(1 一 rr) 和 a = 3(1+r) 可 和解 得 a = 5. 
故 选 (C). 
10.60 ”代数 式 
1 
1.3'3.5 (2n 1) Qn+r1) 255 . 257 
的 值 为 
127 128 1 128 129 
(A) 55 (48B) 325 (OF (D257 (FE) 和 57. 
(第 28 属 美国 高 中 数学 考试 ,1977 年 ) 
Tri 1 
[ 解 1] 因为 FET 厅 = 守 ( 友 -RH 
1 1 I 
则 1.3 ”3.5 TOn -DGOrr1) 
1 1 1 1 1 1 
=- 立 (1 -二 + 二 -二 + 
1 1 7 
= 六 (1 二)= 志和 i 
ye 128 128 
2 二 128 时 ,所 求 和 为 7 158 下 二 57- 
故 选 (D). z 
.. 1 1 
[ 解 2] “+ yey = 全 一 相让 ,所 求 和 是 
1 1 1 
(和 上 3 
1 1 1 
= 4 人 (+ 
1 
= = 128(] 57 ) 
故 选 (D) 
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10"61 ”代数 式 j5e100T + ogs1001 + jog1001 + “+ legoo1001 的 


值 是 
(A)0.01. (B)0.1. (C)1. (D)2. (E)0. 
(第 49 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1998 年 ) 
[ 解 】 由 对 数 性 质 知 
原 式 = logi0012 + logi0013 + … + logioo0: 100 
= logio0! 1001 
= 1 
故 选 CC ). 
10.62 ”数列 al ,az,a3i,… 满 足 al = 19,ao = 99 且 对 所 有 7 之 3， 
a» 是 它 前 面 n 一 1 项 的 算术 平均 值 . 则 a, 是 
(A)29.  (B)59. (C0C)79. (D)99. (E) 179. 
(第 50 届 美国 高 中 数学 考试 ,1999 年 ) 
[ 解 ] 由 题 设 a| = 19, 令 a, = x, 这 样 此 数列 诸 项 依次 为 ( 先 求 
第 3 项 ,再 依 2、3 项 反 求 a4 等 等 ): 


19+x 3 \) . 
19, 之 ， 2 > (19 + x), 


易 发 现 从 as4 起 ,它们 分 别 是 在 (19 + x) 前 乘 以 


) 亏 ,(1+ 广 )(1+ 沁 ) 妆 ， 


陨 芒 业 深 潍 
证 流 


广 )(1+ 广 )…(1+ 吉 ): 泪 (19+ x) = 99, 
79， 即 az = 179. 


10.63 ” 设 5S, 为 调和 数列 前 项 之 和 ,例如 S; 表 前 三 项 之 和 ,如 
果 一 调和 数列 的 前 三 项 为 3,4,6, 则 : 
(A) S, = 20. (B) S, = 25. (C) Ss = 49. 
(D) Ss = 49. (E) S， = 方 S4 
(第 10 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1959 年 ) 


[ 解 ] 因 3,4,6 成 调和 数列 , 则 记 , 才 ,二 成 等 差 数 列 , 且 公 差 为 
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1 CD 
十. 然而 此 数列 的 第 五 项 为 0(… 本 + (5 一 "2 = 0). 


先 

树 因 0 的 倒数 不 存在 ,故此 调和 数列 仪 有 四 项 . 

题 、 1 1 1 、 、 

才 注意 到 -= 故 调和 数列 第 四 项 为 12. 
从 而 S11=3+4+6+12= 25. 
故 选 (B). 


10.64 ”在 数列 1,3,2,… 中 ,前 两 项 以 后 的 每 一 项 等 于 它 前 面前 
两 项 之 差 ( 前 面 一 项 减 去 再 前 面 一 项 ). 这 个 数列 的 前 100 项 之 和 是 

(A) 5. (B) 4. (C) 2. (D) 1. (E) -1. 

(第 26 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1975 年 ) 

[ 解 ] 依 题 设 这 个 数列 的 前 八 项 分 别 是 1,3,2, 一 11, 一 3, 一 2,1， 
3. 因为 第 七 ,第 八 项 与 第 一 ,第 二 项 相同 ,第 九 项 将 与 第 三 项 相同 ,等 
等 ; 即 这 个 数列 每 隔 6 项 重复 出 现 前 面 的 项 , 印 

a; 二 apr6(k = 1,2,3,…).as 为 数列 通 项 . 


96 
9, 

叉 al+ata3+as4+ast+as= 0, 因而 > ,as =0. 
一 


100 96 . 
因此 ai 二 Da + ag7 十 &98 十 &99 十 4100 
k=1 k=1 
=0+1+3+2 一 1 = 9. 
故 选 (A). 
10.65 ”对 任意 正 整 数 ”, 若 使 
logsn , 奋 logsn 是 有 理 数 ; 


从 m = 10, 若 logsn 不 是 有 理 数 . 


则 之 Fn)= 
(A) logs2047. (B) 6. (C) 3. (D) 汉 ， (E) 585. 
(第 48 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1997 年 ) 


[ 解 ] 由 于 8 = 3, 显然 logsn 仅 当 nn 为 2 的 方 究 时 是 有 理 数 ,这 
样 注意 到 20 < 1997 < 21 = 2048， 


1997 1024 10 
有 > fln) = > loge2* = 全 = 裤 

n=1 k=0 k=0 
故 选 (CC). 
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10.66 ”有 某 个 数列 , 它 的 第 一 项 是 1, 对 于 所 有 的 2 之 2, 此 数列 
的 前 项 的 乘积 是 mn*. 这 个 数列 的 第 三 项 及 第 五 项 的 和 是 


(A (B) 5。 (C) 1。 (D) 3298. (E) 34. 


(第 30 届 美国 高 中 数学 考试 ,1979 年 ) 
[ 解 ] 用 a, 表示 数列 的 第 n 项 , 依 题 设 且 注意 到 


_ A142 Qn 


mn 


2 
= ty (n 之 2)， 


CI1C2 dn-l 


则 该 数列 的 前 五 项 是 1,4, 和 ,了 , 低 , 因 而 所 要 求 的 和 是 


9 25 61 


41+16™ 16 
故 选 (C). 
10.67 已 知 数列 10 ,10 盖 ,10i. 101 .10 瘟 使 数列 的 前 ”项 
的 乘积 为 1000000 的 正 整数 ”是 
(A) 不 存在 . (B) 8. (C) 9. (D) 10. (E) 11. 
(第 22 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1971 年 ) 
[ 解 ] 因为 1000000 = 104 , 故 数列 前 ”项 的 指数 和 应 为 6. 
即 "+l = 6， 或 n(n+1) = 132， 


n= 11. 

故 选 (五 ). 

10.68 设 数列 jz 由 轨 =S， wr 一 w= 3+4(n 一 1)， 
(n = 1,2,3,…) 定义 ,如果 是 n 的 一 个 多 项 式 , 则 此 多 项 式 的 系数 
代数 和 为 

(A) 3 (B) 4. (C) 5. (D) 6. (E) 11. 

(第 20 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1969 年 ) 

[ 解 1] 由 题 设 ws 一 下 =3+4( 有 一 1), 令 有 = 一 1 -2， 
…2,1, 便 可 依次 得 到 
Un — Un = 3+4(n — 2), 

Un_1— WU) = 3+4(n 一 3)， 


u3— U2 二 3+4:1,， 
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黄 落 时 池 六 


局 于 和 





Nk 汪 条 风 


uw2— ul=3+4.:0. 


式 左 = zy 一 &l 
式 右 =3:. (2 -1)+42 一 2)+( 一 3)+… 十 了 
= 2n*~3n+1. 


又 uu 二 5， 故 un = 2n* -3n+1+5=2n -3n+6. 
故 其 系数 和 是 2-3+6= 35. 
故 选 CC ). 
[ 解 2] 令 = an+al 下 十 arn” 十 … 十 apne. 
由 w=aotaita+ 二 Qa; 及 ul = 5. 
故 aotartas+t+*+a, = 3. 
故 选 (C). z 
10.69 ”乘积 (2 + 1)(22 + 1)(24 + 1) .…. (22” + 1) 的 值 是 
(A) 4 1 (B21 O27-L1 (D2*-1. 
(第 8 届 “ 络 云 杯 ”初中 数学 洲 请 赛 ,1991 年 ) 
[ 解 ] (2+1)(2+1)(2+1):…: (2 +1) 
(2-1)(2+1(22+1)(24+1).…。(22 +1) 
2-1 
= (22 一 1)(22+1)(24+1) (2 +1) 
= 1022 +1)=(27)2-1= 末 一 1 
故 选 (A). 


_l1 1 _1 _ 上 
10.70 ”车 乘积 S= (1+2 )(1+2 1)(1+28)(1+2 4)(1+ 


_ 
2“) ,那么 S 等 于 


-二 -二 4 
(QZU-22) B23 (C1-2 3 


(D) 1 (1 -2¥). (E) 广 . 
(第 22 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1971 年 ) 
[ 解 ] 设 x = 2- 支 ,由 题 设 则 有 
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S=(1+z)(L+r2)L+z4)(L+r8)(1+vID)， 
(1 -x)S—-1-x*= 六 
1 1 1 才 、 

S= 了 了 -zx) =7(l 2 3%) 1. 

故 选 (A). 
1 工 、 .1 ll 

10.71 乘积 (1 一 37)(1- 32) (1 oz)(1 102) 等于 

5 1 .11l 2 了 
(A) 2: (B) ;对 (C) 70 (D) 3 (E) 10- 


(第 37 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1986 年 ) 
[ 解 ] 注意 到 下 面 变 形 : 


a rl) L101)...( 1 
1 
10) 
_1.3.2.4.3,5...8.10.9.1 
2 2 3 3 4 4 9 9 10 10 
= 他 (注意 前 后 式 约 分 ) 


改选 (C ). 
10.72 式 logzL(22 + 1)(2 + 1)(24 + 1)(28 + 1)(2! + 1) 
(22+1)(02 针 +1)+1] 的 值 为 

(A) 16. (B) 32. (C) 64. (D) 128. (E) 256. 
《中国 吉 林 省 七 市 .地 初中 数学 竞赛 ,1985 年 ) 

[ 解 ] 今 M= (2t+1)(2 + 1)(24 + 1)…(23 十 1)(0264 + 1), 

考虑 (21-1)M = (2 1)(2+1)(2 +1)(24 +1) = … 

一 (264 1)(264 十 1) 一 2128 —1, 
则 ” 原 式 = logs(2:3 一 1+1) = logz2128 = 128. 
改选 (DD). 


10:73 logs | (3 + 1)(3° + 1)(3 + 1)(3% +1)+ |+ log32 


的 值 为 
(A) 32. (B) 64. (C) 128. (D) 非 上 述 答 案 . 
(中 国 上 海 市 初中 数学 竞赛 ,1987 年 ) 
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深 芒 嫩 汪 浴 


姓 十 加 





9% 省 每 何 


[ 解 ] (3+ 1(3 + 1)(3 + 1)…(3% +1) 
= 本:[G-10(G3+1D](32+1)(34+1…(39 +1) 


方 (3 -1D(32+ 1)(34+ 1).(3% 十 了 
- … =- 六 (3028 _ 1 


1 ] 
原 式 = logs | 二 (322 — 1)+ 二 |+ log32 
= log33!® — logs2 + log32 = 128. 





故 选 (C). 

oo 和 (和 

(A) 一 . (B) 二 (C) 21 

DarD a 

(第 10 届 美国 高 中 数学 考试 ,1959 年 ) 

[ 解 ] 原 式 = .半生 

故 选 (B). 

om aas) 
(1+ 6100) (1+ 99101 ) 的 信 的 整数 部 分 为 z 

(A) 1. (B) 2. (C) 3. (D) 4. 


(中 国 广 州 武汉、 福州 等 五 市 初中 数学 联赛 ,1991 年 ) 
k*+2k+1 (kk+1) 


、 1 
| rr 二 二 一 几 
1 下 意 和 1+ RCR RE+2) ET) 
2 3 4 9 99- 100: 
原 式 = 1.3 2.4 3.5 4.:6° “98.100 99.101 
2.100 ,99 ,.,, , , 
= or = 1107 (注意 式 子 前 后 项 分 子 分 母 约 分 ) 
故 选 (A). 
10.76 ”如 果 工 = 二 1+2+3+… 十 ,而 
忆 = 1f2 3 ,Db 
"TT,-1 TT-1 TT,-1l T, 1 
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其 中 j 一 2,3,4,…, 那 么 P loo! 最 接近 的 数 是 
(A) 2.0. (B)2.3. (C)2.6. (D)2.9. 《(E) 3.2. 
(第 42 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1991 年 ) 
[ 解 ] 由 题 设 知 


n(n+1) 
了 四 2 n(n+1) n(n+t1) 


n+n-2 (n+2)(n— 1) 





2 
2.3 "4 4:3 1990. 1991 199]1 : 1992 





Pi = 4 5352 6 31992 1989 1993. 1990 
3.1991 
= 63 ~ 2.997 
改选 (万 ). 


10，77 有 限 数 列 A 一 (aiyaz，…… ai) ,我 们 定义 
DS1+ S52+ "+O 
n 


叫做 A 的 凯 森 和 ,其 中 S = al+a+…+a 人 (1 过 &R 委 2) ,如 果 有 99 
项 的 数列 (a|, a,… ,ago) 的 中 和 森 和 为 1000, 则 有 100 项 的 数列 (1,ai， 
Q2，… ,ag9) 说 条 和 为 
(A) 991. (B) 999. (C) 1000.(D) 1001. (E) 1009. 
(第 43 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1992 年 ) 


Si + S2+ 人 Sn 人 (一 1)az+ 二 


[ 解 ] 由 = 7 
由 设 一 49 = 1000， 则 
99al + 98ca + … + aoo = 99 .1000， 
100 .1+99al +98a， + … + aog 


所 以 100 
100 + 99. 1000 
= = 991. 

故 选 (A). 


第 5 节 ”无穷 数 列 和 与 极限 


10.78 在 一 个 无 穷 递 缩 等 比 数列 的 首 项 是 一 个 正 整 数 ， 公 比 是 
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商 沙 时 举 潍 


名 于 第 





nl 


一 个 正 整 数 的 倒数 ,数列 的 和 是 3, 那 么 这 个 数列 前 两 项 之 和 是 
(和) BB) 了， (O03. (D2 (BE) 
(第 26 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1975 年 ) 

[ 解 ] 车 a 是 这 个 数列 的 首 项 ,二 是 它 的 公 比 ,那么 由 设 


4 =3 或 a=3- 二 ， 


i 





因为 a 入 是 整数 ,并 且 0 < <<1, 故 n=3，a=2. 


数列 前 两 项 和 为 2+2- 二 - 3 


故 选 (C). 

方 + 病 + 方 + 这 +… 直至 无 穷 的 和 为 

1 1 3 1 

(A) 5 〈《B) 5 《CC) 禄 ”(D) 1 《E) 以 上 答案 都 不 正确 . 
(第 1 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1950 年 ) 


10 79 








故 选 (). 


10.80 ”已 知 无 穷 数列 为 6 + -5 


102 一 


+ …, 它 的 第 丸 项 为 


1 , 则 其 极限 和 为 





(和) 证. (B) 好 (C) 去 ，(D) 攻 .〈E) 大 于 任何 有 限 之 数 
(第 13 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1962 年 ) 


~ 2 3 
[ 解 ] 令 S, = 二 + 二 Dt 


S, | k a kk ~ < Ek 一 1 
考虑 SO nA 一 A 一 一 — 
I 之 1 之， 10*7i 和 之 104 ”一 104 
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=2 k= 1 
9。_ ANL loS 1 _n 
印 16>， 之 ， 10* 102+1 或 S, 一 9 之 10* 9 » 102 
工 
0 10 1.1_ 310 
而 limS, = 9 | 工 0=9 9 二 8L 
10 
故 选 (B). 
1 1 1 1 
10.81 S=1- -71+8 16 3164 128 
则 S 等 于 
2 ‘6 日 27 
(A)0. (BO (DD (D 务 
(第 10 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1959 年 ) 
[ 解 1] 将 题 设 式 子 变形 有 
1 上 1 1 1 1 1 1 1\,... 
S=(1-3 个) + (3 16 方 )+ ( 亩 128 6)+ 
1 1 1 
41321+2561 
1 
__4 _2 
5 一 工 - 了 
8 
故 选 (B) 
人 _ 1 1 1 1 1 ，. 
[ 解 2] 全 530 一 1T+ 人 二 人 二 ,32 本 +TTE+TT8T+ 
1 | 
S35 4137t3561t z 
1 1 
则 S= SI- $1- 5S;= 7 -7 4 
1- 汪 11- 1- 小 
8 8 8 








/1 kk k—l nn ) 

= (15+ >i0) (> 10¢ ”102 

_1, (和 6)- n 
天 ' 


1 
ll nl 
“10 二 2 10* 102+1 >， 10* 102+1， 
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次 洲 业 宇 潍 


二 十 入 





1 1 
1 -4 


1 
8 
故 选 (B). 
10.82 ”一 线 起 初 是 1 英才 长 , 依 下 列 规则 增长 (其 中 第 一 项 就 是 
起 初 的 长 度 ). z 
1+ 二 三 + 才 +T 人 + 起 + 页 人 + 疝 + ee 


2 
了 


4 
大 增长 的 过 程 继续 不 已 , 则 线 长 的 极限 为 
4 8 
(A) %. (B) 3 (C) 3 
(D) (4 +2) (E) (4+ 02). 


(第 3 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1952 年 ) 
[ 解 ] 原 式 = 1+ (+D+ 二 +D+ 二 +D+… 





1 
DD 4+ 
1- 3 
4 
故 选 ( 刀 ). 
10.83 ”一 图 内 切 于 边 长 为 m 的 正方 形 , 另 一 正方 形 内 接 于 这 个 
圆 内 ,然后 又 一 圆 内 切 于 第 二 个 正方 形 , 如 此 下 去 ,如 果 S 表示 上 述 前 
n 个 圆 的 面积 总 和 , 当 ”无 限 增加 时 , S, 趋 近 于 


2 2 2 
下 (0 > 于 (0) 于， (D) 





2 2 
-i (FE) 8 
(第 18 届 美国 高 中 数学 考试 ,1967 年 ) 
[ 解 ] 设 第 & 个 正方 形 边 长 为 aj ,由 设 有 


dl MM, CA 一 ol 一 2,3,，…). 


骨 设 第 个 圆 半径 为 , 依 题 设 亦 有 
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则 第 个 圆 面积 








1 i 1 1 
_ Xm 1 LL 
= -4 (1+ 广 +4 + |) 
2 
ml 
= z 21 十)" 
有 limS = zi 


故 选 (A). 

10.84 已 知 OA 和 0OB 是 两 不 同 直线 ,从 O4 上 任 取 一 点 作 OB 的 
垂 线 ,再 从 此 垂 足 作 OA 的 垂 线 ,再 从 第 二 垂 足 作 OB 的 垂 线 , 如 此 进 
行 到 无 限 , 若 最 初 两 垂 线段 长 为 ac,p(a 和 pb), 则 这 些 垂 线段 长 的 和 , 当 
垂 线 无 限 增 加 时 , 趋 近 于 一 极限 ,此 极限 值 为 

pb a ‘» ab bp? a” 
(Np Bg (OF sg Das (Pays: 
(第 16 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1965 年 ) 
[ 解 ] 如 图 易 证 和 PP; P, 人 PiP;P; cp 和 PP;P, cp …, 则 


























a_ 6 _ Da. P -4 
bp PP  P3P4 ， P， 
2 3 Ps 
且 P,P; = 22， PP, = 全， 9 
p" 0 Ps PP, 已 
Pr! = ni 
这 样 , 诸 线段 长 之 和 为 
_ La ob bY 
S=atbt 人 + 名 t=allt+ 和 + (2) +…| 
_- ，， 1 _ a” 
1 2 a—b 
a 
故 选 (上 上). 
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福茂 杂 汶 并 


所 十 省 





六 访 膏 


10:85 若 z=YV1i+YVl+YviI+VvLI+…， 则 


(A) zx = 1. (B)0< < 1 (C) 1< < 2. 
(D) x 是 无 穷 大 . (E) x > 2 但 定 值 . 
(第 2 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1951 年 ) 


[ 解 ] 由 设 有 xz? 二 1+N1l+V1l+ V1i+…=1+x, 
由 rzr2-x-1=0 解 得 正 根 zx 之 1.62. 
故 选 (CC ). 

注 “严格 地 讲 ,还 须 证 V1+ V1+ V1+-… 单调 ,有 界 . 

它 的 单调 性 显然 ,有 界 性 可 结合 妇 纳 法 去 证 明 . 证 明 如 下 : 


今 设 忆 =WVI+VI+YVWI+…+V, 则 交 <2. 
一 一 一 一 人 人 一 一 
nn 重 


(1)n = 1 时 ,V1 之 2 成 立 ; 
(2) 若 n= 上 时 ,x 达 2, 考 虑 
xi 三 V1+ wi < V1+2<<Y4 = 2, 命题 对 xiil 亦 成 立 , 从 而 命题 成 立 . 


10.86 ”满足 方程 x = 2 的 z 值 为 
(A) 无 穷 大 . (B) 2. (C) 4Y2. 
(D) v2. (E) 以 上 答案 都 不 正确 . 

(第 1 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1950 年 ) 


[ 解 ] 由 设 可 有 [grr -jg2, 即 x lgx = lg2. 


但 x =2， 有 2lgx= 地 ， 即 x?=2. 
得 Xx = 土 V2( 含 去 负 值 ). 
故 选 (DD). 
10:87 ”和 若 工 是 无 限 增 大 的 正 实 数 , 则 

log3(6x - 5) -~ log3(2x + 1) 趋 近 于 
(A)0. (B)1. (C)3. (D) 4. (E) 非 有 限 数 . 

| (第 18 尾 美 国 高 中 数学 考试 ,1967 年 ) 
[ 解 ] 由 题 设 及 对 数 性 质 有 

6 8 


log3(6x — 5) 一 log3(2x 十 1) 一 logs 5 一 logs (3— 5) 
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. 8 
dm 327 +71 0 
. 8 
im logs (3— 77 77)= logs3 = | 
故 选 (B). 
10.88 ” 设 L(m) 为 y= x*-6 和 yy 一 mr( 其 中 -~6<<m < 6) 的 


图 形 的 左 交 点 的 横 坐标 x. 设 x 一 匀 一 上 ( 开 ) ,那么 , 当 m 无 限 
接近 于 0 时 ,> 的 值 是 


js 1 nt 2 
(A) 非常 接近 0. (B) 非常 接近 (C) 非常 接近 


(D) 无 穷 大 . (上 ) 不 能 确定 . 

(第 20 届 美国 高 中 数学 考试 ,1969 年 ) 
[ 解 ] 由 设 L(m) 的 坐标 满足 x*-6= m 或 xY*?=6+m. 
即 x =+ V6 + m, 它 不 为 0( 注 意 到 -6< m < 6). 
故 其 左 端 点 为 L(m) = V6+ m ,因此 


-= Lm)-Lm)_ -v6~-m-(— v6+m) 











ni nm 
即 -一 
6+m+ vem 
、 2 2 | 
则 当 m 一 0 时 ， = -= 
和 "Wr 2 /6 


故 选 (B). 
10.89 当 a1,a2,…,azs 是 0 或 2 时 , 形 如 x= 伟 + 室 十 十 上 2 


3 32 325 
的 一 切 数 x ,可 满足 
- 1 1 2 
机 3 3 
(C) 地 < >< 1. (D0 三 +< 记 或 所 xz<L 


(第 25 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1974 年 ) 
[ 解 ] 由 无 穷 递 缩 等 比 数列 和 公式 有 





世界 数学 奥林匹克 解 题 大 辞典 361 


商 荡 是 衬 深 


让 汪 各 





a 举 入 财 


好 2_ .9 _ 1 

右 al = 0,， 则 0<r< 1 3 ， 
3 

车 al = 2， 则 +0+0+% Sr<l 


由 上 有 0<z<3 
故 选 (DD). 
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第 十 一 章 ”二 项 式 定 理 


x2 2 8 
111 在 (到 - 二) 的 展开 式 中 ,x7 的 系数 为 
(A) 56. 


十 入 


B) - 56. (C) 14. (D) - 14. (E) 0. 
(第 11 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1960 年 ) 
[ 解 ] 由 (村 -全 ) = 二 二 (x? 一 4)s, 从 而 ,只 须 求 (x? -4)s 
中 zx! 的 系数 ,其 为 
CE(13)5(~ 4)3 = - 26C3， 
则 展开 式 中 z7 的 系数 为 各 (25C$) = - 14. 
故 选 (D) 
11.2 在 (a 十 ) 的 展开 式 中 ,a 的 系数 是 
(A)-7. (B)7. (OO-21. (D21. (BE) 35. 


(第 14 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1963 年 ) 
[ 解 ] 由 二 项 式 定 理 , 上 述 展开 式 的 第 > + 1 项 为 


上 3 
C5a 一 (一 1)'(a 2)” 一 (~ 1)7C5 > Q 27, 


区 
式 
定 
理 





又 由 设 知 7- 广 r=- 方 ， 得 r=5 
故 a-3 的 系数 是 (- 1)5C3 = C3=-21. 
故 选 (C). 


11.:3 ”在 (1 + 2x 一 x“)4 的 多 项 式 展开 式 中 x" 的 系数 是 
(A) 一 8. (B) 12，(C) 6.(D) -12. (E) 这 些 都 不 对 . 
(第 25 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1974 年 ) 
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nt 





[ 解 ] 由 1+27xr 一 x? = 一 (x 一 1)?+2, 则 
(1 + 2x — x ) 
= [2- (zx—-1)}=[(r-1) -21 
= (xz) TCD (2) + 
上 式 从 第 二 项 起 ,zx 方 窜 次 数 之 6， 
(1+2z 一 xXx?)4 展开 式 中 xx? 项 为 (x 一 1 的 x’ 项 
Cx (一 1):， 则 其 系数 为 - 8. 


故 选 (A). 

11:4 若 (1.002S)1 计算 精确 到 五 位 小 数 ,那么 第 五 位 小 数 的 数 
字 是 

(A) 0. (B) 1. (C) 2. (D) 5. (E) 8. 


(第 22 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1971 年 ) 


[ 解 ] 由 二 项 展开 式 得 
(1.0025)' = (1 + 0.0025) 
=1+ 10(0.0025) + 45(0.0025)* + 120(0.0025)3 


+ 210(0.002S) 十 … 
=1.0253 + 0.00028123 + 0.0000018735 + 下 


=1.025283125 + R. 
其 中 RR 是 比 10 习 小 的 项 和 即 R = Sn ct ,其 中 b = 0.0025. 
, 上 二 4 
而 由 于 0<0<1， 且 2》,GCio = (+ 1 = 21, 
10 10 0 10 
故 R= OCiob < 0 Co < 06> Cio = 5 200. 
四 和 
因而 R < wos = 108 = 0.00000004， 
(1.0025)” 有 1.02528( 精 确 到 小 数 点 后 5 位 ). 


故 选 ( 玉 ). 
115 在 (a+65)" 的 展开 式 中 ,有 n+1 个 不 同 项 ,在 (a + b+c)™ 
的 展开 式 中 ,不 同 项 的 项 数 为 
(A)11. (B) 33.  (C)55.  (D) 66. (E) 132. 
(第 9 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1958 年 ) 


[ 解 】 由 (e+c) 


364 世界 数学 奥林匹克 解 题 大 辞典 





= [(a+6)+ej™ 
= (e+p)n+loa+p)oc+…+100c+p)c2+cn 
共 11 项 .但 
(a + 5b) 有 11 项 ,(a + 65)?” 有 10 项 ,…,(a +5) 六 有 1 项 . 
故 总 项 数 为 ”1+2+…+10+1L = 66. 
故 选 (DD). 
11.6 ” 当 用 二 项 式 定理 展开 (a - 5)"(n 人 2， 吧 和 0) 时 ,如 ma 
= kp,( 其 中 是 一 个 正 整 数 ), 则 第 二 ,第 三 项 的 和 是 0, 那么 ” 等 于 


(A) 方 k(k 1) (B) 方 k(k+1). (C) 2&k—1. 
(D) 2k. (E) 2k+1. 
(第 20 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1969 年 ) 
[ 解 ] 由 二 项 式 定 理 可 有 
(a b)” = cn 一 na” ib 十 Ra on .十 (一 1) "ob”, 
当 a = kb 时 ,其 第 二 ,三 项 和 是 
nb) "tb + L(y)" 2 = 0， 





妈 -+2 =0， 得 n=2k+1. 
故 选 (五 ). 
11.7 多项式 (x + y)” 按 z 的 降 容 展开 . 当 x = p 及 y = 9 时 ， 
第 二 和 第 三 项 有 相等 的 值 ,其 中 p 和 gg 是正 数 有 旦 它们 的 和 是 1.p 的 值 
是 
4 1 3 8 
) 二 (C) 本 (D) 可 . (E) 9. 
(第 26 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1975 年 ) 
[ 解 ] 由 (~ 十 y)? 一 zx” 二 9zsy 十 36 区 六 十 "十 y ;再 由 题 设 
9p*g = 36p’qg’, 则 p= 4g. 
又 由 p+g=1， 得 p= 二. 
故 选 (B). 
11.8 ”展开 (1 - 工 ) , 它 的 未 三 项 系数 的 和 为 


(A)22. (B)11. (C10. (D) -10 (E)-11. 
(第 13 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1962 年 ) 


(A) 二. (B 
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十 浴 





六 访 你 





[ 解 ] 利用 杨辉 三 角 知 (a + 5)” 展开 系数 依次 为 


1 331 
1 4641 
1 5 10 10 5 1 
1 6 15 20 15 6 1 
则 由 二 项 式 中 第 二 项 系数 为 -~ 1, 则 未 三 项 系数 应 为 183，- 6，1. 
它们 的 和 是 
15-6+1= 10. 
故 选 (C). 
11.9 ”如 图 ,帕斯卡 (杨辉 ) 三 角形 是 一 个 正 整数 的 阵列 , 其 中 第 
一 行 是 1, 第 二 行 是 两 个 1, 每 行 以 1 开始 和 结尾 ,在 任何 一 行 中 第 个 
行 中 ,不 是 1 的 数字 的 数目 与 1 的 数目 的 商 是 z 


1 1 
1 2 1 
1 3 3 1 
1 4 6 4 1 
n*—n n —n n* — 2n 
(A) 27 一 | (B) 471 一 2 (0) 21 一 ] 
2 
(D) 二 了 <， (FE) 这 些 都 不 是 . 


(第 22 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1971 年 ) 
[ 解 ] 在 前 x 行 中 ,1 的 数目 有 (2n - 1) 个 ,其 他 数 有 
六 (2 一 2)(w 一 = 二 (nw? 一 3w+2) 个 . 
72 一 31 十 2 


其 商 是 47 一 2 
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故 选 (DD). 
11.10 ”考查 下 面 数 字 三 角形 阵 , 其 中 数 阵 里 面 的 每 个 数 都 是 它 


上 一 行 与 之 相 邻 两 数字 和 ， 


本 要 和 


设 fn) 为 数 阵 第 2 行 所 有 数字 和 . 则 f(100) 被 100 除 后 的 余数 是 
(A) 12. (B) 30. (C) 50. (D) 62. (E) 74. 
~ (第 46 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1995 年 ) 
[ 解 ] 将 上 面 数 阵 稍 作 变形 (两 边 加 数字 1): 


和 


利用 数学 归纳 法 可 以 证 明 : 上 面 数 表 中 行 数字 和 F(n) = 2*. 


这 样 Fa)= F(n)—-2= 2*-2. 
.~ f(100) = 2100 - 2. 
而 210 = 272 = 76 (mod 100). 


知 ”了 (100) 除 以 100 后 余 74. 
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理 





-十 各 





高 您 巷 柯 


故 选 (EE). 

11.11 设 (z+a)4= xi+alr ?+ayx +a37+Q4. 若 al+ az 
+ a3 二 64, 则 a 等 于 

(A)—4. (B) 4. (C) -2. (D) 2. 

(中 国 陕西 省 初中 数学 竞赛 ,1997 年 ) 
[ 解 ] 令 z = 1, 则 由 题 设 有 
(1+a) =1+a+a+a3t+as = 65+a4. 

邻 工 二 0， 则 a4 = as. 
.. (1+a)*—a*= 65. 
由 此 可 得 2a + 3a +2a? -32= 0， 


纯 (a — 2)(2a*+7a + 16)=0. 
而 2a*+7Ta+16 关 0， 

.. a=2. 

故 选 (DD). 


11.12 若 (3z+1) = arr+ar+cr+ar +ert+f， 则 
abg+c-eo+e- 的 值 是 
(A) - 32. (B) 32. (C) 1024. (D) - 1024. 
(中 国 陕 西 省 西安 市 初中 数学 竞赛 ,1990 年 ) 
[ 解 】 当 > =-1 时 , 式 右 =-at+tp-c+d-er+ 帮 
a-p+c-d+e-r=-l!3.(-1)+1>= 32. 
故 选 (B). 
11.13 若 (3z 一 1) = az +agze+…+ano 那 么 ay + ac+ 
… + al 等 于 
(A) 0. (B) 1. (C) 64. (D) - 64. (E) 128. 
(第 28 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1977 年 ) 


天 


[ 解 ] 多 项 式 p(x) = > art 的 系数 和 > yau 等 于 p(1), 则 


ar+tag+…+ao=(3:.1-1) = 128. 
故 选 ( 玉 ). 
11.14 设 S=(x-1)i+4(x~-1)3+6(x -1)+4(x -1)+1, 
则 S 等 于 
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(A) (x — 2)1. (B) (x — 1)4. (C) x4. 
(D) (x + 1)4. (E) z++1. 
(第 12 届 美国 高 中 数学 考试 ,1961 年 ) 
[ 解 ] 考虑 二 项 式 展 开 
(a+1)=at+4da +6a +4at+l, 
令 a=x-1， 则 S = x1. 
故 选 (C). 
11.15 ”展开 (x - 2y) 的 所 有 项 的 系数 之 和 为 
(A) 0. (B) 1. (C) 19. (D)-—1. (E) - 19. 
(第 15 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1964 年 ) 
[ 解 ] 因 其 展开 式 为 x,y 的 代数 式 , 当 x = y= 1 时 , 即 为 展开 式 
中 的 诸 系 数 .因而 其 所 有 项 系数 和 为 
(1 -2.1)=(-1) ?=1. 
故 选 (B). 
11.16 ”展开 (x?* 一 2xy + 只 )7, 它 的 系数 之 和 为 
(A) 0. (B) 7. (C) 14. (D) 128. (E) 128“. 
(第 16 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1965 年 ) 
[ 解 ] 由 (x -2xy+y) = [zy = (ry)!, 
在 其 展开 式 中 令 x+ = > = 1 即 为 全 部 系数 和 |. 


而 (1 -1)*=0. 
故 选 (A). 
11.17 设 (1+x+ .xr)”= agtalr+t+ayx 十， 十 az ”为 x 
的 一 恒等式 , 硅 定 义 S= aogtayt+a4t + a , 则 S 等 于 
(A) 27. (B) 2 + 1. (DO 二 于 
3” 3” 二 1 
(D) 7 (E) 5 


(第 17 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1966 年 ) 
[ 解 1] 先 用 x = 1 和 x =-1 分 别 代 入 恒等式 有 : 


(1+1+1)”=3”= aotartat' t+ al t+ a2. 
[1+(-1)+(-1)]"=1"= a0-arta mm — al t+ amn. 
上 两 式 两 边 相 加 有 
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于 潍 


关闭 神往 





37 十 1 = 2a0 十 2a2 十 2a4 十 … 十 202，， 


了 十 了 
即 S = -5 


故 选 (五 ). 
[ 解 2] 因 命 题 对 任意 x 和 7 均 成 立 , 今 考虑 : 
n=1 时 ,1+x+7x = ag+t+arxt+az ,PDPao = a;= 1. 
故 ”ao + az = 2, 则 (B),(C),(D) 不 成 立 ， 
n 二 2 时 , (1+x+x =1+2r+3r +27r + xr', 
知 ao=1， a 二 3，a4= 二 1, 则 ao+tazr+ad=， 
故 (A) 不成立 . 
故 选 (五 ). 
(1+ V1991)l - (1 — VI991)10 
11.18 式 子 -万 表示 的 数 是 
(A) 自然 数 . (B) 整数 但 不 是 自然 数 . 
(C) 有 理 数 但 不 是 整数 . (D) 无 理 数 . 
(第 2 届 “ 希 望 标 ” 全国 数 学 邀请 赛 ,1991 年 ) 
[ 解 ] 注意 到 
(1 + V1991)100 - (1 — V1991)'% 
= 2[ Cioo( V1991)! + Cioo( V1991)3 + + CH V1991)?], 
则 原 式 = 2[ Cloo + Cioo( V1991)? + … + CYo( V1991)] 
= 2(Clo + C3oo . 1991 + … + C0 + 1991%), 
它 是 正 整 数 ， 
故 选 (A). 
11.19 ” 找 出 (15 + vv220)83 + (15 + V220)22 的 十 进 制 表 达 式 中 
的 个 位 数字 是 
(A)0. (B)2.  (C) 3535. (D) 9. (E) 非 以 上 这 些 值 . 
(第 33 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1982 年 ) 
[ 解 ] 设 4d1=at+yb，4d,=a-Vyb, 其 中 a = 15，65 = 220. 
由 二 项 式 定 理 , 有 
di” = Ca VB +t Car ?6b + Ca pbp Yo + Cap? 
+ :+ (Vb)", 
ds” = a”*— Car lyb + Ca 2b — Ca 3bW + Char 4b? + -…, 
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+d = 2(a”"+ Ca" 20 + Cha™ 0 十) 
其 中 , 是 正 整数 .又 因为 a,5b 都 可 以 被 5 整除 ,所 以 我 们 断言 41” 
+ d2” 可 以 被 10 整除 . 
取 n = 19 和 nn = 82, 得 到 
di + d2t?” = 10k1, di + ds = 10k,, 
其 中 | 和 &; 是 正 整数 .将 两 式 相 加 ,合并 后 有 
di3+ad82=10k-(d+d82)， 其 中 有 = ki+k. 


、 5 1 
不 过 dd; = 15- V220 = 一 一 一 一 < 一， 
15+ v2506 ”3 
所 以 ds +ad <1. 


因此 di + 四 = 10k - (dz + d282) 的 个 位 数字 应 是 9. 
故 选 (D). 





光疗 站 总 
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a 


第 十 二 章 复数 


12.1 若 S= ?+ 说", 其 中 i 为 虚数 单位 ,为 整数 ,那么 S 有 可 
能 相 异 值 的 数 日 为 
(A) 1. (B) 2. (C) 3. (D) 4. (E) 大 于 4. 
(第 8 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1957 年 ) 
[ 解 ] 分 四 种 情形 考虑 : 
(1)n = 4k 有 时， S= 1i*+i 关 二 2， 
(2)n = 4k+1l 时 SS = itl + i 4+ = 0; 
(3)n = 4k+2 时 ， S = i412 + 1 (4k+2) 一 一 2; 
(4)n = 4k+3 时 ， S = 13 + = 0. 


故 选 (C). 

12.2 若 i= 一 11, 那么 (1 + 7)” 一 (1 一 2) 等 于 

(A) — 1024. (B) — 10247. (C) 0. 
(D) 1024. (E) 10241i. 


(第 25 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1974 年 ) 
[ 解 ] 因为 并 一 一 1 有 (1+2 = 2i 和 (1 一 1)? 一 ~ 21i. 
而 (+ (2? = [+ -2071, 
因而 (1 + (7) = 27 (-27)" = 0. 


故 选 (C). 
12:3 已 知 坟 = 一 1, 能 使 (x + 7) 成 为 整数 的 的 个 数 是 
(A) 0. (B) 1. (C) 2. (D) 3. (E) 4. 


(第 31 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1980 年 ) 
[ 解 ] 因为 关 =- 1， 故 有 
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(+i4= 4 一 6n2+1T+10423 -47)， 
当月 仅 当 4m3 -4n = 0 时 上 式 是 实数 . 
解 得 n = 0,1, 一 1. 所 以 能 使 (n++ i)4 是 实数 的 只 有 三 个 值 ,并 
和 且 此 时 (nn 二 让 1 一 n4-6n* + 1 是 一 个 整数 . 
改选 (万 ) 
.8 nt 
12.4 当 久 取 1,2,…,100 时 ， | (22 2 十 1 可 取 不 同 值 
的 个 数 是 
(A) 8 个 . (B) 6 个 . - (C) 4 个 . (D) 2 个 . 
'， 《中国 上 海 市 高 中 数学 竞赛 ,1985 年 ) 


[ 解 ] | (Bi) + = |) 
= |(— iv) + 1 = (w+ 1)” 
= (~ w)", 
其 中 己 为 1+x+x = 0 的 根 久 = 一 广 + 写 
这 样 “(一 w)” 当 nn = 1,2,…,100 时 可 取 土 1, + w, 十 w* 共 6 个 
不 同 值 . 








故 选 (B). 

12.5 ”在 ow 是 方程 x*”= 1 的 一 个 虚 根 ,那么 乘积 (1 -w+ wr”) 
(1 + w 一 w“) 等 于 

(A) 4. (B) w. (C) 2. (D) wr’. (E) 1. 


z (第 22 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1971 年 ) 
[ 解 ] 将 给 定 的 方程 xz? -1 = 0 因 式 分 解 ,得 到 
(x 一 1)(x° 十 民 十 1) = 0. 
其 虚 根 满足 w+w+t+l1=0， 和 有 w=1. 
因此 1l+w =-w, l1+w=—w. 
(1 -w+w)(l+w-— w) = (2w)(— 2w*) = 4w = 4. 
故 选 (A). 
12.6 ” 设 非 零 复 数 xz,y 满足 x ++ xy + yw = 0, 则 代数 式 
1990 1990 
(Es) 1+) 
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淮 泪 


i 十 浅 





at 


(A) 2 1989. (B)—1. (C) 1. (D) 以 上 答案 都 不 对 . 
《中国 高 中 数学 联赛 ,1990 年 ) 
[ 解 ] 令 y = wr，w 关 1， 代 人 已 知 条 件 得 1+ w+ ow2 = 0. 因 
而 (1 -w+ w+ wr) 二 0, 有 w= [. 


1 1990 1] + 1990 
厚 式 二 (1 + w)i% 十 LI 10 一 (一 ww ) 1%0 
1 + woe3+l ]+w 
一 2x(3x663tD) 2 1. 
故 选 (B). 
12'7 ”如 采 6 是 满足 下 列 条 件 的 一 个 常数 ,0 < 0< x, 且 + 一 


= 2cosb .那么 对 每 一 个 正 整数 n， 代数 式 zx + 革 等 于 


(A) 2cos2. (B) 22cosb . (C) 2cos"l. 
(D) 2coszz2. (E) 2"cos"0. 
(第 32 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1981 年 ) 
[ 解 ] 由 题 设 x + 二 = 2cosg 则 有 
2 


XxX” —2rc050+1 = 0. 
解 得 ”z= cos06 + Vecos0 -1 = cos0+ isinb(= et:®). 
由 德 . 莫 弗 公式 x” = cosn0 + isinn9(= et:i%)， 


而 二 二 三 二 = cosng + isinng(= e'’™), 
则 ”十 = (cosn + isinng) + (cosnb + isinnb) 
= 2cos720 . 
故 选 (DD). 


12.8。 设 a,b,c 均 为 非 堆 复数 , 目 和 = 蕊 = <, 则 2 土生 = 的 


6 

值 为 (其 中 =- 二 + 号) 

(1 (Bio (Ol,ow,w. (D1,-w,-w. 
(中 国 高 中 数学 联赛 ,1991 年 ) 


[ 解 ] 令 全 = 了 = 三 = 则 a= b= oar 
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由 a 关 0, 知 13 = 1, 因此, 1 = 1, w, w”. 


利用 比例 性 质 , 知 


2 
式 ct 二 ct 一 rc fi< 十 zt 一] 
原 2 
ct — ct+i+e 1 一 ++l1 


+) (+) 
故 当 + = 1,w , w 时 , 原 式 分 别 取 1，w，w”. 
故 选 (C). 
12.9 着 z= 一 y= 一 1 3i 其 中 这 =-1. 则 下 式 中 
不 对 的 式 子 是 


(Vr ty Tl (B)x’+y =-1. 
(C) 过 ”十 人 一 一 了 . (D) x!! + yl 一 一 |. 
(E) ri 十 yD 三 一 1. 


(第 36 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1985 年 ) 
[ 解 ] 将 题 设 x,y 化 为 三 角 肾 数 式 有 
ll1x .7r .7r 


二 = sin 4 十 iCOS 6 ， Yy 二 sn 6 十 ?COS 6 
由 Xx I+y 


一 (sin 之 x + 1COS Sb )+ (sn 人 x+ 1COS 人 


二 [sin (16 于)+ sin (10 x) | 


= 2. 
故 选 (C). 
V3 


12.10 若 x = 上 3 其 中 i 二 V1, 那 么 | 等 于 
2 XxX x 


(A) -2. (B)-1. (Ol+t+ivy3. (D)1. (EE)2. 
(第 23 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1972 年 ) 





[ 解 ] 由 x 一 zx 
(1 i/3) (1 -iV3) 


1 
4 
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举 pm 
1 十 入 





3 入 党 


1 . 1 . 
二 了 -2-23) -了 (1L- i V3) 
一 一 1 ， 
因此 所 求 x“ 一 的 倒数 还 是 -~ 工 . 
故 选 (B). 


12.11 车 为 4 的 倍数 ,i 为 虚数 单位 , 则 和 S = 1+2i+32? 


+ 十 (nn 十 1)2? 等 于 


(A) 1+i. (B) (n+2). 
(C) (n+2- ni). (D) [a + Di)+2]. 


1 
(E)—(n*+8— 4ni). 
8 
(第 15 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1964 年 ) 


[ 解 ] 考虑 S-iS=》X- (n+1)2*1, 即 
二 


= 人 0 





_ n+l] 
(1—1i)S= | 一 —- (n+1)2=1-(n+1)i, 


1 
注意 x 是 4 的 倍数 , 故 ”= 1. 则 
S= 1 + 一 (n+ 2 ni). 
故 选 (C). 
12.12 车 i = 一 1, 那么 和 S = cos45” + icos135° + … 
icos(45 + 907) + … + i 和 cos3645° 等 于 
(A) 2. (B) — 10 V5i. (0) 2 


(D) O021 -207). (E) PC21 + 207) 


(第 28 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1977 年 ) 


了 ， 7 是 偶数 ， 
[ 解 j 因为 icos(45 十 90n) 一 


一 了 ， n 是 奇数 . 
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@ 一 Uitte + 1 一 i+1) 


41 项 


故 选 (万 ). 
12.13 “对 于 任意 的 复数 凤 = a+ bi,|w| 被 定义 为 实数 


Va +5*. 如 果 ww = cos40 + isin40" ,那么 
| tw + 2x02 二 3r3 十 … 十 9x 1-1 等 于 


(A) 二 sin40 B 癌 sn20" (C) 襄 cos40*， 
(D ) cos20"， (FE) 非 以 上 的 值 . 


(第 35 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1984 年 ) 
[ 解 ] 由 题 设 知 1w |= 1, 且 40" = 3 ,用 此 ww 是 一 个 9 次 单 
位 根 . 而 对 于 更 一 般 的 次 单位 根 ,n > ,我 们 设 


$s = tw +2 + + pe", OD 
用 w 乘 方 程 的 两 边 ,得 到 

sw = tw + 2 + 十 nwtl. OO) 
中 -外 有 


s(1 ze) ) 一 TE) 十 0 十 3 十 。，， 十 er nmt ， 
站 + 上 


因为 nn >>1, 所 以 包 关 1, 则 (1 -ww) = wl nw 


而 Tw 一 1 ， 斯 以 s(1— ww ) 一 一 7 ， 则 
二 _ww-1 日 l ww 


5 nw Is|l 


又 因为 1 和 也 是 单位 圆 上 相 邻 的 两 个 顶 顶点 ,所 以 1w 一 1 1 是 单位 
圆 中 内 接 正 ?2 边 形 的 边 长 ,所 以 它 的 长 度 为 2sin 二 ) 











即 1s 1 = = 和 sin 
72 
-2 4 ign 22, 
因此 ,着 n>1,H w = cos 人 + isiN 
则 | w+ 2 +3r3 + + nw 171 一 sin 亚 ， 
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举 ) 


tl 





举人 沉 区 何 


当 呈 = 9 时 ,ao+2a2+3ua+…+9u1= = 订 sin207 


故 选 (B). 
12.14 已 知 复 数列 1 a) 的 通 项 为 


Ce) 
则 | ay, -=- all 等 于 
() 呈 (B) 72. (C)1. (D) 2. 
(中 国 江 苏 省 苏州 市 高 中 数学 竞赛 ,1993 年 ) 
[ 解 ] 先 证 明 | a, j= vn + 1, 用 数学 归纳 法 . 
(1)n=1 时 ,1 ai11=11+i1= VI+1, 结 论 成 立 . 
(2) 假设 n= 名 时 , | a 1= Vk+1 成 立 . 则 当 n = 上 +1 时 ， 


1 1 
a (1+ A) ta Vt = Vk+2., 


于 怎 ， 对 所 有 nN,|la,l= vn+l1. 





| dgp+l1 | = 

















| ay 一 Gatl | 
= 一 1 十 ) 

Uy of n+1] 
一 一 C 

万 

-ia 11 一 一 一 

J 
= vn+l: ! 

vn+l 


故 选 (C). 

12.15 疫 ,ws4 为 复数 ,1 4 1 到 1, 关 于 = 的 方程 -As = 
有 下 面 四 个 结论 

T .z= 吉 + 名 是 这 个 方程 的 解 ; 

HL. 这 个 方程 只 有 一 个 解 ，; 

下 .这 个 方程 有 了 两 个 解 ; 

R .这 个 方程 有 无 穷 多 解 . 
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(A) 只 有 工 和 开 是 正确 的 . (B) 只 有 了 工 和 下 是 正确 的 . 


(C) 只 有 工 和 是 正确 的 . (D) 以 上 (A),(B),(C) 都 不 正确 . 


(中 国 高 中 数学 联赛 ,1985 年 ) 
[ 解 ] 由 =- )z = tw , 可 得 
z—-Az=w,B 妈 DB xz-Az= ww, 由 





及 A(z 一 Az)= hw， 即 A-:z--|Al2.z= Aw, (2 


列 命 


QDD+ 人 名 得 (1 一 141”) z 二 和。，z 十 也， 

由 题 设 1 4 夭 1， 即 1-iA|* 关 0. 

所 以 = = 产业 的 是 方程 的 惟一 解 

故 选 (A). 

12.16 ”如 果 复 数 满足 z+| z1= 2+ 8i 则 |x1? 等 于 





(A) 68. (B) 100. (C) 169. (D) 208. (E) 289. 


(第 39 届 美 国 离 中 数学 考试 ,1988 年 ) 
[ 解 ] 设 z = r(cosg + isin9), 则 题 设 方程 化 为 


rcos + irsin0 + r= 2+81, 


recost + r= 2, OD 
rsing = 8， ©@) 
由 人 b 有 rcos = 2 一 7 了， 四 
O + OO: r=64+4-4r+r， 即 r= 17, 
|z1*= r= 17 = 289. 


故 选 (E). 


12.17 ”关于 复数 z 的 方程 10z? 一 3iz -有 &= 0, 其 中 六 = 一 1, 下 
5 题 中 正确 的 是 


(A) 对 一 切 正 实数 ,两 个 根 都 是 纯 虚 数 . 
(B) 对 一 切 负 实数 ,两 个 根 都 是 纯 虚 数 . 
(C) 对 一 切 纯 虚数 ,两 个 根 都 是 有 理 数 . 
(D) 对 一 切 纯 虚 数 & ,两 个 根 都 是 无 理 数 . 
(E) 对 一 切 复数 上 ,没有 一 个 根 是 实数 . 
(第 44 届 美 国 离 中 数学 考试 ,1993 年 ) 
[ 解 ] 利用 二 次 方程 求 根 公 式 , 得 
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准 澡 


1 十 和 浅 





先 

树 

题 

卷 
为 
则 
则 





= 判别 式 A = 9+40k. 
= 1], 则 A = 31, 所 以 (A) 不 对 . 


若 
- 善 有 是 一 个 负数 , 则 A 是 一 个 负 实 数 ,所 以 (B) 正确 . 
车 上 


= 71 则 4A=-9+40i=16+40i-253= (4+5Si) ,两 个 根 
+ 全 1- 二 -十 ; 所 以 (C) 和 (D) 都 不 对 . 


5 
若 率 = 0 则 根 是 0 和 襄 i 所 以 (E) 也 不 对 . 
因此 只 有 ( 吾 ) 对 . 
故 选 (B). 
12.18 令 7= VV-1. 则 xz? 一 xz = 5 一 5i 的 根 的 实 部 的 屠 积 是 
(A) -25. (BB)-6. (CO)-5. (D) 本 (E) 25. 


(第 43 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1992 年 ) 
[ 解 ] 由 设 有 近 :- -SS+5Si = 0, 记 其 两 根 分 别 为 
Z1 = XI1+ y1?, 2 二 2 十 y27， 


之 ] 十 &%2 二 1 = (x1 + x2) + (yl + y2)i, 








Xj+x> > 二 1， OD 

yi1+y2=0. 2 
X iz2 Si- 5= (rr yy2) + (riy2 + x2y1)i, 

X17X2 — y132 三 一 3， G) 

TI1y2 + T231 = 9. (4) 
由 旬 , 由 式 有 (x ~ x2)ys = 5， ©) 
由 多, 加 式 有 zxixz2+ ys = 一 5. © 
人 XX (zr1 + x2)” = (x1 — x2) + 4x172, 

- 全 -20 - 4， 


4y3+21y 一 25 = 0， 得 ”学 = 1( 已 舍 负 值 ). 
由 电 有 xix;=-5-y =~56. 
故 选 (B). 
12:19 若 atbi(5 关 0) 是 方程 x + gr +r = 0 的 虚 根 ,其 中 4， 


b,q 和 vr 是 实数 .那么 用 a ,5b 表示 为 
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(A) c++ 2 (B) 2a2 = 6b*. (C) 62 — a?. 


(D) 6* — 2a”. (E) 0 一 3a°. 
(第 23 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1972 年 ) 
[ 解 1] 设 已 知 方程 的 第 三 个 根 是 ;. 由 题 设 知 ( 据 韦 达 定理 ) 根 的 


和 是 零 , 即 2a +s=0, 得 =-2a. 


Bh 


又 由 韦 达 定理 有 
(a+bi)(a— bi)+(at+bi)st+ (a— bi)s = 09， 


(a +6) + a(—2a)+ bi(-2a)+a(-2a)— bi(- 2a) 
=6b*—3a = gq. 
故 选 ( 玉 ). 


[ 解 2] 设 a=at+6bi, 则 a&a = a 一 65i. 由 设 有 


第 
et+ggtr=0,， 和 且 WW+gatr=0. + 
两 式 相 减 可 有 a3 -w+olae-a)=0. 生计 
3 一 3 数 
即 有 -gg= 人 =o+t+aate= (a +R)+ad 
Ra 


= {2a — 260) + (a?+ 6) = 3a2 一 02. 
故 选 (五 ). 
12.20 ”假设 z = a + bi 是 多 项 式 方程 


c4z + ic3g + cz + icyz + c=0 


的 一 个 解 , 其 中 COsC13C29 C3 0 和 5 都 是 实 常 数 , 且 i 一 一 1 .那么 下 列 
数 中 是 此 方程 的 一 个 解 的 是 


即 


(A)—a— bi. (B)a— bi. (C)—a+ obi. 
(D) b+ ai. (E) 以 上 值 都 不 是 . 

(第 33 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1982 年 ) 
[ 解 】 我 们 先 将 方程 两 边 取 共 思 有 


0= cyszt+ ic3z + czg&2 + iciz + co 
_ _) 
0 = Ca 一 ic3e + c2% ~ ic2Z+ C0 
_ _\2 . _ 
= c4(— z) 十 zc 一 过 十 ca(— ZZ) “+ ic2(— ZZ) 十 C0. 


这 就 说 明 - x =- a + 4bi 也 是 原 方程 的 根 . 
故 选 (C). 


12.21 设 a,5b,c,d 是 实数 .假定 方程 z+ + az3 + bz*?+cz+d = 


世界 数学 奥林匹克 解 题 大 辞典 381 





入 这 


0 的 所 有 根 都 在 复 平 面 上 以 0 + 0i 为 中 心 ,半径 为 1 的 贺 上 , 则 这 些 根 
的 倒数 和 一 定 是 
(A) a. (B) 6. (C) c. (D) — a. (E)— 56. 
(第 38 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1987 年 ) 
[ 解 ] 由 题 设 知 方程 为 实 系数 ,上 且 其 根 均 在 单位 圆 上 ( 复 平 面 )， 
即 其 四 根 | zi 1=|z21=|{ zxz31=|xz4il=1. 
又 实 系 数 方程 , 复 根 以 共 斩 方 式 出现 , 无 妨 设 x = zj， z4 二 >3， 


、 ] 1 .、 、 1 之 
这 样 =; = 一 ， 2Z3 二 这 只 须 注意 到 二 = 过 = 于 = = 


4 
即 可 ， 
这 即 是 说 : 若 = 是 题 设 方程 的 根 , 则 二 亦 为 题 设 方程 的 根 .这 样 


d=1, a=e. 
由 韦 达 定理 知 : 


之 ] 之 2 之 3 之 4 一 d,， 


和 1 之 22Z3 十 L234 十 LI3Z4T1 + KZ42122 二 一 C， 
ZITITI 十 TILIT4 十 LI3LaT1 十 Za 
所 以 i,1li 1 _ 2 2 X324 3Z4 之 1 4 之 1 之 2 
之 ] 习 2 之 3 之 4 之 ] 之 2 之 3 之 首 
-cc 
-— 了 一 1 = cc 4 
故 选 (DD). 


12*22 ” 设 复 平面 上 单位 贺 内 接 正 20 边 形 的 20 个 顶点 所 对 应 的 
复数 依次 为 =l, zz2，…z20. 则 复数 z195 ,3925 ,zx 双 5 所 对 应 的 不 同 
的 点 的 个 数 是 

(A) 4. (B) 5. (C) 10. (D) 20. 

| (中 国 高 中 数学 联赛 ,1995 年 ) 
[ 解 | 设 zi = cosg + isin6, 则 
zh = (coOsO 十 isinb)[ cos 2(k — Dx T+ isin 2 1 *]， 


由 1995 = 20x99+15， 得 


gk~1 
zl) ~ (cos19950 + i1siN199508) (es 这 十 isin 2 ) 
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= (cos19950 + isin19956)(— 7)* 1, k= 1,2,.…,20. 
显然 上 式 共 有 四 个 不 同 的 值 . 
故 选 (A). 
12.23 ”如 果 方 程 zf = - 64 的 6 个 根 都 写成 a + 6bi 的 形式 ,a ,pb 
都 是 实数 ,那么 实 部 a > 0 的 那些 根 的 乘积 是 
(A)— 2. (B) 0. (C) 21. (D) 4. (E) 16. 
(第 41 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1990 年 ) 
[ 解 ] 由 64 = 2°, 则 题 设 方程 可 化 为 ”x = -26， 
这 样 其 6 个 根 均 分 布 在 半径 为 2, 圆 心 在 O 点 的 圆 上 (注意 其 一 根 
为 27). 
显然 ,对 于 复 根 >;, z6, 其 实 部 大 于 0. y 


又 zs = 2| cos(- 亚 )+isn(- 玛 )] x 


41 十 加 






六 yar 


目 zo6= V3+i, 
则 zs: zo = (V3 i)(Y3+i)= 4. 
帮 选 (万 ). 
12.24 ”考虑 下 列 各 式 : 
(I)vVa’+6b=0; (lI) Va*+b*= ab; 
(MM) Mar+6b =at+b; (N) Var+b=a-b. 
其 中 a ,2 表示 实数 或 虚数 , 除 a = 0 及 5 = 0 外 尚 有 其 他 解 的 式 为 
CA) (CI),(H), (LH),(N). (8B) 仅 (I ), (HH),(N). 





(C) 仅 ( I ), (HH),(N). (D) 仅 ( 正 ),(K ). 
(E) 仅 ( 工 ). 
(第 17 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1966 年 ) 
[ 解 ] 注意 到 对 于 实数 a > 1 而 言 , 当 5 = ai， st 0, 0 
时 ,它们 分 别 满足 方程 ( 工 ), (了 [), (上 ),(N). 
由 a 的 任意 性 (a > 1) , 则 原 诸 方程 均 有 无 穷 多 解 . 
故 选 (A). 
12.25 设 > 为 复数 ,M = {z|(z-— 1)*=|z-11*, 那 么 
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该 应 


数 , 且 此 圆 为 单位 圆 , 则 点 下 的 反 演 点 是 其 中 


的 


(A) WwW = |1 纯 虚数 | . (B) AM = } 实数 上 
(C) j 实数 |C M C | 复数 | (D) M = | 复数 }. 
(中 国 高 中 数学 联赛 ,1986 年 ) 
[ 解 ] 由 (z -1)?=1z-1|?= (zx-~-1)(z-1) 知 
奇 z 一 1 =0, 则 z= 1; 
若 z 一 1 关 0, 则 xz-1= zz-~-1, 有 x = zz, 知 x 为 实数 . 
故 选 (B). 
12.26 ” 友 图 中 的 点 表示 复 平面 上 的 几 个 





(A) A. (B) B. (C) C. 
(D) D. (E) E. 

(第 34 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1983 年 ) 
[ 解 1] 将 下 写成 a + bi. 易 见 ,a,b>>0, 且 a?*+6*>1. 


1 a— bi a ) . 
所 以 这 个 复数 的 实 部 是 正 的 , 虚 部 是 负 的 ; 它 的 模 为 
1 1 
J Va +(-6)* = | 
则 下 的 反 演 点 在 第 四 象限 , 且 在 单位 圆 内 ,那里 仅 有 一 个 C 点 . 
故 选 (C). 
[ 解 2] 对 于 任意 不 为 零 的 复数 z, 如 果 = = re”, 那 么 





二 TT 一 ee! 


因为 下 在 第 一 象限 , 则 它 的 反 演 点 必 在 第 四 象限 ;又 因为 下 的 模 


大 于 1, 则 它 的 反 演 点 的 模 必 小 于 1, 即 在 单位 圆 内 . 


故 选 (C). 
12.27 ”在 复 平面 上 ,四 个 复数 分 别 位 于 一 个 正方 形 的 四 个 项 点, 其 中 


三 个 复数 分 别 是 1 + 2i, 一 2+ i, 和 和 一 1 -~ 2i. 那 么 第 四 个 复数 是 


(A)2+1. (B)2—1i. (C) 1 -21i. 
(D)—1+2i. (E)—2—1i. 
(第 35 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1984 年 ) 
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[ 解 ] 由 题 设 知 ,点 1+ 27 和 点 -1-2; 是 关于 原点 对 称 的 ,并 且 
它们 的 模 ( 即 到 原点 的 距离 ) 都 为 VS . 

所 以 ,坐标 原点 就 是 这 个 正方 形 的 中 心 ,由 此 得 到 第 四 个 项 点 是 
-2 + 关于 原点 的 对 称 点 , 即 2 - :. 

故 选 (B). 

12.28 ”车 A,B 是 锐角 全 ABC 的 两 个 内 角 , 则 复数 

z = (cosB ~ sinA) + i(sinB — cosA) 

在 复 平 面 内 所 对 应 的 点 位 于 

(A) 第 一 象限 . (B) 第 二 象限 . (C) 第 三 象限 . (D) 第 四 象限 . 

(中 国 高 中 数学 联赛 ,1989 年 ) 


区 


[ 解 ] … A+B> 了 了, 则 0< 了 -A<B< 7 


cosB < cos( 了 — A) = sinA, 


日 sinB > sin( 玫 ~ A) = cosA. 

从 而 cosB 一 sinA <0， sinB -cosA > 0. 

知 z 位 于 第 二 象限 . 

故 选 (B). 

12.29 ”如 果 S 是 复 平面 中 使 (3+4i)z 为 实数 的 点 组 成 的 集合 ， 
那么 S 是 一 个 

(A) 直角 三 角形 . (B) 圆 . (C) 双 曲 线 . 

(D) 直线 . (E) 抛物 线 . 


(第 42 届 美国 高 中 数学 考试 ,1991 年 ) 
[ 解 ] 设 z=x+ wi, 由 设 
(3+ 4i)(x + yi) = (3x — 4y)+ (4x + 3y)i 
为 实数 , 则 ”4x + 3y = 0, 它 是 一 条 直线 . 


故 选 (DD). 

12.30 ”集合 S = 1z | argz = aya 为 常数 | 在 复 平面 的 图 形 是 
(A) 射线 argz = 24a. (B) 射线 argz = 一 2a. 

(C) 射线 argz = 一 a. (D) 上 述 答案 都 不 对 . 


(中 国 高 中 数学 联赛 ,1984 年 ) 
[ 解 ] » argx 二 a ,a 为 第 数 ,由 复数 的 幅 角 主 值 范围 可 得 0 & 
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本 


ti! 二 禾 


< 2x. 而 一 a, - 2a 均 不 在 [0,2x) 内 , 故 (B),(C) 不 对 . 
由 已 知 可 设 zx = r(cose + isina ) ， 
故 = r(cosa — isina )， 
且 > 二 |rfeosa - isine)j = 六 (cos2a — isin2a) 
= r*[cos(— 2a) + isin(- 2¢)], 
即 :z 的 幅 角 不 为 2a, 故 (A) 不 对 .所 以 (DD) 对 . 
事实 上 ,集合 S 在 复 平面 的 图 形 , 是 以 原点 为 项 点 与 实 轴 交 角 为 
一 2a 的 射线 ,但 不 能 写 为 射线 argz = 一 20. 
故 选 (DD). 
12.31 ” 设 复 数 z1,z, 在 复 平面 土 的 对 应 点 分 别 为 A,B, 自 | zi 1 
二 4， 4zf 一 2z1z2 二 z$ 二 0， O 〇 为 坐标 原点 , 则 全 OAB 的 面积 为 
(A) 8Y3.  (B)4v3.  (C)6Y3. {(D) 12v3. 
(中 国 高 中 数学 联赛 ,1992 年 ) 
[ 解 1] 由 题 设 有 (zz - z1)* = 一 3z1 , 礁 xz2 一 zl 三 土 V3z1i 


纹 党 第 你 








所 以 平面 上 等 式 两 边 复 数 对 应 的 向 量 互 y Bs 
相 垂直 , 即 OA | AB. | 
因而 SAABO = | OA | .| ABI| 作 Za— Zl 
| 
一 广 “4.4V3 / \ 
文 1 3 

= 8YV3. 0 ” 
故 选 (A). 
[ 解 2] 由 设 有 zx, = (1 土 V3i)xi = 2( 革 十 i) 


= 2(cos60° + zsin60") zi1， 
从 而 ”1 0B 1= 21 OA |. 由 余弦 定理 有 | AB 1= v3 | OA |. 
于 是 ”| AB |= 4Y3.” 则 个 O04B 为 直角 三 角形 . 


所 以 S= 寺 |10A1.|10B|= 8y5. 


2 
故 选 (4). 
12.32 设 >xl==-- 工 +1， z2 二 2 十 57, 复数 > 满足 |z- zi|- 
| z 一 z2 1 二 5. 则 表示 复数 z 的 点 的 轨迹 是 
(A) 双 曲 线 . z (B) 双 曲 线 一 支 . 
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(C) 一 条 直线 . (D) 一 条 射线 . 
(中 国 湖北 省 黄冈 地 区 高 中 数学 竞赛 ,1989 年 ) 
[ 解 ] 因为 | zi1 -zxz21=1-3-4i| 
= V3 +4=5, 
而 |z— zi1|l-lz—-2z21|=5 
表示 到 Z| 和 到 2 距离 差 等 于 $ 的 点 集 , 它 表示 以 2， 
为 端点 的 射线 (斜率 与 过 2Z1 ,2, 的 直线 斜率 同 ) ,如 图 . 
故 选 (D). 
12.33 ”如 果 |xz1=1，9 是 z 的 幅 角 ,那么 当 z 变 化 时 ,p = x? 
+ 2zcos6 在 复 平面 上 对 应 点 的 图 像 是 
(A) 圆 . (B) 双 曲 线 . 
(C) 抛物 线 . (D) 两 条 相交 直线 . 
(中 国 江苏 省 苏州 市 高 中 数学 竞赛 ,1990 年 ) 
[ 解 】 由 题 设 | xz 1= 1, 故 设 x = cosg + ising(0 扫 9<2r)， 
则 pp = z+ 2zcos0 = (cos20 + isin20) + 2(cos20 + isingcosg) 
= (cos20 + 2cos0) + i(sin20 + 2singcosg ) 
= (2c0s20 + 1) + i(2sin20), 
此 为 圆心 在 (- 1,0), 半 径 为 2 的 圆 . 





故 选 (A). 

12.34 ” 设 m,n 为 非 零 实数 ,i 为 虚数 单位 ,z EC , 则 方程 
[z+nil+lz—-mil=n, 中 

与 [z+nil-|lz— mil|=—m. © 


在 同一 复 平面 内 的 图 形 ( 下 ,FF, 是 焦点 ) 是 





(C) (D) 
(中 国 高 中 数学 联赛 ,1993 年 ) 
[ 解 ] 依 题 意 ,@ 表示 以 Fi(0, 一 nn),F,(0,m) 为 焦点 的 椭圆 . 
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1 十 浴 





该 桩 


@ 表示 以 Fi(0, 一 1),F,(0,n1) 为 焦点 的 双 曲 线 的 一 文 . 
从 加 和 Vn >>0 以 及 n= z+t+nilt+jz-mil 守 | n+ ml|. 
故 mx 之 0; 再 从 ( 即 得 

[z+nil-|z—-ni|=-m<n. (3) 

于 是 Fl, F; 的 位 置 只 可 能 是 (B) 或 (D). 
再 从 @ 可 知 双 曲线 上 的 点 离 Fs 较 近 . 故 情 形 如 (B) 所 示 . 
故 选 (B). 
12.35 ” 寿 两 集合 


M= zlz=—t +iltt 


1 47 7 » tt€ER, tz¥-1, tz#¥0|, 


N = |z|xz= v2[cos(arcsint ) + icos(arccost)],t € R, |i1|<<1|, 
则 M nN 中 元 素 的 个 数 为 
(A) 0. (B) 1. (C) 2. (D) 4. 
(中 国 高 中 数学 联赛 ,1989 年 ) 
[ 解 ] 在 直角 坐标 系 中 ,集合 M 和 NN 的 元 素 分 别 是 曲线 














i 
1+rf 
RAT: | (1: ER, 1 关 0，: 关 - 1)， 
1+fr 
yy 一 
[DT 2 
N 全 2(1 一) (1:€E R, |i1l<1) 
y = V21. 
上 的 点 .将 M,N 的 上 述 参 数 方程 化 为 普通 方程 得 


M: xy= 1(x 关 1,x 关 0)， 
N: r+y =2 (0<r 人 rR). 


于 是 曲线 M 和 NN 交点 横 坐 标 应 满足 方程 x* + = 2, 解 得 


过 三 土工 . 
但 土 1 (0,1) U (1,Y2), 即 有 MIN= 
故 选 ( A). 
12.36 ”在 复 平面 上 ,曲线 z+ + = = 1 与 圆周 | > | = 1 的 交点 的 个 数 是 
(A) 0. (B) 1. (C) 2. (D) 3. 


《中 国 江苏 省 苏州 市 高 中 数学 竞赛 ,1993 年 ) 
[ 解 ] 由 1>z1=1 知 zx= cos0+ isin0(0 过 9 之 27x). 代 入 
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得 1] + cos30 + zsin30 = cosg — isin0. 


再 由 复数 相等 的 定义 得 
1 + cos30 = cos0， sin30 = 一 Sin0. 
所 以 1 = ceos230 + sin230 
= (cos0 一 1 +( -sing) 
= 2 一 2cos0， 


如 cosg = 而 ,8 等 于 到 或 27 一 人 3 ,但 都 不 适合 1 + cos30 = cos0. 
所 以 曲线 xz4 + x = 1 与 圆周 | z |= 1 没有 交点 . 
故 选 (4A). 


12.37 今 7 二 V 一 1 ,复数 序列 之 | 一 0,， 好 之 l 时 ， ntl 一 


之 十 i. 则 在 复 平 面 内 zj 的 模 是 
(A)1. BY. (OV. (D) viI0. (EE) v25. 
(第 43 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1992 年 ) 
[ 解 ] 由 设 = = z+ i, 则 有 


zl = 0， ZzZ2 一 了， zy 二 一 下 + 工 ， 
4 三 一 zs 三 一 十 工 ， zp 三 一 1， 
所 以 2&+ITI 关 3 上 时， zi 三 一 1+ 1 
因而 | zl=lI-1+il=v2. 


故 选 (B). 
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a 


第 十 三 章 ”最 大 与 最 小 (机 大 与 机 小 ) 


第 1 市 ”代数 函数 中 的 极 (最 ) 值 


13*:1 下 列 各 数 中 最 小 的 正 数 是 


(A) 10 -~ 3 v11. (B) 3 V11 - 10. 
(C) 18 - 5 v13. (D) 51 - 10 v26. 


(E) 10 V26 - 51. 
(第 34 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1983 年 ) 
[ 解 ] 注意 到 下 面 的 事实 ; 即 荐 mm > n >0, 则 Vm > vn > 0. 
由 10 = 100 > 99 = (3 V11)*,， 18? = 324 < 325 = (5 V13)?, 
51? = 2601 > 2600 = (10 v26)’, 
的 





_ -1 ~ l 
又 由 a -8 = ,有 10-3vVil nr3 /HY 26 
_ _ ~ 
而 51 -10 v26 = 0 102 
显然 10 -3 V1l > 51 - 10 26， 
故 选 ( 疡 ). 
13.2 下列 数 中 最 大 的 数 是 
(A) 1. (B) v29 — V21. (C) 机 
6 
D) 5.1. V0.0361. -一 -一 . 
(D) (E) + 万 


(中 国 部 分 和 省、 市 初中 数学 通讯 赛 ,1986 年 ) 
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[ 解 ] …  V29 > 5， "41>4 ‘, V29+ V21 > 9. 


让 V29 - V21 = <1 
- 声 + 而 V21 
A < 3.142,， 了 FI <1. 
V0.0361 = 0.19, .. S$S.1.: v0.036l1 <1. 


(VI3+v7)* = 20+2 V91 > 20+2.8= 36= 6, 





6 
/B+ 
故 选 (A). 
13.3 若 a,c,d 是 整数 ， 8 是 正 整数 , 且 满 足 a + = c， 
pp+c=d，c+d=a. 那 么 e+zp+c+ 过 的 最 大 值 是 
(A)—1. (B)—5. (C) 0. (D) 1. 
(中 国 初 中 数学 联赛 ,1991 年 ) 
[ 解 ] a+b=c 与 [+d =a 相 加 ,得 a+5+c+d=a+itc. 
所 以 5+t+d=0, 即 5=-4d. 代 人 5+c=d, 得 c = 24. 
所 以 a=c+d=2d+d=3ad. 
大 at+bt+ct+d=a+c=3d+2d= 5d=-—56. 
因为 5 是 正 整数 ， 2 的 最 小 值 为 1. 
所 以 a +6b+c+4d 的 最 大 值 为 -5. 
故 选 (B). 
13.4 已 知 a,5,c,d 是 整数 ,上 且 c<<208，p<3c，c<<4d. 如 
果 4d < 100， 那么 a 的 最 大 值 是 
(A) 2367. (B) 2375. (C) 2391. (DD) 2399. (E) 2400. 
(第 40 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1989 年 ) 
[ 解 ] 由 题 设 a,b,c,d 是 整数 , 则 有 
~ a26-1, bb 二 3c-1,， cc 三 4d-1,， ad 太 99, 
所 以 a2(3c-1)-12[3(4d -1)-1]}-1 
213[4: (99)-1]-1i:-1 
即 2 委 2367， 则 a 的 最 大 值 是 2367. 
故 选 (A). 
13:5 设 a,b,c,d 均 为 整数 , 且 关 于 x 的 四 个 方程 
(a —26)x = 1, (5b — 3c)r = 1, 


; 
大 
和 
i 
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红 这 第 祭 


(c ~ 4d)r=1, x+100=d, 
的 根 都 是 正 数 . 则 a 可 能 取得 的 最 小 值 是 
(A) 2433. (B) 2425. (C) 2401. (D) 2400. 
(中 国 广 州 \ 武 汉 、 福 州 等 五 市 初中 数学 联赛 ,1990 年 ) 
[ 解 1 由 题 设 有 
1 





>0 








4 <0 4a- 26 > 0， 
| 

pa >0 wm Ls-3c>0, 
| [> 

cad > 0 d > 100. 

d -100 >0. 


由 设 a ,5 ,c,d 均 为 整数 , 知 4 至 少 为 101. 

又 cc>4ad 之 4:101 = 404, 则 c 至 少 为 405. 

而 65 >>3c 之 3:405 = 1215, 则 2 至 少 为 1216. 

再 a > 26 之 2.1216 = 2432, 则 a 至 少 为 2433. 

故 选 (A). 

13.6 设 zzayz3 xzo 均 为 正 整数 , 且 zi < ra 区 < xo， 
Zi+xzz+…+yxo=220. 则 当 zr+xz+…+x5s 的 值 最 大 时 ,ze 一: 
的 最 小 值 是 

(A) 8. (B) 9. (C) 10. (D) 11. 

(中 国 初中 数学 联赛 ,1992 年 ) 

[ 解 1] (1) 先 证 zy + x 十 … 十 xs 之 110. 用 反 证 法 . 

设 xl+xzr +…+x>110， 则 xe + x7 + xg + xo < 110, 

而 x7 宇 x6+1，xg 守 XxX7+1， ro 之 xg+1， 

故 rT6+ (xot+1)+ (ret+2)+ (xe + 3) 

T+ rT7I+ rg+ To < 110. 


则 6 < He 二 26,X. 6 为 正 整 数 , 从 而 6 < 25. 


这 样 xz 委 24，x4 委 23， 妇 和 过 22， 妆 受 21，xz 二 20. 
而 20 + 21 + 22 + 23 + 24 = 110. 

所 以 zi + x + 3 十 x4+ x sl1l0, 与 前 设 矛盾 ! 

(2) 厂 取 x 一 20， xz;=21,， x3 一 22， xs = 23,， xs = 24， 
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则 zy+zz+…+2z5=110. 


故 当 xi + xy +… + xs 取得 最 大 值 时 ， xi 的 最 大 值 为 20. 
(3) 当 zi+xzo+xz+zi+z = 二 110 时 , 若 取 xzg=26， x7 = 27， 


zs =28，xzo=29， 则 xz6+xz7+xs+xo= 110, 满 足 题 设 . 


故 当 XI1+ X72"'"' 十 Xs 取得 最 大 值 时 ， Tg 的 最 小 值 为 29. 
这 样 当 ri + rz +… + xs 取 最 大 值 时 ,xo - xl 最 小 值 为 9. 
故 选 (B). 
[ 解 2] 由 zxo 守 zg+1 守 Xx7+1… 之 x ++8, 则 

zzo 一 之 8. 


若 zo xi = 8, 则 二 ,zzo 为 公差 是 1 的 等 差 数 列 ,其 和 为 


220, 即 ”9xs = 220， zs 不 是 整数 ,矛盾 1 故 ze - zl 天 8. 


26,， 


有 


从 而 Xz9 一 Xl| 守 9. 
取 x ==20， x2=2i, x3=22, x4=23, xs=24, x6 = 
7 一 27 ， 一 28 ， 9 一 29 时 ， 


2 = 220, 且 xo—-xI = 9. 
于 是 知 Xo9— XI 最 小 值 为 9. 
故 选 (B). . 
13:7 ” 若 实 数 a .bc 满足 ii + 56* + c* = 9, 则 代数 式 (a 一 5)?++ 


(5 一 c)* + (c 一 a)? 的 最 大 值 是 


(A) 27. (B) 18. (C) 15. (D) 12. 
(中 国 初中 数学 联赛 ,1997 年 ) 
[ 解 】 注意 到 代数 式 : 
(a—-6b) +(b6-c) +(c-a) 
= a —2ab+b*+b -2bc+c + -2cat+a’ 
= 3(a* + 6 +e) (ar+6b + ce +2ab + 26c+ 2ca ) 
= 27- (a+b+c) 27. 
故 选 (A). 
13:8 设 了 是 实数 ,yy =|xz 一 11+1 x +11. 下 列 四 个 结论 : 
( 工 ) y 没有 最 小 值 . 
(于) 只 有 一 个 xz 使 y 取 到 最 小 值 . 
( 轩 ) 有 有 限 多 个 x( 不 止 一 个 ) 使 > 取 到 最 小 值 . 
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1 十 各 





闪光 每 计 


(NV) 有 无 穷 多 个 x 使 y 取 到 最 小 值 . 


其 中 正确 的 是 
(A)I. (B) LI. (C) 畦 . (D) NY. 
(中 国 初中 数学 联赛 ,1993 年 ) 
[ 解 】 注意 到 题 设 消 数 与 下 面 易 数 等 价 : y 
2, -1l<zxr<1; 
y 二 | 2 之 ， ZX 三 一 1， 2 
27x， 工 之 1. 1 
显然 ， 2 是 上 面 函数 的 最 小 值 . 同时 ,由 上 式 知 -|5i 
有 无 穷 多 个 z 使 y 取 最 小 值 2. 
故 选 (万 ). 
13:9 1xz-11+|x-21+|x 一 31 的 最 小 值 是 
(A)1. (B)2. (C)3. (D)4. 


(中 国安 徽 省 初中 数学 竞赛 ,1996 年 ) 
[ 解 ] ”如 图 所 示 , 题 设 
1 过 一 LI+IZz 一 21+l rz 一 31 A B Cc P 
可 用 PA + PB + PC 代 之 . 0 1 2 3 x 
易 知 :P 与 B 重合 时 , PA + PB + PC 的 值 最 小 . 
印 1z-1lI+lz-2I+lz-31 的 最 小 值 为 2. 
故 选 (B). 
13:10 设 y=jz-al+ylzr-lsl+lr-a-1S1(0<a<15). 
若 a 委 zz 委 15, 则 >y 的 最 小 值 为 
(A) 30. (B) 25. (C) 15. (D) 7.5. 
(中 国安 徽 省 安庆 等 县 市 初中 数学 竟 赛 ,1990 年 ) 
[ 解 ] 由 题 设 知 
Tr-a 之 0,， rx-15 克 0， -15 达 z+-~-a~15 过 -a<0. 
则 y= (x-a)+(15-x)+(isS+a-zr)=30-z. 
因而 ” 当 x = 15 时 ， yy 取 最 小 值 15. 
故 选 (C). 
13.11 设 f(x)=ijxr-21+lxz-41-12x-61， 其 中 2 之 xz 
<8, 则 f(x) 的 最 大 值 与 最 小 值 的 和 为 
(A)1. (B)2. (C) 4. ，(D) 6. (FE) 不 是 以 上 这 些 值 . 
(第 33 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1982 年 ) 
[ 解 ] 当 2 志 xz 志 3 时 , 1x-21=x-2,1r-41=- (x-4), 
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12x -61=— (27 一 0)， > 


所 以 此 时 人 
f(x)= (x-2)-(r-4)+(2r—6) O12 3 4 F678 


=—4+27,， 
同 理 , 当 3 二 x 夺 4 时 ， 

fz)= (x-2)- (rz—-4)- (2x-6)=8-27, 
当 4 夺 xX 亿 8 时 ， 

f(x)= (xr-2)+(r-4)- (2r-6)=0. 


作 f(xz) 的 图 像 . 
很 容易 看 出 FCz)wax = 2, f(x)mn = 0, 其 和 为 2. 
故 选 (B). 六 
13.12 ”满足 Vn - Vn 一 1 < 0.01 的 最 小 正 整 数 ”是 E 
(A) 2499. (B) 2500. (C) 2501. i 
(D) 10,000. (E) 没有 这 样 的 整数 . 有 
(第 29 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1978 年 ) 站 
小 





[ 解 ] 若 Vi VN-1< 下， 则 





100， 
1 
“nt vn-l= > 10%0. 
注意 到 v2500 + V2499 < 100， 
而 2501 + V2500 > 100, 
则 n = 2501 为 满足 题 设 的 最 小 整数 n. 
故 选 (C). 


13.13 ”下 列 各 数 与 V65 -~ v63 最 接近 的 数 是 
(A) 0.12. (B)0.13. (C}) 0.14. (D}) 0.15. (E) 0.16. 
(第 38 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1987 年 ) 


[ 解 ] 由 V65 -~ V63 = (55 一 63)(V65 + V63) 


V65 + v63 
_ 2 
V65 + V63° 


由 2 V63< v63+ V65<2 V65, 又 V64 = 8, 
显然 ”V63 >7.5, 则 15 < V63+ v65. 
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又 由 at+b>2Vab(la>b>0), 有 2(a+6b)>at+b+2Vab, 


即 V2(a +6) > VvV(va+v6) = Va +Vp6 
故 V63+ V65 < v2(63+65) = 2 .8 = 16， 
因而 1$< V63 + V65 < 16, 则 
0.125 = 不 < V65 - V63 < f= 0.133…， 
故 选 (B). : 
13.14 ” 比 (Y3 + Y2)s 大 的 最 小 整数 是 
(A) 972. (B)971. (〈C) 970. (D)969. (EE) 968. 
《第 26 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1975 年 ) 
[ 解 ] 因为 ac6+8= (cec2+p2)(a4 ~ ab? + 64) 
= (a + b)[(a* + 22)2 -3a2021， 
注意 到 
(V3 + V2)° + (Y3 — Y2)5 
= [(Y3 + 2) + (V3 — V2)°]{[(Y3 + V2)? + (V3 ~ v2)21 
— 3(Y3 + Y2)°(Y3 - Y2)2| 
= 10. (10 - 3) = 970. 
而 v3-v2<1， 故 (Y3- V2)<1. 
则 比 (V3 + V2)s 大 的 最 小 整数 是 970. 
故 选 (C). 
13*:15 在 a >1, 且 令 
p= V1993a ~ V1993a -1， 9 = v1993a -1- Vi993a, 
r= V]1993a - V]1993a +1， = vV1993a +1T - V1993a. 
则 p,q,r,s 中 取 值 最 小 的 一 个 是 
(A) p. (B) gq. (C) r. (D) s. 
(中 国 北 京 市 初中 数学 竞赛 ,1993 年 ) 
[ 解 ] 由 p-g=2vVi993a -2 V1934-1>0, 知 p> vi 
又 rr-s=2 V1993a4 -2 V1993a+1<0, 知 r< 之 sy. 
而 rr-g=2Vi993a- Vi993a+1- Vi993a-1, 
注意 到 (2 V1993a)? = 4. 19934, 
又 (V1993a + 1+ Vi993a 二 于) 


= 2.19934 +2 VvV(1993a)*—1 
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< 4，1993a ， 
则 rr-g>0, 知 r>g. 这 样 p>g,， ss>r>g,， 
故 选 (B). 


13.16 车 0< zx<1 则 巡 ，z， VX， 一 这 四 个 数 中 
(A) 二 最 大 , x? 最 小 (B) z 最 大 , 一 最 小 


(C) x?* 最 大 ,Vx 最 小 . (D) x 最 大 ， x? 最 小 . 
《中国 部 分 省 .市 初中 数学 通讯 赛 ,1987 年 ) 
[ 解 ] 由 题 设 0< zx < 1， 
0< xz <1，0< vv 二 < 1 二 > 1 


又 因为 rz- 达 = xz)>0， 所 以 zr> 2 
Yr-x Vr rv) >0,， 所 以 Vr > zx. 
于 是 。 二 最大, xz? 最 小 
故 选 (4 ). 
13.17 ” 当 a,b 是 两 个 不 相等 的 正 数 时 ,下 列 三 个 代数 式 ，; 
甲 : 人 + 二 )(6+ 了 二) z:(v 瑟 +- 三 ) 
sa a pb 4 : ap 9 
a+p 2 < 
两: ( 2 " T+ ;) 
中 间 , 值 最 大 的 一 个 
(A) 必定 是 甲 . (B) 必定 是 乙 . 
(C) 必定 是 两 . (D) 一 般 并 不 确定 ,而 与 ac， 2 的 取 值 有 关 . 
(中 国 高 中 数学 联赛 ,1982 年 ) 
[ 解 1] 先 比 较 甲 , 乙 两 式 ,由 题 设 


甲 - T2041at b+1), Z = Tap + 2ab + 1). 
ap ap 
由 w+p>2a8, 知 甲 > 乙 .再 比较 甲 , 丙 两 式 , 由 


两 - 甲 =- -= [(a + 6)(ab 4) -4] 
4ab(a 十 bY 
且 由 于 (a + 5)?(ab - 4) -4 的 符号 随 着 a,5 与 4 的 大 小 不 同 而 不 同 . 
帮 甲 与 丙 谁 大 不 确定 . 


人 
与 
‘ 
极 
大 
二 
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故 选 (DD). 
[ 解 2] 在 解法 1 中 ,两 - 甲 的 计算 是 比较 复杂 的 ,可 用 下 述 方法 


佑 计 甲 ,两 : 
取 5 -1 则 甲 =2(a+ 填 )， 两 = (42+ 一 ). 





由 此 可 见 , 当 a 很 大 时 , 甲 224， 两 宅 上 (a +1)? > 地 a a >24 
例如 取 a = 9, 有 甲 < 19, 丙 > 25. 即 此 时 丙 > 甲 . 
又 取 a = 全 ,由 上 式 知 甲 > 10, 丙 过 (1+ 2)2 = 9. 即 此 时 甲 > 
两 .因而 甲 与 两 的 大 小 不 确定 . 


故 选 (DD). 
13.18 若 a <b<c，x<y<z 时 ,下 列 四 个 代数 式 : 
甲 : azr + by + cx. CC: Qz 十 gz 二 cy. 
内 : pr + ay + cx. 本 : ar +cy 二 az， 
中 间 最 大 的 一 个 


(A) 必定 是 甲 .(B) 必定 是 乙 .〈C) 必定 是 丙 . (D) 必定 是 丁 . 
(中 国 上 海 市 初中 数学 竞赛 ,1983 年 ; 
中 国 福建 省 初中 数学 竞赛 ,1984 年 ) 
[ 解 ] 甲 - 乙 = (5b-c)y+t+(c-b)z= (b-c)(y-z)>0, 
. 用 > 乙 ; 
四 -两 =(ae-pb)z+(p-aly= (a-b)(r-y)>0, 
甲 > 两 ; 
内 -本 =(ae-c)y+(c-a)z=(a-cly- >z)>0， 
.. 内 > 本 , 即 甲 > 了 丁 . 
故 选 (4 ). 
13.19 ”在 实 数 w > 8 > c >0. 又 着 设 /1 = V(e+c)2+D2， 
=VvVac+(p+c = va+pi+c 则 乘积 7111;,，111;， 
1313，L2* ，L3 中 最 小 的 一 个 是 
(A) L112,. (B) L143. (C) Ll3. (D) 1,”. (E) 13°. 
(中 国 北京 市 初中 数学 竞赛 ,1983 年 ) 
[ 解 1] 由 a>6b5>c>0, 知 ab > ac > bc， 所 以 


398 世界 数学 奥林匹克 解 题 大 酬 典 





a +2ab +b + >a2+2ac+c2+D2 
> a*+6b*+2bc+ ce, 
即 (at+b) te >(l(atc) + >a+(b+e) >0， 


故 vl(at+b) +ce > vl(atc)Y+b > val+(b+e) >0， 
也 就 是 13> U1>171>0, 则 有 13 > U3> bl> UD > 1 
故 选 (DD). 
[ 解 2] 令 a = 3，6。 = 2，c = 1， 容易 算得 
ll1 = V20, /1, = VI8, /1; = V36, 
显然 ,1 为 乘积 中 最 小 者 . 
故 选 (DD). 
13.20 二 次 函数 y = 一 x*+ 6x 一 7, 当 z 取 什 为 :之 x 过 1+2 
时 ,此 函数 的 最 大 值 为 > 最 = 一 (+ - 3)* + 2, 则 +z 的 取 值 范围 是 
(A) 10. (B)0 达 1 过 3. (C0C) 1 宇 3. (D) 以 上 都 不 对 . 
(中 国 湖北 省 黄冈 地 区 初中 数学 竞赛 ,1991 年 ) 
[ 解 ] 由 设 y=-x*+6x-7=-(x- 3)+2, 
XX tIEt+2H,， yn =- (t—3)+2. 
则 y 在 上 委 工 委 上 +2 时 为 减 函 数 . 
由 前 式 知 , 当 z3 时 ，y=-(z -3)2+2 为 减 函数 . 





，， 1 之 3. 
故 选 (C). 
13.21 已 知 方程 3x* -4x + = 0 有 实 根 , 若 此 方程 的 两 根 之 积 
最 大 , 则 & 值 为 
1 


(A) . (B) . (O) 了， (D) 车. (E) - 3 


(第 14 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1963 年 ) 
[ 解 ] 若 方程 两 根 zi, zx? 之 一 非 正 , 则 它们 的 积 显然 不 是 最 大 . 
又 两 正 数 和 一 定 , 其 积 当 两 数 相等 时 最 大 . 


4 
由 ZI 7Z2 一 卫 ， 
当 .2 _ 4 
TI = 72= 3 时 ， zlz2 = 了 为 最 大 . 


从 而 k= 3rir2= 全 
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将 


故 选 ( 忠 )、 
13.22 方程 x1x1-51x1[1+6 = 0 的 最 大 根 与 最 小 根 的 积 为 
(A) -6. (B)3. (CO)-3. (D6. (CE) -8. 
(中 国 湖北 省 武汉 市 初中 数学 竞赛 ,1985 年 ) 
[ 解 ] 当 zr 之 0 时 ,方程 化 为 x*-5x+6 = 0， 解 得 
TI = 2,， x2 = 3. 


当 x < 之 0, 方程 化 为 -x*+ 5x + 6 = 0, 解 得 


z3 三 一 1]， rz4 = 6( 不 合 前 设 舍 之 ). 
于 是 方程 最 大 根 为 3, 最 小 根 为 - 1, 其 积 得 - 3. 


故 选 (C). 

13.23 ”已 知 方程 (x -19)(x 一 83) = p 有 实 根 r| 和 x,( 其 中 p 为 
实数 ), 则 方程 (x 一 x1)(x 一 7) = 一 pb 的 最 小 实 根 是 

(A) — 19. (B) — 83. (C) 19. (D) 83. (E) 1. 

(中 国 北 京 市 高 中 数学 竞赛 ,1984 年 ;东北 三 省 数学 邀请 赛 ,1989 年 ) 

[ 解 ] 由 题 设 有 (x 一 19)(x -83)- 户 = (rx-r)(r-r), 
即 (x -rr -rr)+p= (ro—-19)(r - 83). 

昂 知 19,83 为 (z 一 ri)(xz 一 rr;) = 一 仅 有 的 两 个 根 . 

故 选 (C). 

13.24 ”如 有 果 a 和 wb 是 正 的 实数 ,并 有 目 方程 xz* + ax + 265 = 0 和 
7X* 十 2br + a = 0 都 有 实 根 ,那么 a+。 最 小 的 正 值 是 

(A) 2. (B) 3. (C) 4. (D) 5. (E) 6. 

(第 35 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1984 年 ) 

[ 解 ] 由 题 中 所 给 的 两 个 方程 均 有 实 根 , 则 判别 式 非 负 ,因此 有 
下 面 的 不 等 式 a*-85 宇 0 和 46*-4a 守 0， 
即 a 之 8b6 和 4b? 之 4a. 

因而 a 之 640’ 之 64a. 

因为 a >0， 得 到 a? 宇 64， 即 4a 守 4. 

又 因为 ”信人 aa， 得 到 5b 守 2. 

父 a = 4 和 6 = 2 也 使 两 方程 都 有 实 根 . 故 a + 5 的 最 小 值 是 6. 

艇 选 (五 ). 

13'25 设 y=(r-a) +f(z-pi ,其 中 ao，8 为 常数 , 当 > 有 
极 小 值 时 , 则 x 等 于 
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(A) 2+8 (B)a+b. (C) Vas. 


2 
(D) NS. (E) SL 
(第 15 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1964 年 ) 
[ 解 ] 由 题 设 有 y = 272 — 2(a + b)r+a’ + 6b. 
故 xz = 4 时， 函数 y 有 极 小 值 
故 选 (A). 
13.26 已 知 1y| 志 1, 且 2x+ y= 1, 则 2x*+16x +3y 的 最 小 
值 是 
(A)19/7. (B)3. (C)277 7. (D)13. 
(中 国 山 西 省 太原 市 初中 数学 竞赛 ,1997 年 ) 
[ 解 ] 由 设 知 一 1 过 y 志 1, 又 2rz+y= 1, 从 而 0 过 zr 过 1. 
又 2r:+16r+3y =2r+16r+3(1- 27r) 
= 14z2 + 4x + 3, 


知 zx-=14z2+4z+3 是 以 < = 让 为 对 称 轴 开口 向 上 的 抛物 
线 , 在 0 过 zz 过 1 区 间 其 最 小 值 是 3. 


十 入 


人 
大 
与 
让 





故 选 (B). : 
13.27 若 x*+ y = 14x + 6y+6,; 则 3x + 4y 的 最 大 值 
(A)72. (B)73. (C)74. (D)75. (E)76. 


(第 47 届 美国 高 中 数学 考试 ,1996 年 ) 
[ 解 ] x*+ y= 14x + 6y+6 可 化 为 
(x —-7)+(y—-3) = 8. 

它 是 一 个 圆心 在 Q(7,3) 半径 为 8 
的 圆 . 

3x +4y = 上 的 方向 如 图 所 示 , 显 然 
在 已 知 圆 内 求 3x + 4y 的 极 大 值 , 系 与 
QQ 相 切 的 直线 切 点 P 处 (直线 3x +4y 
= 上 向 右上 方 移动 时 ,k 值 增 大 ) 实现 . 

而 已 点 坐标 亦 可 由 求 PQ( 与 切线 
甜 直 ) 与 QP 交点 求 得 : 
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人 (1) 


选 
择 (六 -7)+(y 一 3)2 = 8 (2) 
得 z=11S，y=- 9 所， 此 时 (3zx + 4y)mu = 73. 
故 选 (B). 
13.28 ” 若 实 数 x+， y 满 足 条 件 2x* -6r+y=0， 则 zx?+y 
+ 27 的 最 大 值 是 
(A) 14. (B) 15. (C) 16. (D) 无 法 确定 . 


的 两 


即 


(中 国 江 苏 省 初中 数学 竞赛 ,1991 年 ) 
[ 解 ] 由 设 有 v=-2x*+6x， 故 有 
Tt y+2r= rx -2r +6r+2r=-(r-4)+16. 
又 y 宇 0， 有 -2x*+6zx 守 0， 解 得 0 之 rz 世 3. 
则 (x? + y+2r)m = (3-4)+16= 15. 
故 选 (B). 
13.29 已 知 xi，zs 是 方程 
Xx 一 《一 2)x + (kk? 十 3++5) = 0(& 为 实数 ) 
个 实数 根 .zf 十 Xx 的 最 大 值 是 
(A) 19. (B) 18. (C) 5 误 ， (D) 不 存在 . 
(中 国 高 中 数学 联赛 ,1982 年 ) 
[ 解 ] 由 韦 达 定 理 得 
XI + x = (zt+tz)2-2zrz = (hk— 2) — 2k? + 3k+ 5) 
=— (k+5) + 19, 
又 因为 方程 有 两 个 实 根 , 故 
A= (k-2)—4(k*+3k+5)>0, 


3k2+16k+16 达 0 得 -4 过 之 -4 


3 

由 前 式 可 知 , 在 此 范围 内 ,使 x+ zx>* 取得 最 大 值 的 & = - 4, 此 时 
xz + x2 = 18. 

故 选 (B). 

13.:30 ” 孙 数 f(x) = (zx +]1)(x+2)(xz +3)(xz + 4)+35 的 


最 小 值 是 
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即 


(A) 33 言 (B) 34. (C) 34 i (D) 35. 〈E) 59. 


(中 国 江 苏 省 徐州 市 初中 数学 竞赛 ,1985 年 ). 

[ 解 1] 由 设 fx)= [(x+1)(x+4)][(x +2)(x + 3)] + 35 
= (x +S5zrt+4)(x + 5xr+6)+35, 
车 令 x + 5x +4 = 1， 则 上 式 可 化 为 
p(t1) = t(t+2)+35= 1 +2:+35. 

4ac -6b 4.35.1-2_. 
因此 pz) = 4 34. 
当 + = 这 =~1 时 ， 知 rx +Sr+4=—1, 


x +5x+5 二 0 有 实 根 . 

故 选 (B). 
鸭 
大 
与 
上 


i 十 入 


[ 解 2] f(x) = (xz +Sz+4)(z2+Sz +6)+35 
= (z2+Sz+4)[(zz+Sz+4)+2]+35 
= (x*+5x+4) +2(xr +5r+4)+1+34 
= (x + 5x+5)*+34, 

由 (x*+5x+5)? 守 0， 则 rz) = 34 





故 选 (B). 
13.31 函数， =- 工 -全 + 18(x > 0) 的 最 大 值 是 
(A) 24. (B) 18. (C) 12. (D) 2. 


(中 国 广州 .武汉 ,福州 等 五 市 初中 数学 联赛 ,1991 年 ) 
[ 解 ] 由 设 =- (z+ 之 ) + 18， 过 > 0. 


而 zx>0 时 ，7r+ 了 >/ .2 - 
多 区 


则 >y 委 -6+18=12.， 即 yw =12 (x >0 时 ). 

故 选 (C). 

13.32 函数， 人 

(A) 4 本. (B)4 (C0) 3 之 (D) 3. 
(中 国 山东 省 初中 数学 竞赛 ,1993 年 ) 
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[ 解 ] 由 题 设 有 y = 3+ 一 一 一 一 


2 _ 2， 7 1 _3 
(x 十 工 十 1 一 【《 7) +( 3)t1= 才 ， 


-3+4 -4 工 
Ymax 二 了 十 = 43. 


3 
故 选 (4 ). 
13.33 ”如 果 在 区 间 [1,2] 上 ,函数 F(z) = x+ prt+g 与 g(x) 


= x+ 方 在 同一 点 取 相 同 的 最 小 值 , 那 么 , f(x) 在 该 区 间 上 的 最 大 值 
是 





(A)4+ 写 江 + 洒 . (B)4 -并 + 洱 
(CI- 方 江 + 洱 (D) 以 上 答案 都 不 对 . 


(中 国 高 中 数学 联赛 ,1996 年 ) 
[ 解 ] 今 考 虑 在 区 间 [1,2] 上 ， 


1 x 过 1 /i 3;3 
8(7)= T+ I= 过 3 才 = 方 2. 
f(z) 与 g(x) 在 同一 点 上 取 相 等 的 最 小 值 ， 
-如 = 泡 ，4 和 49 人 = 了 沂 ， 


2 
当 到 = 十 , 即 z= 拓 € [1,2) 时 ， 
2 
8g (Xinin 一 V2. 
解 得 p =-2 泡 ，g = 广汽 + 漂 . 
于 是 f(x) = -2 六 z+ 池 没 + 沂 
由 于 -1<2- 闪 ， 
~? f(x)ww = f(2) = 4- 写 江 + 疗 
赦 选 (B). 
.7 2xr+2 
1334 对 于 -4<xz<1, 式 了 ”37 
(A) 没有 极 大 或 极 小 值 . (B) 有 极 小 值 1. 
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(C) 有 极 大 值 1. (D) 有 极 小 值 - 1. 


(E) 有 极 大 值 - 1. 
(第 9 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1958 年 ) 


1 
让 


一 


十 2 


2 一 
[ 解 ] 式 子 变形 为 二 < 了 <= 让 (x 一 1+ 
因 -4<x<l,， 有 -5S<xz-1<0. 


令 := 工 -1 则 t+ 一 


当 ! = 十 ， 即 = 工时 有 极 大 值 
故 -S$S<z<0， 因而 上 =-1 时 原 式 有 极 大 值 - 1. 


故 选 (五 ). 
注 类似 的 问题 如 





1 -十 加 


、 .47°+8zr+13 二， 
对 之 0, 代 数 式 455 直 85 的 最 小 值 为 


Al B2 OPT DE (BE) 
(第 16 届 美国 高 中 数学 者 试 ,1965 年 ) 


4z2+8zrz+13 4(x+1)*+9 
人 和信， -4 十 57 十 1 4(x+1) + 
[ 解 ] 令 y 6(1 + x) 6(1 + x) 


2 
再 设 z+1=t， 则 y= 和 


即 4 三 一 6ty+9= 0. 
因 1 为 实数 , 故 4=36 -4:4:.9 关 0， 即 曙 一 4 人 0. 
得 y 守 2 或 y 之 -2(r 守 0 时 , y 守 0, 故 不 会 题 设 ). 


由 y 之 2, 知 y 最 小 值 为 2。 得 上 = 过， 或 z= 方 ， 


故 选 (B). 
13.35 对 于 每 个 正 数 x , 设 
(z +) (z+ ) 一 2 


f(z) = 


家 
大 
本 
极 
小 





二 之 0. 


:之 1]. 





则 F(z) 的 极 小 值 是 
(A) 1. (B) 2. (C) 3. (D) 4. (E) 6. 
(第 30 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1979 年 ) 
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3 就 访 售 


[ 解 ] 注意 到 [xz? + 了 3] = xz6+ 2 4 -6， 因而 
[LUz+ 工 )32 [zs+ 二 ]: 
过 i 


(x+)B+(zxi+ 二 ) 
.本 .全 





f(x) = 


1 
子 上 
因为 0<Wz- 直 =zt 二 -2， 即 2<x+ 广 ， 


本 


) ， 


= (r+ -+t 二) = 3(r+ 


所 以 , 当 x = 1 时 ,f(z) = 3(z + 二 ) 有 极 小 值 6. 
故 选 (五 ). 
13.36 ”对 实数 zx ,函数 
Fz)= V8r—- zx- Vl4r- x ~48 
的 最 大 值 是 
(A} v7 -1. (B) 3. (C) 2¥3. (D) 4. (E) v55 - VS. 
(第 44 届 美国 高 中 数学 考试 ,1993 年 ) 
[ 解 ] 因为 f(x) = v(8-x)x 一 V(8 一 x)(x 一 6), 当 且 仅 当 
6 过 工 世 8 时 是 实数 ,又 
f(x) = V8 ~ x(xr—- Vr-6) 
_ /8 . (Vx Vx-6)(VYr+ Vr-6) 


Yr+vVr-6 
_ 6 V8—X 
Yr+ Vr-6 
对 所 有 的 6 x 才 8 成 立 . 


当 z = 6 时 ,上 式 最 后 的 表达 式 的 分 子 最 大 ,而 分 母 最 小 . 


因此 ,分 式 值 最 大 ,为 。f(6) = 9 = 2 人 
故 选 (C). 
13:37 对 于 每 个 实数 Zz), 设 zi) 是 4r+1lzr+2 和 -2r+4 三 
个 函数 中 的 最 小 值 .那么 f(x) 的 最 大 值 是 
1 2 5 8 
(4) (B) (O02. DE (Es. 
(第 31 届 美国 高 中 数学 考试 ,1980 年 ) 


1 
> 
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[ 解 ] 在 如 图 中 ,给 出 了 >y=4z+1，y = 工 十 
2 和 y=-2z+4 的 图 像 ,其 中 实 线 表 示 函 数 f 的 图 
像 . 
显然 ,直线 y= x+2 和 y= 一 2x +4 的 交点 是 
该 函数 的 最 大 值 , 即 
3) 二 
故 选 (五 ). 
13'38 设 z,y 和 =z 是 三 个 正 实 数 ,它们 的 和 是 1, 如 果 它 们 之 中 没 . 
有 一 个 数 大 于 其 余数 的 两 倍 ,那么 乘积 xyz 的 最 小 值 是 
(A) 芒 ， (站 (0) 村 CD) 击 。 (E) 非 以 上 这 些 值 
(第 33 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1982 年 ) 
[ 解 ] 设 mr = zoywzxo 是 它们 乘积 的 最 小 值 , 不 妨 设 
Xo 和 y0 委 zo. 
又 设 zr = xo 一 hh， zl = 二 zo 十 及 ,其 中 有 > 0, 且 充分 小 ,以 使 之 ] 
< 2X1 ,于 是 之 19.y0， 之] 仍 满足 题 中 原来 的 约束 条 件 , 因 此 有 


Z1y02Z1 = (zo — h)yo(zo + h) 





i 


大 
与 





= xoyozo + yolh(zxo 一 z0) 一 大] 


< Z0y0z0， 
这 是 因为 Tz0— zoR0,-h <0, 
所 以 yo[lh(ro 一 z0) 一 h*] < 0. 


由 xoyozo 最 小 , 则 上 式 不 成 立 , 因 此 Zz0 = 2x0. 
由 约束 条 件 yo = 1 xo 一 zo = 1 — 3x0, 所 以 mx = 2x6(l ~ 3x0). 
又 由 xo 过 1 一 3xo 达 270， 有 记 三 zo 志 十 . 
因此 ,wm 可 以 看 做 是 函数 (x) = 2x?(1 - 3x) 在 区 间 
1 1 
D= Irls re 
上 的 值 . 
事实 上 ,mm 就 是 函数 在 D 上 的 最 小 值 ,因为 任 取 xED, 取 y= 
1 一 37+， z 二 2x, 这 样 得 到 的 x,y,z, 即 可 满足 原 题 的 约束 条 件 , 又 得 
到 7 了 f(x) = zw， 
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为 了 找到 f(x) 在 品 的 最 小 值 , 作 婧 数 护 ) 
图 像 ( 如 图 ). 

因 f(x) 在 x = 0 有 一 个 极 小 值 (由 f(x) = 
2zx?(1 -3z) 可 以 看 出 /xz) 在 zx< 半 处 ,与 z2 同 
号 , 即 为 正 或 零 ,而 当 > = 0 时 , f(x) = 0), 而 三 
次 曲线 最 多 只 能 有 一 个 极 小 值 , 因 为 若 图 数 f(x) 在 两 个 零点 之 间 还 
有 一 个 极 小 值 ,比方 说 在 x = a 处 取得 这 个 极 小 值 ,那么 方程 f(x) = 
fla) 将 至 少 有 4 个 根 . 这 是 不 可 能 的 , 因 一 元 三 次 方程 最 多 只 有 二 个 


综 涤 利 你 





根 
所 以 函数 /(x) 在 D 上 的 最 小 值 一 定 在 两 个 端点 处 取得 ,事实 上 
1 1 1 4 
人/( 寺 )= 庆 所 fA 寺 )= 六 
帮 选 (A). 


13.39 ”对 于 一 切实 数 zx,y 和 x, 则 满足 
(x* 十 y 十 之) < 和 n(x 十 vy 十 z4). 
的 最 小 整数 n 是 
(A) 2. (B) 3. (C) 4. (D) 6. (E) 无 此 整数 ». 
(第 28 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1977 年 ) 
[ 解 ] 设 a= x*，b= vy， c 二 zx, 那么 
O(a—- 6) +(b-c) +(c-a), 
印 ab+t+bct+ca 人 a t+b +e’, 


ab+bc+ca 
或 2 be ~ 
不 等 式 两 边 乘 2 加 1 有 


az2+B8+coc+2(cT+La+ca) 


QT 十 BTci 3， 
即 (at+ b+e) 过 3(0a2 + b+ ec’). 
所 以 7 二 3. 
选 a=0=c>0， 由 设 (3co) 委 2 3a， 则 7 过 3. 
故 选 (B). 


13.40 ”有 个 有 色 球 ,其 中 有 红 的 与 黑 的 ,在 50 个 球 中 有 49 个 
是 红 的 ,以 后 ,每 8 个 球 中 有 7 个 是 红 的 .车 所 有 球 中 有 不 少 于 90% 是 
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红 的 , 则 ?2 的 极 大 值 是 
(A) 225. (B) 210. (C) 200. (D) 180. (E) 175. 
(第 14 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1963 年 ) 
[ 解 ] 由 设 可 有 不 等 式 


49 十 过 (7 一 50) 
1 
解 得 ”nn 过 210. 
故 选 (B). 
13-41 水 池 装 有 编号 为 中 ,四 , 国 , 四 ,加 的 5 条 水 管 ,其 中 有 
些 是 进 水 管 , 有 些 是 出 水 管 ,如 果 同 时 开放 两 条 水 管 , 注 满 水 池 的 时 间 












如 下 表 : 
注 满 水 池 的 时 间 ( 时 )| 2 | 5 | 6 3 


那么 单 开 一 条 水 管 ,最 快 注 满 水 池 的 水 池 编 号 为 

(A) . (B) ©. (C) 由 “(D) 或 @. 

(中 国 初 中 数学 联赛 ,1989 年 ) 

[ 解 ] 设 编号 为 ;的 水 管 每 小 时 的 流量 为 Qi(i = 1,2,3,4,5; 
Q; < 0 表示 出 水 ), 由 所 列表 相 邻 两 栏 比较 可 得 : 

QI>Q, QQ QL Qs QQ > QI Q;< Q, 
即 Qa > RQ2> Qs > Q3, QQ > Q1 > Q;. 

同时 , 易 知 Q; 中 必 有 为 正 的 ,其 中 Qs 最 大 ,因而 单 开 编 号 为 @ 的 
水 管 , 注 满 水 池 所 需 的 时 间 最 短 . 

故 选 (C). 





第 2 他 指数 与 对 数 函 数 中 的 极 ( 最 ) 值 


13.42 ”下列 数 中 最 大 的 一 个 是 
(A) V V5:6. (B) V6 $5. (C) V5%6. 
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信访 这 





(D) VS (E) V6Y5. 
(第 41 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1990 年 ) 


[ 解 ] 显然 V6Y5 > V5Y6 > vV v5:6. 


又 V6Y5 > V5Y6, 
且 V6 VYG.S M5,V6VS 
_ VES = V0.5, 
V6 疗 > V6V5, 即 (B) 最 大 ， 
故 选 (B). 
13.43 ”在 22 ,33 ,时 ,9 中 ,最 大 的 和 次 大 的 数 按 顺 序 为 
(A) 33 ,23. (B) 33 ,88. (C) 33 ,93. 
(D) 88 ,95. (E) 这 些 都 不 对 
(第 23 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1972 年 ) 

[ 解 ] 首先 注意 (22)6 = 8< (33)5 =9， 所 以 六 <3. 


同时 (232)18 = 29 -= 512 > (93)18 =81， 所 以 入 > 时 
并 且 >88 = 23. 

因此 33 ,22 依次 是 这 些 数 中 最 大 和 次 最 大 的 数 . 

故 选 (A). 


13.44 ”能 使 乘积 27 . 23 
整数 ”是 (在 乘 积 中 ,指数 的 分 母 都 是 7, 分 子 是 从 1 到 2n + 1 的 连续 
奇 整数 .) 





(A) 7. (B) 9. (C) 11. (D) 17. (E) 19. 
(第 27 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1976 年 ) 
[ 解 因为 27 . 27 ..… ,2 - 2 , 朋 210 = 1024. 我 们 考 


虑 及 oie 接近 于 10， 
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目 22 久 -29 村 <28. 计 < 1000 
则 8 是 满足 题 5 设 的 最 小 至 娄 . 但 题 晶 要求 奇 数 ， 


因而 n= 9. 

故 选 (B). 

13.45 已 知 logya + logb 实 6, 那 么 a + 5 的 最 小 值 是 
(A) 2 v6. (B) 6. (C) 8 2. 

(D) 16. (E) 非 上 述 答案 . 


(第 20 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1969 年 ) 
[ 解 ] 由 题 设 有 logya + logb = logpab 实 6, 则 ab 之 265. 
故 a+5b 宕 2 Vab 守 2. 2 = 24. 


: 第 
则 | (a 十 b ) = 16. 人 十 
故 选 (DD). * = 
13.46 ”车 x 是 正 数 ,有 自 jgx 实 lg2+ lgz, 则 
(A) z 没有 极 大 或 极 小 值 (B) z 的 极 大 值 是 1 
(C) xz 的 极 小 值 是 1， (D) zx 的 极 大 值 是 4. 





(EE) xz 的 极 小 值 是 4. 
机 9 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1958 年 ) 


[ 解 ] 由 题 设 有 lgx -- 六 lgzx 之 宇 lg2(x > 0), 即 
lg 左 之 lg2， 或 lg Vr 之 lg2. 

则 V7 之 2， 得 > 之 4. 

故 选 (). 

13:47 设 xz,y 是 下 整数 , 且 x < y. 又 lgx 的 首 数 为 ,尾数 为 
a; ”lgy 的 首 数 为 5, 尾数 为 8, 其 满足 条 件 a? + 5? = 5,a+ B81. 则 
7 的 最 大 值 是 

(A) 50. (B) 80. (C) 100. (D) 200. 

(中 国安 徽 省 合肥 市 初中 数学 竞赛 ,1990 年 ) 

[ 解 1] ap 为 整数 ,又 az + 6b? = 5， 
由 工 <Cy 可 推出 委 0. 故 有 a=1,， b=2. 
则 | 这，y 一 TO2+a 。 102+8 -- 102+c+2+R 一 104 
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a 你 入 举 


义工 < y 易 得 x = 80， ymin = 125. 


故 选 (B). 
[ 解 2] … jgr=a+a, lgy=6+8Bp, 

lgxry = (a+6b)+(a+B)= (a+6b)+l1, 
又 xXx,yEN, .. a 之 0,，5 宇 0， 匡 x<y. 


a 二 1,5 = 2. 知 之 为 两 位 数 . 
又 zy 一 104, 则 x 应 为 101 约 数 中 最 大 的 两 位 约 数 , 即 zy = 
80. 从 而 win = 125. 
故 选 (B). 
13.48 ”假设 在 一 年 的 年 底 ,一 个 单位 的 钱 比 该 年 初 贬值 了 10% ， 
找 出 最 小 的 整数 ,使 得 ”年 之 后 一 个 单位 的 钱 至 少 贬值 了 90% .nn 为 
(lg3 精确 到 小 数 点 后 三 位 的 值 是 0.477) 
(A) 14. (B) 16. (C) 18. (D) 20. (E) 22. 
(第 32 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1981 年 ) 
[ 解 ] 设 A 表示 一 个 单位 的 钱 在 开始 时 的 价值 , 则 0.94 表示 一 
年 之 后 它 的 价值 ,而 (0.9)”A 表示 年 之 后 它 的 价值 .我 们 只 须 寻 找 最 
小 的 正 整数 ”使 


(0.9) 只 入 0.14， 即 ( 襄 ) 二 十 ， 
| 9 nn 1 
因而 lg( 立 ) < lg 10， 
即 n(2lg3 — 1) 过 -1. 
1  . 
故 选 ( 玉 ). 


第 3 廊 ” 三角 函数 中 的 极 ( 最 ) 值 


13.49 当 sin 全 — V3cos 全 有 极 小 值 时 ,A 的 值 为 
(A) - 180°. (B) 60°. (C) 120°. 
(D) 0°. (下 ) 这 些 都 不 对 . : 

(第 25 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1974 年 ) 
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[ 解 ] 注意 到 sin 今 ~ V3cos 2 
= 2( 荆 sn 全- 总 和) 
2 2 2 
= 2(cos60 sin 人 A — sin60 cos 全 ) 
一 2sin( 今 — 60° ), 
我 们 看 到 最 后 的 式 子 成 极 小 值 的 条 件 是 sin( 分 - 60") = - 1， 
或 全 - 60° = 270° + 有. 360", k=0,+1,+2,.. 
即 A = 660°+k.720",， =0,+1,+2,.… 





(4) 到 (DD) 中 没有 一 个 满足 上 式 . | 
故 选 (). 1 = 
13.50 ”了 明 数 F(z) = sinzr + sin2x + sin3x 的 人 

大 
(A) 最 大 值 是 3. (B) 最 大 值 不 小 于 3 二 娄 ， 
(C) 最 大 值 是 V3. (D) 最 小 值 是 1. | 


(第 2 届 “ 希 望 杯 ”全 国 数学 洲 请 赛 ,1991 年 ) 
[ 解 1] 由 sinx 过 1, 目 sinx ,sin2x ,sin3x 不 同时 为 1, 故 (A) 不 


Tx 3x _ 2 
(于 )= sn 于 +sin 到 +sin 辽 -7 


=1+vy2 >yv3 >1， 





知 (C) 不 真 . 
又 当 x = 0 时 , f(0) = 0, 知 (D) 不 真 . 
故 选 (B). 
3+ 2 


[ 解 2] 当 z = 于 时 , 帮 亚 )= 1+ 万 > 3 


故 选 (B). 
13.51 荫 数 f(x) = asinx + 5 的 最 大 值 是 1, 最 小 值 是 - 7， 
则 5sin?x - acos*z 的 最 大 值 是 (a ,2 为 常数 ) 
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a 


(A) 5 或 4. (B) 4 或 -5. (C) 4 或 -3.，(D) 5 或 ~3. 
(第 2 届 "“ 希 望 杯 "全国 数 学 邀请 赛 ,1991 年 ) 
[ 解 ] 由 题 设 , 知 zc >0 有 2=-a 乏 asinr+po 乏 w+p 知 














pt+a=1, 解 得 a = 4， 
bp—-a=—7. b=—3. 

车 waw<0 有 本 
bp—-a=1, , 一 全， 
p+a=—7. 解 得 b=—3. 

令 g(r) = psincrz -acoscr, 则 当 a = 4，0=--3 时 ， 

gz) =— 3sin x — 4co8r = — 3—- cor -3, 


则 g(x)max 二 一 3. 
当 =-4，85=--3 时 ， 
g(r) =— 3sin’ x + 4cos x =4— 7sin :x 过 4， 
则 g(X)max = 4. 
故 选 (C ). 
13.52 ”函数 f(z) = (1+ secr) ct 六 7 (0 < 7 ) 


(A) 有 最 小 值 ,没有 最 大 值 . (B) 有 最 大 信 ， 没有 最 小 值 . 
(C) 有 最 小 值 和 最 大 值 . (D) 没有 最 小 值 和 最 大 值 . 

(第 2 届 "“ 和 希望 杯 ” 全 国 数学 邀请 赛 ,1991 年 ) 
[ 解 ] 注意 到 




















1 一 tg 访 
和 + 1 
1 + tg 二 
. _ 1+cosr. 之 2 ， x 
f(x) = COST ctg 5 1-t 志 这 ctg > 
2 
1+tp 
2 
六 2 
(1 -tg 7) 
2 这 十 te 次 
又 0 入 (1 -好 却 ) 妈 乞 <(— 2) = 


所 以 ”f(x) 宇 8. 则 jv = 8, 但 f(x) 无 最 大 值 . 
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故 选 (4A)， 
注 原 命 题 无 区 间 限 制 , 这 时 








1+cosr 1+cosr (ll+ cosr) 
由 f(x) = cosx 1 -cosr cosr(l — cosx)’ 
当 > 了 ,XY 了 时 ,f(x) 一 - 59 ， 
当 w < 时 , f(x)—>+ 00,， 


故 f(x) 既 无 最 大 值 ,又 无 最 小 值 . 


1353” 设 0 志和 世子，0<8 声 季 , 则 eos asing + 二 的 





ing 

最 小 值 是 

(A) 0. (B) 1. (C) 0.7. (D) 不 存在 . 

(东北 三 省 数学 邀请 赛 ,1989 年 ) 1 

[ 解 ] 由 题 设 知 0< cosa 过 1, 0 < sin8 二 1 (0 过 w 所 到， i = 
0<8E ， 

(cosa) = 0， 要 

但 ”cosa = 0 时 ， , 原 函 数 式 化 为 5 其 最 小 值 为 1; 

而 ”cosa 关 0 时 ,由 ng 1 县 cos’ asin8 > 0， 

知 cos asinB 十 ji >1. 

(cos asing + ie = 1]. 
故 选 (B). 


13'54 在 人 4BC 中 ,BC = v3,AC = V3,AB > 3, 设 x 
为 使 人 C 的 度数 能 够 超过 的 最 大 数 , 则 x 等 于 

(A) 150.  (B) 120. (CC) 105. (DD) 90.  (E) 60. 

(第 14 届 美国 高 中 数学 考试 ,1963 年 ) 

[ 解 ] 由 余弦 定理 c = a + 5? -2abcosC ,或 
2 二 02 2 

2ab 3 V3 
_3+3-c 6-0 ° b 


一 一 > ) A 
2 .万 . 6 c 


cosL = 
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人 访 售 


这 里 c > 9， 故 cosC < 一 了 从 而 一 CC > 120 


故 选 (B). 
13.55 ”如 图 ,在 三 角形 ABC 中 ,AD 14 
和 AE 将 ABAC 三 等 分 
BD,DE 和 EC 的 长 度 分 别 为 2,3 和 6. 那 
么 人 ABC 中 最 短 边 的 长 度 为 rc 
(A) 2 v10. (B) 11. 
(C) 6 6. (D) 6. 


(下 ) 不 能 被 所 给 的 条 件 惟 一 确定 . 
(第 32 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1981 年 ) 
[ 解 1] 如 图 , 设 了 BAC = 3a，= AB 及 y = AD. 由 角 平 分 线 


AB_2 有 AD_ Ll 
AE 3 AC 2 
于 是 AE = 广 x， AC = 2y. 





在 人 ADB,AAED 和 人 和 ACE 中 分 别 
运用 余弦 定理 ,有 


由 中 有 . 3z2 -2y = 12， 

由 名 有 37* — 4y* =— 96. 

从 这 两 方程 解 得 x = 2 V10,， y= V54 = 3V6. 

所 以 AB = 2 VI0~6.3, AC = 6V6 过 (14.7 以 及 BC = 11. 
故 选 (A). 
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[ 解 2] 如 图 , 设 AB=a，AD=65,AE =c 以 及 AC = d. 由 角 
平分 线性 质 有 
a _2 2 
”3 da 


A、 
下 
Nb 
于 是 a = 之 c，d = 26. 2 sR 


C 
2 
由 角 平 分 线 长 度 公 式 有 
b+6=ac 和 c*+18= bd,， 
由 上 有 p+6= 4 或 02 +18 -202， 
解 得 c = 90, 7 = 54. 


.a=23YD -2vi， 且 4-=236) -6.6 
故 选 (A). 
13'56 ”一 个 三 角形 的 边 长 是 三 个 连续 整数 , 且 最 大 的 角 两 倍 于 

最 小 的 角 . 则 最 小 角 的 余弦 值 是 
(A) 二 (B) 而 ， (0) 号 (D) 二 (E) 非 以 上 这 些 值 

(第 33 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1982 年 ) 
[ 解 ] ”如 图 ,不 妨 设 最 短 的 边 ”所 对 的 最 小 的 角 为 6, 由 正弦 定 


理 ， 
所 以 cosb = 2 一作 
由 余弦 定理 ,有 
+1) + (n+2)— 7? 
cosl = 2(n + 1)(n + 2) 
( )? ) _ .2 
因此 区 = re 一 2 ) 


_ (n+1)(n+5) n+5 
2(n+1)(nt+2) 2(n + 2). 


解 得 nn = 4， 所 以 cosg = 4 = 之， 
故 选 (A). 
13.:57 ”半径 为 1 的 圆 中 的 内 接 十 边 形 的 最 短 边 的 最 大 值 是 
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: 
i 
报 
大 
上 
极 
小 





I 





a 


YS 二 1 (B) 六 (0) +1 (D)!1 


(中 国 北 京 市 高 中 数学 竞赛 ,1987 年 ) 
[ 解 ] 若 半径 为 工 的 圆 内 接 十 边 形 的 最 短 边 所 对 的 圆心 角 若 为 
a, 则 | 女 < 36 . 


则 最 短 边 之 长 ”7 = 2sin 地 5 < 2sin18 . 
所 以 当 & = 36" 时 ,最 短 边 取 最 大 值 为 2sin18”. 


容易 计算 这 个 值 为 “地 上 


故 选 (A). 

13:58 在 全 ABC 中 ,车 

(sinB + sinC) : (sinC + sinA) : (sinA + sinB)= 4:5:6. 

则 该 三 角形 最 大 角 的 度数 是 

(A) 72 . (B) 84 . (C) 1.5°. (D) 120°. (E) 150°. 
(中 国 四 川 省 重庆 市 初中 数学 竞赛 ,1984 年 ) 

[ 解 ] 由 正弦 定理 及 题 设 有 

(b+c):(cta):(at+6b)=4:5:6. 

令 b+cec=4k, cta= Sk, a+b= 6k, 

三 式 相 加 化 简 后 有 a+b+c = 7.5k. 

所 以 a=3.5k, bP—-2.5k, c= 1.5k. 


设 k=21, 则 a = 7:，5= 51:，c = 31:， 知 其 最 大 和 角 为 A. 又 
四 (3 二 和 一 7 入 - 1 
z oA = 2 2.3.5.1 ”2， 
知 A = 120". 
故 选 ( 疡 ). 


13.59 在 Rt 和 ABC 中 , 斜 边 c = 5, 两 直角 边 4a 过 3，4b 之 3， 
则 a + 5 的 最 大 值 是 
(A) 5 v2. (B) 7. (C) 4 ¥3. (D) 6. 
(中 国 湖 北 省 黄冈 地 区 初中 数学 竞赛 ,1993 年 ) 
[ 解 1 如 图 4 + 6 = 5sinA +Scos4， 
而 sin4 + cosA = v2sin(45° + A), 的 
知 (sinA + cosA)。 = vV2， 
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但 此 时 A = 45, 则 wa = 6 = > 7, 与 a 之 3 相抵 . 
容易 看 出 :以 AB 为 直径 的 半圆 上 的 点 C 与 A,B 所 ，。 
连 弦 长 之 和 ,以 CBA 与 CAB 之 差 绝 对 值 印 小 为 愈 
大 ( 亦 可 从 @ 式 看 出 , 注意 在 (0, 也 ) 上 sinz 为 增 函 ， 
数 ) ,或 以 两 弦 差 愈 小 为 您 大 . 上 
而 a 最 大 为 3, 取 a 3, 则 六 -= V 弛 -如 =4, 此 时 
a + 上 5 最 大 . ， 
即 (w+0 =7. 
故 选 (B). 
[ 解 2] 由 a*+ 5 = 25， 则 
y=at+bp=at+ V25—a’, 
即 2od ~ 2ay+ vy — 25=0. 
XX'. & 近 3 所 
— V4  — 8(y’ -25) 二 
2.2 
.. (y-6) 达 50-y， 即 y 太 7. 
因而 ywax=7. 即 (a+b) =7. 
故 选 (B). 
13.60 ”下 而 四 个 图 形 中 ,面积 最 大 的 是 
(A) 人 ABC:AA = 60°,7B = 45°,AC = v2. 
(B) 梯形 :两 对 角 线 长 度 分 别 为 Y2 和 Y3, 夹 角 为 75”. 
(C) 圆 : 半 径 为 1. 
(D) 正方 形 : 对 角 线 的 长 度 是 2.5. 
(中 国 高 中 数学 联赛 ,1981 年 ) 


[ 解 ] 本 题 如 直接 计算 (A) 中 全 ABC 的 面积 比较 费事 ,可 先 算出 
全 ABC 的 外 接 圆 半径 R, 这 时 














1 -十 小 





大 
上 
村 


u 





现在 把 (A) 与 (C) 比较 ,当然 (C) 的 面积 大 ,再 由 
_ 1 
SW 罗 形 二 了 4542singp， 
(其 中 11 ,ls 是 对 角 线 ,9p 是 两 对 角 线 夹 角 ) 可 直接 比较 (B) 与 (D). 
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a 


1 .V3.3 sin75 < 二 .2.5.2.5.sin90" 


2 
“. (D) 大 于 (B). 
再 比较 (C) 与 (D), 容 易 得 出 (C) 最 大 . 
故 选 (C). 


第 4 节 数列 中 的 最 值 
13.61  ” 若 7 个 连续 偶数 之 和 为 1988, 则 此 7 个 数 中 最 大 的 一 个 


(A) 286. (B) 288. ~ (C) 290. (D) 292. 
(中 国 部 分 省 .市 初中 数学 通讯 赛 ,1987 年 ) 
[ 解 ] 设 这 7 个 连续 偶数 分 别 为 
211 — 6, 2n -4, 2n—2, 2n, 2n+2, 2n +4, 2n+6. 
于 是 有 (2n 一 6)+ (2n 一 4)+ (2n -2)+2n+ (2n +2)+ (2n+ 
4) + (2n + 6) = 1988, 
即 142 = 1988， 得 ?2 = 142. 
则 2n +6= 284+6 = 290. 
故 选 (C). 
13.62 ”考虑 下 面 的 序列 zx,xy,x3,…, 其 中 x = 好 ， = 
(3 六 ,一般 地 ,rz = (x,_1). 对 n> 1, 问 使 zx, 是 一 个 整数 的 最 小 的 
是 


(A)2. (B) 3. (C) 4. (D) 9. (E) 27. 
(第 36 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1985 年 ) 
[ 解 ] 由 设 疝 二 党 -3 = (3) = (034) -和 
.3 二 x2 = 二 3 二 3 下 5 
一 般 地 x = 33 3 = 3 
这 样 , 若 xz 整数 的 最 小 的 为 4. 
即 -3 


故 选 (C ). 
13.63 ”已 知 数列 105 ,10f ,107 ,… ,10f ,使 得 此 数列 的 前 ”项 
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之 积 超过 100000 时 ,n 的 最 小 值 是 
(A) 7. (B) 8. (C) 9. ~(D) 10. (E) 11. 
(第 16 届 美国 高 中 数学 考试 ,1965 年 ) 


NAR_ LN 1 
且 $s 二 11 = 11.24 二 F577 + 1). 


若 10>10， 即 ;>5， 或 35n(n+1)>5, 


好 2+7-i0>0 或 (nxn-10)(n+11)>0. 
Xn+1ll>0, .. n> 10. 

故 选 (五 ). 

13.64 如 下 图 ,从 A 点 发 出 的 一 束 光 ,在 一 平面 内 传播 ,于 AD 直 
线 和 CD 直线 之 间 反 射 几 次 后 ,垂直 地 打 到 了 吾 点 (号 点 可 能 在 AD 上， 
也 可 能 在 CD 上 ) ,然后 按 原 路 反射 回 点 A( 在 每 一 反射 点 ,如 图 所 示 ， 
人 射 角 等 于 反射 角 . 图 仅 表 示 n = 3 的 情况 ). 如果 人 CDA = 8', 那 么 


可 取得 的 最 大 值 是 c 
(A) 6. (B) 10. Op 。 
(C) 38. (D) 98. 下 
(E) ”不 存在 最 大 的 值 . RB 


(第 32 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1981 年 ) 
[ 解 ] 设 人 人 DAR| = 9, 并 且 设 0 是 光线 在 第 ;个 反射 点 的 人 射 角 
(当然 也 是 反射 角 ). 
对 个 ARID 以 及 连续 地 对 全 R;_1RD,2 志 i 忒 n, 直 到 对 公 R,BD 
使 用 三 角形 外 角 定理 ,于 是 有 以 下 的 结果 : 
a 一 T+ 8 ， 
6 =0+8 =0+16°, 
G3 = 0,+8 = 6+24., 
0 =0_.+8 =0+ (8n)", 
9%0 =0+8 =0+(8n+8).. 
因为 8 是 正 值 ,所 以 0 才 9 = 90° (8n + 8)”, 


得 nn 之 11. 


在 0 = 2 "， nn 有 取得 它 的 最 大 值 为 10. 
故 选 (B). 
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入 你 


13.65 已 知 数 列 ija,| 满足 3a,4! + a, = 4 全 月 a =9, 其 


前 ?2 项 之 和 为 S$, , 则 满足 不 等 式 1S, 一 nn 一 61<< Ds 的 最 小 整数 1 是 


(A)S. (B)6. (C)7. (D)8. 
(中 国 高 中 数学 联赛 ,1994 年 ) 
[ 解 ] 站 1) 一 一 《a 一 1),al 一 1 = 8 知 数列 ia, 一 1| 是 


站 项 为 8, 公 比 为 ~ 一 3 的 等 比 数列 
RE Se 


1S,-n-61=6x (3) < 


即 3"-1 > 250 > 35. 

有 ml1>5S3 71>6 从 而 n 宇 7. 

不 难 验 证 n = 7 时 满足 要 求 . 

故 选 (C). 

13.66 ” 设 等 差 数 列 |a,| 满足 3ag = 5a13 且 a1 > 0,9, 为 其 前 n 
项 之 和 . 则 S, (mn E N) 中 最 大 的 是 

(A)Sio. (B)S (C)S20. (D)Sz. 

(中 国 高 中 数学 联赛 ,1995 年 ) 

[ 解 ] 设 该 等 差 数 列 的 公差 为 4. 
则 由 ”3ag = Sa 得 3(al +7d) = S$(a + 124), 
有 dl 一 -19.34d. 

于 是 ,a = al+l9ad >0, 而 as = al + 204 < 0. 故 该 等 差 数列 
的 前 20 项 和 最 大 . 

故 选 CC ). 

13.67 ”等 比 数列 av| 的 首 项 ak = 1536, 公 比 g = 十 ,用 了, 表 
示 它 的 前 2 项 之 积 , 则 了 , (nn € N) 最 大 的 是 . 

(A) [lo. (B) J]. (C) 11,,;. (D) 1}1;. 

(中 国 高 中 数学 联赛 ,1996 年 ) 
[ 解 ] 题 设 的 等 比 数列 ia,1 的 通 项 公式 为 
a = 1536x (一 方 ) 


2 
前 2 项 的 积 为 
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] 7i(n—1) 
11 = 1536" x (全 





易 见 [lo, 1,, 1I 1 为 正 数 ， 1 为 负数 故 只 需 比 较 11o, 11;， 


Js .注意 到 
on = 1536x ( -十 ) =-3 a = ao (全 )= 与， 
_ (- 霄 )=- 福 _ (1 
dl12 一 CI“ 2 /一 4 ， 13 一 CI12 2 
且 ap au ap=(-3)( 了) 儿 -了 = 全 >1 
[1 ,= CI0 ”CH ”Cl2 ° [ls. 


又 0 过 Q13 所 1 及 JJ ;= Ql 11 1,,， 
[Li13< 1 1;. 
(事实 上 ,nn 之 13 时 ， | [Sh | 三 dl3 一 高 ， 1 1 是 {1， 中 的 最 大 值 . ) 
故 选 (C). 
13.68 ” 设 zx1 ,x;,… ,x 是 满足 下 面条 件 的 数列 : 
(一 1 过 x 之 2, 对 于 7= 1,2,3,… ,7 
(ii)xl1+x+…+x, = 二 19 且 
(ii)xzT+ 好 十 二 一 99. 
又 设 pt 和 MM 分 别 是 zi + .x2 十 … + x3 的 最 小 .最 大 值 , 则 M /ni 值 是 
(A)3. (B)4. (C)S. (D)6. (E)7. 
(第 50 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1999 年 ) 
[ 解 ] 由 题 设 一 1 过 x 过 2, 今 设 这 nn 个 x; 中 有 p 个 -1,g 个 0， 
-个 1,s 个 2. 这 时 有 
-pt+r+i+2s= 19, (1) 
pti+rt+4s= 99. (2) 
由 上 可 推 得 x + 3s = 59, r+ s = 40. 
又 pgr、s 均 为 非 负 整数 , 则 sw = 0，swax = 19. 





而 TI+ i+ + -p+rt+B8s, 

又 ~ p+r+i+8s= 19+6s (由 (1) 式 ) 
. M_D+6.19 _, 

1 19+6:.0 . 

故 选 (五 ). 
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六 过 


第 十 四 章 ” 彻 等 概率 


14'1 如 图 , 两 个 轮子 每 旋转 一 次 ,两 箭头 都 指 着 两 个 数 . 问 被 





箭头 指 着 的 两 个 数 之 和 为 偶数 的 概率 
是 
1 3 1 
(A) 6: (B) 了 . (C) 7 ~ ) 
2 5 -一 
(D) 3 (E) 本 . 


(第 5 届 美 国 初中 数学 考试 ,1989 年 ) 
[ 解 ] 考虑 下 面 两 轮子 中 的 数 相 加 后 的 奇偶 性 : 





则 和 取 偶 数 的 概率 为 


2+2+2 1 
4+4+4 2 





故 选 (CC ). 
14.2 ”两 个 可 转动 的 贺 盘 每 个 圆 盘 被 分 成 三 


妆 
等 分 ,并 且 写 上 数字 (如 图 ). 若 箭头 所 指 部 分 的 数 人 KA 和 
的 乘积 为 所 得 的 值 , 则 这 个 值 是 偶数 的 可 能 性 为 ”、3| \S 5 / 
1 1 、2 7 一 
(A)3. (BT. (O04. DF. DL 
(第 7 届 美 国 初中 数学 考试 ,1991 年 ) 
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[ 解 ] 考虑 到 下 表 





则 值 为 偶数 的 可 能 为 二 ， 
故 选 (DD). 
14.3 ”从 站 ,2,3,…,10} 中 随机 取出 6 个 不 相同 的 整数 .在 这 些 选 
法 中 ,第 二 小 的 数 是 3 的 概率 是 
(A) 而。 (B) 去 ，(C) 入， (D) 方 ， (EF) 不 是 以 上 各 数 . 
(第 37 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1986 年 ) 
[ 解 ] 10 个 数 中 取 6 个 数 的 取 法 有 C9， 
而 取 法 中 第 二 小 的 数 是 3 的 取 法 , 即 从 1,2 中 取 一 个 ,再 从 4,5,6， 
…,10 中 取 4 个 , 即 ClC4. 
1 一 4 1 和 3 
所 求 概率 p -== 让. 
故 选 (C). 
14.4 ”一 个 盒子 里 有 11 个 小 球 ,它们 分 别 标 有 1,2,3,…,11. 如 
果 随 机 地 从 盒子 中 取出 6 个 小 球 ,那么 取出 的 这 些小 球 的 数 标的 和 为 


奇数 的 概率 是 
100 113 1 118 6 
(A) 731 (B) 331 (C) = (D) 331: (E) 1. 


(第 35 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1984 年 ) 
[ 解 ] 当 且 仪 当 被 选 出 的 奇 标号 的 小 球 的 个 数 是 奇数 个 时 ,被 选 
出 的 小 球 的 标号 和 为 奇数 (如 若是 偶数 个 , 则 它们 的 标号 和 必 为 偶数 ). 
而 从 11 个 小 球 中 选 出 6 个 小 球 , 选 法 的 总 数 为 Cf， = 462 种 . 


其 中 有 一 个 奇 标号 小 球 的 选 法 数 为 Ch* C3= 6; 

有 3 个 奇 标号 小 球 的 种 数 为 Cs* C3 = 200; 

有 5 个 奇 标号 小 球 的 种 数 为 Ci C} = 30. 

所 以 题 中 所 求 的 概率 是 2 
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雪 苞 - 租 台 





综 党 入 这 


故 选 (万 ). 
14.5 ”如 果 从 某 个 五 位 数 的 集合 中 随机 地 抽出 一 个 数 , 它 的 各 位 
数字 和 均等 于 43, 这 个 数 可 以 被 11 除 尽 的 概率 是 
< (二 (OLD 车 (9 二， 
(第 21 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1970 年 ) 
[ 解 ] 十 进 制 中 每 位 数字 最 大 是 9, 因 而 五 位 数字 和 cd + d， + dt 
+ ds + ds 最 多 是 45. 而 数字 和 是 43 则 有 下 面 情况 : 
(1) 其 中 一 个 数字 是 7, 其余 是 9, 有 5 种 可 能 : 
79999, 97999， 99799, 99979， 99997. 
(2) 其 中 两 个 数字 是 8, 其余 数字 是 9, 有 10 种 可 能 : 
88999, 89899， 89989， 89998， 98899， 
98989, 98998， 99889， 99898， 99988. 
而 上 述 诸 数 中 可 被 11 整除 者 仅 97999,99979 ,98989 三 个 . 


(A) 


综 上 所 求 概率 -车 = 二 
诸 选 (B)， 


14:6 车 a,65,c 是 从 集合 11,2,3,4,5} 中 任 取 的 三 个 元 素 ( 不 -- 
定 不 同 ). 则 ab + ec 为 偶数 的 概率 为 

(A 昌 遍 (OO 二 ， D 人 如， ( 冯 . 

(第 46 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1995 年 ) 

[ 解 ] 首选 从 集合 任 取 三 元 素 的 总 事 倒数 为 53 = 125. 

下 面 考虑 c 的 情况 :从 11,3,51 中 选 一 个 有 C3 = 3 种 情况 c 是 奇 
数 ; 从 12 ,4} 中 选 一 个 有 C = 2 种 情况 c 是 偶数 . 

而 ab 为 奇数 的 情形 有 3* = 9 种 ,为 偶数 的 情形 有 $ - 32 = 16 种 . 

由 奇 + 奇 = 偶 "， 偶 + 偶 = 偶 " 知 ,ab+ec 为 偶数 的 情形 共有 

3x9+2x16= 59( 种 ) 

这 样 所 求 概率 为 访 ， 

故 选 (B). 

14.7 用 这 样 一 种 方法 来 选择 不 超过 100 的 正 整数 ,车 过 
50, 那么 选择 的 概率 是 p; 若 h > 50, 那 么 选择 的 概率 是 3p. 选择 到 
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一 个 完全 平方 的 概率 是 
(A) 0.05. (B) 0.065. (C) 0.08. (D) 0.09. (E) 0.1. 
(第 29 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1978 年 ) 
[ 解 ] 由 题 设 50p + 50 .3p = 1, 则 p = 0.005. 
又 因为 有 7 个 完全 平方 不 超过 50,3 个 在 51 和 100 之 间 . 
因而 选择 一 个 完全 平方 的 概率 是 7p + 3 :3p = 0.08. 





故 选 (CC ). 
14.8 平面 内 任 选 一 点 , 它 的 直角 坐标 都 是 绝对 值 小 于 或 等 于 4 
的 整数 ,日 所 有 这 样 的 点 被 选 的 概率 相等 .所 选 的 点 到 原点 的 距离 至 多 
是 2 单位 的 概率 是 
13 15 13 
(A) 8i- (B) 机. (C) a- 
(D) Te: (E) 一 个 有 理 数 的 平方 . 和 四 
(第 27 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1976 年 ) A 


[ 解 】 坐标 是 绝对 值 小 于 或 等 于 4 的 整数 的 点 ,构成 以 原点 为 中 
心 的 9x 9 的 点 阵列 . 
而 这 些 点 中 有 13 个 点 到 原点 的 距离 小 于 或 等 于 2 个 单位 . 
因而 所 求 概率 为 说 
故 选 (A). 
14.9 ”一 条 绳子 被 任意 割 成 两 段 , 较 长 的 一 段 至 少 是 较 短 的 一 段 
的 xz 倍 的 概率 是 
1 2 yl 1 2 
(A) 5. (B) 万. (C) 一 上 (D) 二 (BE) 二 人 
(第 23 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1972 年 ) 


[ 解 ] 假设 AB 是 这 条 绳子 (如 图 ),P 是 AB 上 一 点 ,使 得 
AP: PB=1:7x. 





P 
4 5 人 B 


车 AP 长;, 那 么 PB 长 sx 
所 求 截 点 在 AP 上 的 概率 是 下 一 = 了 一. 


又 因为 截 点 位 于 与 线段 另 一 端 B 同样 距离 的 线段 上 的 可 能 性 是 
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入 族 


2 
并 十 上 





一 样 的 , 则 所 求 事件 的 概率 是 

故 选 ( 玉 ). 

14:10 从 工 到 9 这 九 个 数字 分 别 写 在 九 张 级 片上 上 放 在 帐 子 里 ， 
杰克 随机 取 了 一 张 又 放 了 回去 ,接着 吉尔 也 随机 取 了 一 张 , 问 杰克 , 吉 
尔 两 个 人 所 取 数 字 和 的 个 位 数 最 可 能 的 数字 是 

(A) 0. (B) 1. (C) 8. (D) 9. (E) 每 个 数字 可 能 性 一 样 . 

(第 39 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1988 年 ) 

[ 解 ] 数字 1 ~ 9 与 1 一 9 和 的 个 位 数 可 如 下 表 


i 1 23456 789 
天 , 


1 234135678 9 0 
2 34367890 1 
3 4323078901 2 
4 606078901 2 3 
3 6 7 890 1 2 3 4 
6 7 .890 1 2345 
7 8.9 0 1 2 3 4 5 6 
8 9 0 1 2 3 4 56 7 
9 0 1 2 3 4 567 8 


这 里 (xm + n) 表示 mm + nn 的 个 位 数字 .从 表 中 可 看 出 :0 在 表 中 出 
现 9 次 ,其 余数 字 皆 出现 8 次 . 

两 人 所 取 数 字 和 最 大 可 能 是 0. 

故 选 (A ). 

14.11 首先 从 11,2,3,…,99,100| 中 任意 选取 4a, 然后 从 同一 集 
合 中 任意 选取 5 , 则 3° + 72 的 末 位 数字 是 8 的 可 能 性 为 

(A) 地 (B) 有 (C) 放 ， (D) 三 (E) 十. 

(第 41 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1990 年 ) 


[ 解 ] 3* 的 末 位 数字 随 n 的 增 大 (从 1 开始 ) 依 3,9,7,1 周 期 变化 ， 
7” 的 末 位 数字 依 7,9,3,1 周期 性 变化 . 
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因为 它们 的 周期 均 为 4, 又 1 一 100 这 100 个 数 中 ,4k， 4& + 1 
4k + 2， 4k + 3 型 数 的 个 数 是 均等 的 (各 有 25 个 ). 
在 上 述 尾 数 中 ,只 有 7+1，1+7，9+9 这 三 种 情形 中 的 末 位 数 
字 是 8. 即 








这 样 从 四 种 数 型 中 取 a 和 6 的 数 对 (a ,5) 取 法 共 CiC!l = 16 种 ， 
而 其 中 仅 3 种 符合 题 设 . 

则 所 求 概率 (可 能 性 ) 为 让 

故 选 (C). 

14.12 ”任意 选择 一 个 用 十 进位 表示 的 三 位 正 整数 N, 每 个 三 位 
数 有 相等 的 选择 机 会 .log N 是 一 个 整数 的 概率 是 


(0 (BR (0 动 ， 四) 南 (E) 350 


99- 
(第 26 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1975 年 ) 
[ 解 ] 从 100 到 999 共有 900 个 三 位 数 ,它们 中 有 三 个 : 
128 = 2°, 256 = 2’, 512 = 28 
是 2 的 整数 次 帘 , 因 而 它们 的 以 2 为 底 的 对 数 也 是 整数 . 
3 _ 1 
因而 所 求 概 率 为 500 = 300- 
故 选 (DD). 
14.13 ”假定 按 下 列 方式 选取 非 零 数字 :使 数字 d 被 选 到 的 概率 
是 lg(d + 1) - lgd. 问 数字 2 被 选 到 的 概率 是 下 列 集合 中 的 数字 能 被 
选 到 的 概率 的 - 的 是 
(A) 12,3+ (B) 13,41 (C) 14,5,6,7,8}. 
(D) 15,6,7,8,91. (E) {14,5,6,7,8,9}. 
(第 36 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1985 年 ) 
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苏 得 - 久 营 ' 





es 党 季 任 


[ 解 ] 数字 2 依 题 设 被 选 到 的 概率 是 
lg(2+ 1)— lg2 = lg 方 ， 
注意 到 集合 (C) 中 诸 数字 被 选中 的 概率 是 





则 集合 (C) 中 数字 被 选中 的 概率 是 2 被 选中 概率 的 2 倍 . 

故 选 CC ). 

14.14 ”任意 选择 一 对 有 序 整数 (2,c) ,其 中 每 一 个 整数 的 绝对 值 
小 于 或 等 于 S$, 每 一 对 这 样 的 有 序 整 数 被 选择 的 可 能 性 是 相等 的 .方程 
式 x + br +c = 0 没有 相 异 正 实 根 的 概率 是 


) 3 (B) 29 (CO) 并 (D) 找 。 (E) 这 些 都 不 对 . 
(第 30 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1979 年 ) 

[ 解 ] 下 述 六 个 命题 是 等 价 的 : 

(1) 方程 x+ar+c=0 有 正 根 ; 

(2) 方程 x* + br + c = 0 有 实数 根 ,其 中 较 小 的 是 正 的 ; 

(3) V 5” -4c 是 实数 并 和 ~bp-- Vb*-4c>0; 

(4) 0 过 6 -4c< 刀 并且 65 <0; 


(A (B 


(5)0<c<E ED<0; 

(6) b= 一 2 而 且 c = 1; 或 者 5 二 -3 而 且 c = 1 或 2; 或 者 5 = 
-4 而 且 c = 1,2,3 或 4; 或 者 6 -5 而 且 c = 1,2,3,4 或 5. 

在 (6) 中 可 以 看 出 除非 2? = 4c ,否则 两 根 不 会 相等 ,这 样 ,从 (6) 
中 删 去 (5,c) = (- 2,1) 和 (一 4,4), 就 剩 下 10 对 有 序 整数 可 使 方程 有 
相 异 正 实 根 . 


所 求 的 概率 就 是 1 -3 = 1 
故 选 (EE). 
14.15 ”在 100 与 200 之 间 随 机 选取 一 个 实数 x, 如 果 [Vx] = 
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12 ,那么 [ V100x] = 120 的 概率 为 
(D3 OO 而 人 D 访 1 
(第 40 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1989 年 ) 
[ 解 ] 由 设 [vz] = 12, 则 知 
12 过 Vr < 13， 
即 12 x < 13, 
又 [Vi00x] = 120, 则 120 志 V100x < 121， 即 
120 达 10Yx < 121， 或 12 志 Vx < 12.1, 
则 i122 < x < 12.12. 


12.1-12 2.41 24I 
因而 所 求 概率 p= “13-12 25 = 2500 
故 选 (B). 


14.16 ”将 2.5 随机 地 分 解 成 两 个 非 负 数 之 和 ,如 2.5 = 2.143 + 
0.357 或 2.5 = Y3 + (2.5 - y3) ,再 把 每 一 数 改 为 与 它 最 接近 的 整数 ， 


如 前 第 一 例 的 2.143， 0.357 分 别 改 为 2,0; 第 二 例 的 V3,(2.5 一 Y3) 分 
别 改 为 2,1. 那么 最 后 得 的 两 整数 和 为 3 的 概率 是 
1 2 1 3 3 
(A) 才 . (B) < ， (C) 了 (D) 二. (E) 可. 
(第 38 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1987 年 ) 
[ 解 1] 对 2.5 依 题 设 分 拆 ( 成 两 个 非 负 数 ) 取 整 (将 此 两 数 写成 


与 之 最 接近 的 整数 ) 后 的 两 数 只 能 为 下 面 几 种 情形 : 
0,2; 1,1; 2,0; 2,1; 1,2. 


其 中 和 为 3 者 有 2 种 , 故 其 概率 为 - 

故 选 (B) 

[ 解 2] 对 于 x+y = 2.5 的 分 拆 可 用 下 图 表示 (每 条 竖 直 直线 与 
两 数 轴 交 点 所 表示 的 数 为 一 种 分 拆 ) ,图 中 国 圈 数 字 为 该 区 间 段 (各 有 
五 段 ) 上 的 数 取 整 时 的 数 


0 0.5 1 1.5 2 2.5 
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显然 适合 题 意 的 数 分 拆 , 仅 有 2 段 .其 概率 为 -< ， 

故 选 (B). 

14.17 ”在 男生 和 女生 混合 的 班 中 , 选 一 个 学 生 作为 该 班 的 代表 ， 
每 一 个 学 生 被 选中 的 可 能 性 都 是 一 样 的 , 且 一 个 男生 被 选中 的 概率 
是 一 个 女生 被 选中 的 概率 的 -$ . 则 男生 的 人 数 在 全 班 总 人 数 中 的 比率 
是 


a 


1 2 1 3 2 . 
(A) 本 (B) 二， (C) = (D) 专 . (E) 二， 
(第 36 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1985 年 ) 
[ 解 ] 设 男 ,女生 被 选中 的 概率 分 别 为 pj, p;, 依 题 意 有 


2 
pi= 3p2, tT 3p1= 2p2, 


因而 。 (男生 人 数 ) : (女生 人 数 ) = 2 : 3， 
从 而 男生 人 数 占 全 班 总 人 数 的 < 
故 选 (B) 


14.18 ”有 两 张 卡片 ,一 张 两 面 都 是 红 的 , 男 一 张 一 面 是 红 的 男 一 


面 是 蓝 的 .两 张 卡片 被 选择 的 概率 相同 ( 均 为 考 ). 现 选择 一 张 放 在 桌 
子 上 ,车 该 卡片 上 面 一 面 是 红 的 ,那么 下 面 一 面 也 是 红 的 概率 是 

(和) 了 (BB) 二 (CO) 二 (D) 拖 ， (BB) 之 

(第 24 届 美 国 高 中 数 尝 考试 ,1973 年 ) 

[ 解 ] 没 第 一 一 张 卡片 的 面 ( 都 是 红 的 ) 编号 为 1 和 2, 设 第 二 张 卡 
片 的 红 蓝 面 分 别 编号 为 3 和 4. 这 样 1,2,3,4 四 个 面 中 的 任意 一 面 都 有 
被 取出 的 可 能 . 

但 是 在 题 设 情况 下 面 4 不 可 能 再 出 现 , 所 以 只 有 面 1,2 或 3 有 可 能 
出 现 . 

这 样 ,下 面 的 面 两 个 是 红 的 ,一 个 是 蓝 的 ,在 这 三 个 面 中 红 的 概率 


2 
是 了 
故 选 (DD). 
14.19 ”A,B 两 队 正 进行 一 系列 的 比赛 . 若 两 队 中 任何 一 队 赢 得 
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一 盘 的 机 会 是 均等 的 ,但 为 了 在 一 系列 比赛 中 获胜 ,A 队 必须 赢 2 盘 ,B 
队 必须 赢 3 盘 .那么 A 队 获胜 的 可 能 性 是 
(A) 11 比 5. (B) 5 比 2. (C) 8 比 3. (D) 3 比 2. (E) 13 比 6 
(第 22 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1971 年 ) 
[ 解 ] 因为 两 个 队 要 赛 5 盘 , 则 各 盘 不 同 的 输赢 情况 总 数 为 - 
16. 在 比赛 中 ,A 队 输 掉 的 四 种 赢家 顺序 是 


BBB( 志 )，ABBB (去 )，BABB( 吉 )，BBAB( 去 ). 


8 16 16 
(每 一 种 后 面 括号 内 的 数字 是 它 的 概率 ). A 队 输 的 总 概率 是 去， 
所 以 赢 的 概率 是 1 。 ， 
即 A 队 得 竹 的 可 能 性 是 11 比 5. + 
故 选 (A). 四 


14.20 ”在 X,Y 和 2Z 三 匹 马 参加 的 比赛 中 不 会 出 现 平局 的 情况 ， 
如 果 X 赢 的 机 会 是 3 比 1，Y 赢 的 机 会 是 2 比 3, 那 么 Z 赢 的 机 会 是 
(五 赢 的 机 会 是 比 g” 意 思 是 互 赢 得 比赛 的 概率 为 了 | 一 ) 

(A) 3 比 20. (B)5 比 6. (C)8 比 5. 

(D) 17 比 3. (E) 20 比 3. 

(第 42 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1991 年 ) 

[ 解 ] ”由 题 设 知 X 赢 的 概率 为 P .= 才 ,Y 启 的 概率 为 p, = 总 ， 
耕 Z 赢 的 概率 为 训 。, 则 

PpP: = 1-p: -p=1- 寺 一 访 一 

因此 9, = 3， p, = 17. 

故 选 (万 ). 

14.21 记号 为 1,2,3 的 三 个 球 放 在 一 个 缸 子 中 . 将 一 个 球 从 向 
中 取出 ,把 它 的 号 码 记 下 来 ,然后 再 将 它 放 回 到 缸 子 里 . 这 个 过 程 重复 
三 次 .每 个 球 在 每 次 过 程 中 被 抽出 的 机 会 是 等 可 能 的 . 如 果 记 录 的 数码 
之 和 为 6, 那么 其 中 记号 为 2 的 球 三 次 全 被 抽 中 的 概率 为 

1 1 1 1 1 

(A) 35- (B) S$. (C) =- (D) 和 (E) 3. 

(第 34 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1983 年 ) 

[ 解 ] 因为 一 共有 7 种 抽出 情形 使 小 球 数码 的 和 为 6, 生 它们 是 等 
可 能 的 . 


- 荣 蔓 - 铬 车 


SI» 
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用 下 面 的 三 元 有 序 组 来 表示 即 
(1,2,3),(1,3,2),(2,1,3),(2,3,1),(3,1,2),(3,2,1) 和 (2,2,2)， 


所 以 记号 为 2 的 球 三 次 全 被 抽 中 的 概率 为 六 

故 选 (C). 

14.22 ”任意 撕 三 只 山子 (这 就 是 说 所 有 的 面向 上 的 概率 相同 ). 
三 个 朝 上 的 数 能 排列 成 公差 为 1 的 等 差 数 列 的 概率 是 

1 1 1 1 7 
(A) 6 (B) -9 (C) 5: (D) #74- (E) 36- 
(第 28 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1977 年 ) 

[ 解 ] 合乎 要 求 的 是 数组 (1,2,3),(2,3,4),(3,4,5),(4,5,6). 
而 每 种 数组 可 有 31 种 不 同 排 列 . 

又 搓 三 只 盟 子 出 现 不 同 排列 的 总 局 数 为 .因而 所 求 概 率 为 


4.3!1 1 
6 9 


9 这 入 洁 





故 选 (B). 
14.23 ”一 只 般 子 邱 六 次 .人 至少 达到 5 点 至 少 是 五 次 的 概率 是 


(A) -5606- (B) 





jt 


12 “2 
729 (0 3790: 
(D) 750: (EE) 这 些 都 不 对 . 
(第 25 届 美 国 离 中 数学 考试 ,1974 年 ) 


[ 解 j 设 A 表示 掷 后 至 少 达到 五 这 件 事 , 那 么 A 的 概率 是 
2 1 


6 3 - 
掷 仍 子 六 次 中 ,事件 A 发 生 六 次 的 概率 是 { 工 ) 
在 特定 的 次 序 中 ,事件 A 五 次 发 生 , 一 次 不 发 生 的 概率 是 


6 


四 站 
3 3 
因为 做 这 件 事 有 六 种 特定 次 序 , 所 以 A 五 次 出 现 和 一 次 不 出 现 的 
本 1\” 2 12 


于 是 A 全 部 出 现 或 五 次 出 现 一 次 不 出 现 的 概率 是 
2 ， 1 ) 13 
729 
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故 选 (4 ). 
14.24 一 普通 角子 被 据 3 次 ,在 前 两 次 所 撕 点 数 之 和 等 于 第 三 次 
的 点 数 , 则 掷 得 点 数 至 少 有 一 次 是 2 的 概率 是 
(A) 直 (OD 让 (局 方 
(第 47 届 美国 高 中 数学 考试 ,1996 年 ) 
[ 解 ] 设 (a,5,c) 为 仍 子 被 搓 3 次 的 点 数 , 依 题 设 满足 前 两 次 点 
数 和 等 于 第 3 次 点 数 的 情形 为 : 
(1,1,2),(1,2,3),(1,3,4),(1,4,5),(1,5,6),(2,1,3), (2,2,4), 
(2,3,5),(2,4,6),(3,1,4), (3,2,5), (3,3,6), (4,1,5), (4,2,6), 
(5,1,6) 


第 
总 计 15 种 ,其 中 含 点 数 2 的 有 8 种 ,所 求 概率 为 如 + 
故 选 (DD). 四 
14.25 ” 毛 次 普通 散 子 得 到 点 数 和 为 1994 的 概率 大 于 0, 且 与 


得 到 点 数 和 为 S 的 概率 相等 , 则 S 的 最 小 值 是 

(A) 333. (B)335. (CC)337. (D) 339.  (E) 341. 

(第 45 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1994 年 ) 

[ 解 ] 因为 1994 = 6 x 332 + 2, 此 即 说 : 抑 333 次 出 现 332 次 6 和 一 
次 2 是 所 掷 次 数 最 少 者 ,显然 出 现 该 情况 的 概率 不 为 0. 

掷 333 次 山子 出 现 332 次 6 和 一 次 2 的 概率 与 出 现 332 次 1 和 一 次 
2 的 概率 相等 , 且 此 时 出 现 的 点 数 和 最 小 ; 

1 x 332 + 2 = 334. 

故 S 的 最 小 值 是 334. 

注 ” 原 选择 枝 答案 有 误 , 应 有 334 值 . 

14.26 ”阿利 斯 , 博 勃 和 卡尔 三 个 孩子 轮流 掷 仍 子 . 阿利 斯 先 掷 ， 
博 勃 总 是 紧 接着 阿利 斯 掷 ,卡尔 总 是 紧 接 着 博 勃 再 掷 . 找 出 卡尔 第 一 个 


据 中 6 的 概率 是 多 少 ?( 在 每 一 次 搓 仍 子 中 ,得 到 6 的 概率 为 十 ,并且 各 
次 据 角 子 之 间 是 相互 独立 的 . ) 
1 2 5 25 36 
(3 BB) 和 (高 (DD) 倪 ，。 (P) 让 
(第 32 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1981 年 ) 
[ 解 ] ”卡尔 在 第 一 次 投 眶 子 时 ,就 第 一 个 投 中 6 的 概率 为 
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(三 ) .二 
6 0° 
他 在 第 二 次 投 仍 子 时 ,第 一 个 投 中 6 的 概率 是 
5 
四 法 
一 般 地 ,卡尔 在 第 ”次 投 仙 子 时 ,第 一 个 投 中 6 的 概率 是 
3n—1 
和 
所 以 卡尔 第 一 个 投 中 6 的 概率 为 
2 5 3n—1 
和 
这 是 一 个 首 项 a = ( 宇 ) .十 , 公 比 + = (六 ) 的 无 穷 递 缩 等 比 


数列 的 和 ,其 值 为 a 

故 选 (D). 

14.27 ”一 只 例子 中 装 有 三 枚 光亮 的 新 硬币 和 四 枚 灰暗 的 旧 硬 
币 ,从 盒 中 随机 地 一 个 接 一 个 不 返回 地 到 出 硬币 ,如果 到 新 硬币 全 部 取 


出 时 所 取 次 数 多 于 4 次 的 概率 为 和 , 且 广 是 既 约 分 数 ,那么 a + 6 为 
(A) 11. (B) 20. (C) 35. (D) 58. (E) 66. 
(第 44 届 美国 高 中 数学 考试 ,1993 年 ) 
[ 解 ] 记忆 ;,pa 为 取出 三 榴 和 四 枚 硬币 时 ,已 将 全 部 三 枚 亮 币 取 
出 的 概率 . 则 全 = 1 ~ (ps + pa). 


,3.2.,.1 
PB T7765 35’ 
( 即 第 一 次 取出 亮 币 ,第 二 次 也 取出 亮 币 ,第 三 次 再 取出 亮 币 的 概 


和 


污 








率 ) 
4.3.2.1,3.4.2.1,3.2.4.1 
PT 6 3 "4 76°5 4+1+7°6°5'4 
_3 
” 35: 
( 即 前 三 次 中 分 别 在 第 一 次 或 第 二 次 或 第 三 次 取得 旧 币 ,日 第 四 次 
取得 亮 币 的 概率 和 ) 
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则 a+b = 66, 
故 选 (五 ). 
14.28 ” 掷 一 枚 “不 均匀 ”的 钱币 ,正面 朝 上 的 概率 为 户 设 zw 为 


在 5 次 互相 独立 的 投掷 中 正面 朝 上 正好 是 3 次 的 概率 , 如 果 w = 5， 


则 
2 3 、 3 
(A) 一 定 是 忆 . (B) pp 一定 是 5. (C) pp 一 定 比 5 大 . 


(D) p 不 惟一 确定 (E) 没有 户 值 使 = 2 ， 
(第 39 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1988 年 ) 

[ 解 ] 设 反 面 朝 上 的 概率 为 gq, 则 

9q=1-p. 
又 $ 次 独立 投掷 中 正好 是 3 次 正面 朝 上 的 概率 应 为 (p + g) 展开 

式 中 含 p; 的 项 . 
其 展开 式 系 数 为 1, 5, 10, 10, 5, 1, 故 所 求 的 项 为 
10p3q* = 1073(1 = p). 


144 ) 3 ) 
即 ED5 = 10(1 一 亡 )* 或 13(1- p)* 一 


这 是 一 个 关于 p 的 五 次 方程 , 令 式 左 为 f(p). 











f(0) = f(1) = -了 3 
又 … As 二) = 十 - p> > 0， 
f(p) 在 (0， 方 ),( 广 ， 1) 上 均 有 实 根 . 
则 p 的 值 不 惟一 . 
故 选 (D). 


14.29 ”一 枚 不 均匀 的 硬币 抛 出 落下 正面 朝 上 的 概率 是 气 . 如 果 
将 此 硬币 抛 50 次 ,那么 ,正面 朝 上 的 次 数 是 偶数 的 概率 为 


30 
(A) 25( 气 ) . (B) 良 (1 一 直 ). (0) 二 
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名 
等 
概 
来 





十 入 





党 各 襟 党 


(D) 方 (1+ 测 ) (E) 三 . 
(第 43 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1992 年 ) 
[ 解 ] 显然 抛 50 次 硬币 ,正面 朝 上 次 数 为 偶数 的 概率 系 (+ 


邱 )2 展开 式 中 三 的 蹇 次 为 偶数 的 项 的 和 p. 





S0 
由 1 = 【村 + 半 ) = 高 +2)”， ® 
再 (1 -2)% = (-1)%=1, 


其 展开 式 中 - 2 的 偶 次 竹 的 项 与 奇 次 若 的 项 和 (绝对 值 之 差 ) 为 上 . 
这 样 ,在 名 式 中 (1 +2)” 展 开 式 中 2 的 侦 次 项 和 S| 与 2 的 奇 次 项 
和 S; 之 差 亦 为 1. 


从 而 p= 


故 选 (DD). : 
14.30 ”盒子 里 有 2 只 一 分 ,4 只 五 分 和 6 只 一 角 的 硬 钱币 .从 中 
依次 取出 6 只 硬币 ,每 次 取出 不 再 放 回 ,每 只 硬币 被 选中 的 概率 相等 . 


广 高 [(Si+ S2) + 1]|= 方 (1+ 高 ) 


取出 的 人 硬币 的 值 至 少 是 50 分 的 概率 是 
37 91 、 127 132 、 
(A) 中 (B) 0954. (C) 954 (D) 0954. (EE) 这 些 都 不 对 . 


(第 31 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1980 年 ) 

[ 解 ] 从 12 只 硬币 中 选择 6 只 的 方法 是 Cf, = 924 种 .下 列 情况 
将 会 出 现 “ 至 少 有 50 分 ”的 事件 : 

(1) 取出 6 只 一 角 硬 币 ; 

(2) 取出 5 只 一 角 和 任何 其 他 硬币 ; 

(3) 取出 4 只 一 和 角 和 2 只 五 分 ; 
使 (1),(2) 和 (3) 能 够 出 现 的 情况 分 别 有 Cs,Ci. Ct 和 和 Ct. C3 种 . 

所 以 所 求 的 概率 是 

Cet+ Ce6*Ci+t+Ce: CE 127 


024 92 


> 


故 选 (C)， 
14.31 ”一 袋 正 在 爆 的 玉米 ,其 中 拖 是 白 粒 的 , 汪 是 黄 粒 的 ,又 知 
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白 粒 的 有 -> 会 召开 , 黄 粒 的 有 会 爆 开 , 今 从 袋 中 任 选 一 粒 放 锅 中 发 
生 爆 花 ,试问 它 是 白 粒 玉米 的 概率 为 
1 > 4 2 
(A BT. (OF. (D3. (ES 
(第 45 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1994 年 ) 
[ 解 ] ”由 题 设 ,会 低 的 白玉 米 占 二 .六 = 十， 


3 





而 会 爆 的 黄玉 米 占 字 " 仿 = 地. 
则 在 会 爆 的 玉米 中 是 自 色 粒 的 概率 为 
1 
3 -3 
工 12 5 和 
3 9 + 
故 选 (DD). 四 


14'32 下 图 是 一 张 茶 城 市 地 图 的 一 部 分 . 小 长 方形 表示 住宅 和 
房屋 ,它们 之 间 的 空隙 表示 街道 .有 一 个 学 生 , 每 天 早晨 按照 图 中 所 示 
街道 从 A 处 步行 到 B 处 ,并 且 只 能 朝 东 或 朝 南 走 . 在 每 一 个 交叉 路 口 ， 


他 都 有 一 个 概率 为 十 的 向 东 或 向 南 的 选择 (每 一 个 选择 与 其 他 选择 间 
都 是 相互 独立 的 ). 这 个 学 生 步行 通过 C 处 的 概率 为 


ll 
bt., 


癌 茹 半 











(A) 术 本 广 (QO) 寺 ， (D) 开 (EE)3. 
(第 33 居 美 国 高 中 狐 学 考试 1982 年 ) 
[ 解 ] 如 图 ,按照 题 中 规定 的 行走 法 则 . 这 个 学 生 要 想 通 过 C, 必 
须 经 C;(i = 0,1,2,3) 之 中 的 一 个 ,然后 向 东 . 也 就 是 说 ,该 学 生 经 过 C 
的 概率 应 等 于 他 通过 C; 诸 点 然后 向 东 的 概率 和 . 
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而 从 A 出 发 通过 C; 的 路 径 中 ,包含 
有 两 条 向 东 的 线段 与 i 条 问 南 的 线段 ， 
因此 共 包 含有 2 + i 条 线段 ,其 中 ;条 向 - 
南 的 线段 的 出 现 可 以 是 任意 次 序 . | 

因此 从 A 出 发 ,过 CG 的 路 径 共 有 1 [ 
C3,; 条 (当然 也 可 考虑 ,其 中 两 条 向 东 的 -| 
线段 的 出 现 可 以 是 任意 次 序 ,那么 得 到 || | 
的 组 合 数 为 C53 但 C2 一 C34;). 7 

又 因为 在 每 一 个 交叉 路 口 ,向 东 和 





丝光 等 尾 











疝 南 的 概率 均 为 ,而 从 人 出 发 到 C 的 每 ] 一 1 一 1 一 1 

4 
一 路 径 所 经 过 的 交叉 路 口 共有 3+ i 个 (其 | | 1 1 
中 包括 A 和 C;), 因 此 走 此 路 径 向 东 的 概率 于 一 一 了 一 全 一 让 
为 (十 ) .所 以 题 中 所 求 之 概率 为 1 1 1 1 
3 | 4 8 8 2 

习 1 

2 人 2 ) 了 
1 3 6 410 3 4 16 32 
-8+161+321+64 { 1 + 1 
21 16 i 

= 纪 16 16 32 

故 选 (D) 


注 ”倘若 一 步 一 步 地 写 出 通过 每 一 交叉 路 口 的 概率 ,可 得 到 上 右 这 张 树 图 
(其 中 最 后 的 1, 仅 是 为 了 来 检验 计算 用 的 ). 

从 图 中 我 们 可 以 清楚 地 看 到 ,20 条 从 A 到 B 经 过 C 的 路 径 ( 从 及 到 B 共 有 
35 条 路 径 ) 并 不 是 等 可 能 的 . 

14:33 ” 圆 上 给 定 六 点 ,任意 组 合 形成 四 根 弦 , 它 们 能 形成 凸 四 边 
形 的 概率 是 

(和) 者， (B) 广 (CO 遍 ， 四) 二。 (二 

(第 50 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1999 年 ) 

[ 解 ] 所 给 六 点 共 可 连接 弦 数 CE = 15 条 ;从 中 挑选 四 根 的 方式 
数 为 C1;. 

又 题 设 ”六 点 所 连 弦 可 组 成 凸 四 边 形 的 数目 为 Cl, 这 样 所 求 概 
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率 为 


故 选 (B). 
14.34 ”一 圆周 上 均匀 分 布 着 1996 个 点 ,从 中 均等 地 选 出 A 、B、 
C.D 四 个 不 同 的 点 , 则 弦 AB 与 CD 相交 的 概率 是 
(二 (B) 二 0 记 (DD) 对 (BE) 序 . 
(第 47 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1996 年 ) 
[ 解 ] 考虑 点 A、B、C.D 的 顺序 即 可 . 
因为 对 任意 凸 四 边 形 而 言 , 若 AB .CD 恰 为 两 对 角 线 时 ,它们 才 相 


法 


当 A,B 为 相 邻 顶点 时 ,其 顺序 情况 有 8 种 ;C, 顺序 有 2 种 ; 
当 A,B 为 相对 顶点 时 ,其 顺序 情况 有 4 种 ;C,D 顺序 有 2 种 . 


故 选 (B). 

14.35 ”一 个 正四 面体 有 两 球 分 别 内 切 和 外 接 于 它 ,又 在 正四 面 
体 每 个 面 与 外 接 球 之 间 又 有 四 个 球 切 于 该 面 中 心 ,点 已 为 外 接 球 内 一 
点 , 则 PP 落 在 五 个 小 球 内 的 概率 最 接近 于 

(A)0. (B)0.1. (C)0.2. (D)0.3. (E)0.4. 

(第 50 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1999 年 ) 

[ 解 ] 设 正四 面体 棱 长 为 a, 易 知 其 内 切 球 半 径 为 


其 外 接 球 半径 为 R = ea， 
若 设 切 外 接 球 与 四 面体 面 的 球 半径 为 ，, 则 





由 是 所 求 概率 为 
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理 十 种 


世间 - 镶 党 











4 3 /LV 
3 (4) 2 ) 
_5 WADA 
一 37 ~ 0.19 
故 选 (B). 
注 ” 若 由 正四 面体 中 心 到 其 面 与 顶点 距离 比 为 1 : 
3 考虑 更 简 . 


14.36 “事件 4 出现 的 概率 是 二 ,事件 也 出 现 的 概率 是 分. 设 是 
A 和 B 同时 出 现 的 概率 .那么 包含 p 的 区 间 是 


(A) [古寺 | | 三, 二 (Oo 二 ,二 | 


(D) 读 ' | (E) | 让， $1 
(第 34 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1983 年 ) 
[ 解 ] 设 P(E) 表示 事件 EE 出现 的 概率 . 
由 公式 ”P(A UB)= P(A)+ P(B)- P(A NB), 
p= P(ANMB)= P(A)+ P(B)- P(AU 8B) 


3 2 
4 十 3 — P(A UU B), 
其 中 1 > P(A UB)>max{iP(A),P(B)} = 一 
3 二 3 2 3 
因而 计 + 村 -1 委 这 本 + 村- 下， 
5 2 
故 选 (CD ) 
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第 十 五 章 “ 集 合 与 论证 


第 1 节 集合 与 映射 


15'1 某 校 管 乐 队 由 100 名 男生 ,80 名 女生 组 成 , 弦 乐 队 由 80 
名 男生 ,100 名 女生 组 成 ,总 共有 230 名 学 生 参 加 了 这 两 支 乐队 ,其 中 有 
60 名 男生 两 队 都 参加 了 .那么 ,只 参加 管 乐 队 而 没 参加 弦 乐 队 的 女生 
人 数 是 

(A) 10. (B) 20. (C) 30. (D) 50. (E) 70. 

(第 7 届 美 国 初中 数学 考试 ,1991 年 ) 

[ 解 ] 设 同时 参加 两 种 乐队 的 人 数 为 x ,如 

图 中 阴影 所 示 , 依 题 意 





有 
180 + 180 -x = 230， 则 x = 130. 
参加 两 乐队 男生 为 60 名 , 则 参加 两 
乐队 的 女生 为 70 名 . 
只 参加 管 乐 队 的 女生 为 ”80-70 = 10 名 . 
故 选 (4). 


15.2 28 位 同学 每 人 至 少 选 英语 ,数学 ,历史 中 的 一 门 课 , 其 中 同 
时 选 数学 与 英语 但 不 选 历史 的 人 数 等 于 仪 选 数 学 的 人 数 , 没 有 同学 仅 
选 炎 语 或 仅 选 历史 ,6 个 同学 同时 选 数 学 与 历史 ,但 不 选 英 语 , 同 时 选 
英语 与 历史 的 人 数 5 倍 于 全 选 三 课 的 人 数 , 若 全 选 三 课 的 人 数 为 一 非 
零 偶 数 , 则 同时 选 数学 与 英语 但 不 选 历史 的 人 数 为 
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(A)S. (B) 6. (C) 7. (D) 8. (E) 9. 
(第 16 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1965 年 ) 
[ 解 ] 设 同 时 选 英 语 与 数学 的 人 数 为 n1 ,三 门 全 选 的 人 数 为 1，， 
其 中 ni 宇 0,n， > 0 且 为 偶数 . 
从 右 图 可 看 出 :2n| + 6n2 +6= 28, 即 
nl + 3n> 三 11. 
符合 题 设 者 仅 有 n1 = 5， n> 二 2. 
故 选 (A). 
15.3 某 中 学 初 三 年 级 有 13 个 课外 兴趣 小 
组 ,各 组 人 数 如 下 表 : 
al TFT 
Axlalslsl7 lolol nl sl 
一 天 下 午 ,学 校 同时 举办 语文 ,数学 两 个 讲座 .已 知 有 12 个 小 组 去 
听讲 座 , 其 中 , 听 语 文 讲座 是 听 数 学 讲座 人 数 的 6 倍 .还 剩 下 1 个 小 组 在 
教室 讨论 问题 ,这 一 组 是 
(A) 第 4 组 .(B) 第 7 组 . (C) 第 9 组 . (D) 第 12 组. 
《中国 江苏 省 初中 数学 竞赛 ,1988 年 ) 
[ 解 ] 设 听 语文 讲座 的 人 数 为 人 , 听 数 学 讲座 的 人 数 为 人 ,在 
教室 讨论 问题 的 小 组 人 数 为 x 人 . 依 题 设 有 
a = 66, QD) 
atob+i+r=2+3+S5+.…+22+24= 158. (QQ) 
QO 代入 @ 可 得 
= 138-76= 154-76+4= 7(22—65)+4, 
即 教室 中 讨论 间 题 的 小 组 人 数 被 7 除 后 余 4. 从 表 中 可 知 仅 11 符 


该 福 













合 . 
故 选 (B). 
15.4 集合 
M= iulw = 12m+8n+4/， 其 中 尺 ,n,1 ED 
N= lulu= 20p+16g+12r, 其 中 p,g,r€2i 
则 它们 的 关系 为 


(A)M=N. (B) MEN, NEM. 
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(C) MC N. (D) MON. 
(中 国 高 中 数学 联赛 ,1989 年 ) 
[ 解 ] 对 NN 中 任 一 元 素 4, 有 
u = 20p + 16g + 12r = 12r + 8(29) + 4(5p)€E M, 
从 而 NCECM. 
男 一 方面 ,对 M 中 任 一 元 素 u ,有 
u = 2m+8n+4dl = 20n+167+12(m—-n-ii)E€EN, 


从 而 | MCEN. 
所 以 M=N. 
故 选 (A). | 
15.5 有 一 个 含 三 个 正 整 数 元 素 的 集合 ija,6b,cl ,着 aXbxec= 第 
2310, 则 这 样 的 集合 个 数 为 + 
(A)32. (B)36. (C)40. (D)43. (E)45. 二 


(第 46 届 美国 高 中 数学 考试 ,1995 年 ) 
[ 解 ] 由 2310 = 2x3x5x7x11 即 其 有 五 个 素 因子 . 
5 个 因子 及 它们 的 积 (部 分 积 ) 均 可 为 a,5,c 之 一 , 故 有 集合 总 数 


素 让 全 中 注 


CiC3 + C+ C4 = 45( 个 ). 

注意 到 因 元 素 a ,b,c 应 互 异 ,显然 集合 11 ，1， 2310| 不 在 其 中 . 

故 选 (五 ). 

15.:6 给 出 一 相 邻 整数 的 集 11} ,12,3) ,14,5,6} 17,8,9,10| ,…， 
其 中 每 一 个 集 较 前 者 多 含 一 个 元 素 , 并 且 它 的 第 一 个 元 素 较 前 一 集中 
最 后 的 元 素 大 1. 设 S, 是 第 个 集 的 元 素 的 总 和 . 则 S;i 等 于 

(A) 1113. (B) 4641. (C) 5082. 

(D) 53361. (EE) 以 上 都 不 是 . 

(第 18 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1967 年 ) 

[ 解 ] 由 设 第 ;个 集合 系 由 个 相 邻 整数 组 成 , 且 其 后 一 个 ( 即 1， 


3,6,10,…) 为 前 个 自然 数 和 于， 


则 第 个 集合 首 项 为 于 1 (1) , 且 其 全 部 元 素 和 为 


n(n+]1) n(n -1) 1 
n= 


S, = 5 2 二 1) 
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ee 次 项 床 





当 ?=21 时 ，S = 二 .21. (21 +1) = 4641. 
故 选 (B). 


15.7 ”用 文 氏 图 中 阴影 部 分 表示 P UU Q ,正确 的 画 法 是 


. SHG 
全 jd 











(A) (B) (C) (D) 
(东北 三 省 数学 邀请 赛 ,1989 年 ) 
[ 解 ] … PUQ=PnaQ， 
.. PUQ=PNQ=PNQ 
故 选 ( 品 ). 


15.8 ”对 于 {1,2) 守 xz 忆 11,2,3,4,5| 关系 式 ( 其 中 工 是 1,2,3， 
4,51 的 子 集 ) 解 的 数目 是 
(A) 2. (B) 4. (C) 6. (PD) 8. ” ”(E) 这 些 都 不 对 . 
(第 23 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1972 年 ) 
[ 解 】 11,2} 和 13,4,5) 的 8 个 不 同 子 集中 的 每 一 个 相 组 合 , 构 成 
z 的 不 同 的 解 ,此 外 就 青 无 其 他 解 .具体 地 子 集 x 为 
11,2i:,， 11,2,3},， |1,2,41， 11,2,5!}， {1,2,3,4}， 
11,2,3,5}, {1,2,4,S!},， {1,2,3,4,5}. 
故 选 (DD). 
15.9 ”如 果 ialC(AUB)Cila pcydil ,并且 acEB，Ann 
= 多, 则 满足 上 述 条 件 的 集合 A 的 个 数 是 
(A) $. (B) 6. (C) 7. (D) 8. 
(第 2 届 " 希 望 杯 ”全 国 数学 邀请 赛 ,1991 年 ) 
[ 解 ] … aaEB, 且 4AB= 条 ， 


.. a 多 A. 
又 a C(AUB)C1a,b,c,dl, 
4 可能 是 ,1 lslclyladl;yio,cl;lo,dl;{lc,dil;lob,c,al| 
共 8 种 可 能 . 
故 选 (万 ). 


15:10 ” 设 集 合 P = jx,1j，Q = j,2 ,其 中 zyE jl 
2,…,9|, 且 PS Q. 将 满足 这 些 条 件 的 每 一 个 有 序 整 数 对 (x,y) 看 做 
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一 个 点 ,这 样 的 点 的 数目 是 
(A) 9. (B) 14. (C) 15. (D) 21. 
(第 2 届 " 希 望 杯 ”全 国 数学 邀请 赛 ,1991 年 ) 
[ 解 ] 由 题 设 当 x = 2 时 ,y = 3,4,5,6,7,8,9; 
当 xz 关 2( 注 意 x 关 1) 时 ,y = x = 3,4,5,6,7,8,9. 
综 上 ,有 序数 对 (x ,y) 共 14 个. 


故 选 (B). 
15.11 ”其 和 是 100 的 二 个 以 上 连续 正 整数 集合 的 数目 是 
(A) 1. (B) 2. (C) 3. (D) 4. (E) 5. 


(第 24 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1973 年 ) 
[ 解 ] 在 一 个 连续 整数 的 集合 中 ,元 素 个 数 可 能 是 奇数 或 偶数 . 
大 为 奇数 , 设 它 为 2 + 1, 它 们 的 平均 数 x 是 居中 的 一 个 . 
那么 (2n + Dx 一 100， 所 以 x = 2 
则 ”(2n + 1) 只 可 能 是 5 或 25. 
车 2n+1=5,， 那么 x = 20， = 2, 所 以 这 些 整 数 是 
18，19，20，21，22. 
若 (2n+1)=25,，x=4 有 n= 12， 这 是 不 可 能 的 ,因为 整数 
必须 是 正 的 . 
奉 连 续 整 数 的 个 数 是 偶数 2”, 设 它们 的 平均 数 (在 中 间 一 对 数 中 ) 


以 过 表示 ,那么 2nx = 100， We 





对 于 ”=4, 即 zx= = 12 了 7， 居中 的 一 对 数 是 
了 工 _ 1 
7 一 了 = 12， z+ 六 = 13， 
故 9,10,11,12,13,14,15,16 是 这 2n = 8 个 整数 . 


对 于 其 他 整数 n 则 没有 中 间 一 对 (x - 十 ) 和 ( x + 十 ) 为 正 整 数 


综 上 和 为 100 的 正 整 数 集合 只 有 上 述 的 两 个 . 
故 选 (B). 
15.12 集合 1,2,…,1001| 的 子 集 ,满足 没有 一 个 数 恰 好 是 另 一 
个 数 的 3 信 , 这 样 的 子 集 中 所 含 元 素 的 个 数 最 多 有 
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9 深 入 床 


(A) 50. (B) 66. (C) 67. (D) 76. (E) 78. 
(第 41 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1990 年 ) 
[ 解 ] 符合 题 设 所 含 元 素 个 数 最 多 的 子 集 为 
(1} UU 14,5,6,7,8,9,10,11{: UU 134,35,36,..,99,100|}, 
共计 有 元 素 
1+(1l1 -4+1)+ (100- 34+1)= 76 个 . 
下 面 证 明 76 为 该 种 子 集 元 素 最 多 个 数 . 
因为 (2,6),(3,9),(12,36),(13,39),…,(33,99) 这 24 对 数 中 ,每 
一 对 只 能 有 一 个 被 选 人 子 集 ,这 样子 集中 元 素 最 多 有 
100 - 24 = 76( 个 ). 
故 选 ( 疡 )， 
15.13 ”在 集合 11,2,3,…,501 的 子 集 S 中 任意 两 个 元 素 的 和 都 
不 能 被 7 整除 ,这 样 的 子 集 S 中 元 素 个 数 最 多 的 是 
(A) 6. (B) 7. (C) 14. (D) 22. (E) 23. 
(第 43 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1992 年 ) 
[ 解 ] 对 于 自然 数 p = 7k1+r1， n= 二 7&2+ 来 讲 , 若 ri+ 广 ? 
不 能 被 7 整除 , 则 mx + 2 亦 不 能 被 7 整除 . 
这 样题 目 要 求 的 子 集 S 中 元 素 最 多 有 
irir=7k+r,r= 1,2,3, 县 z 科 50U 7 
共有 23 个 元 素 . 
故 选 ( 瓦 ). 
15:14 集合 A,B 的 并 集 A UU B= lalaaij 当 A 尖 六 时 ， 
(A,B) 与 (B,A) 视 为 不 同 的 对 . 则 这 样 的 (A,B) 对 的 个 数 有 
(A) 8. (B) 9. (C) 26. (D) 27. 
(中 国 高 中 数学 联赛 ,1993 年 ) 
[ 解 1] 已 知 AUB= ial,a2,a3l. 则 作为 其 子 集 的 A,B 最 多 只 
有 3 个 元 素 . 
中 有 耕 4=iaia, ai , 则 满足 题 意 的 吾 可 以 是 空 s 集 ,或 是 单元 素 
的 集合 ,或 是 二 元 素 的 集合 ,或 是 三 元 素 的 集合 ,这 样 的 B 有 
CS+CI+C+C3S = 23 个 . 
这 时 (A,B) 有 CC .23 对 . 
中 大 A 为 二 元 素 的 集合 (fal,a2| 或 fal,a;{ 或 fa,,a3|), 则 有 C3 
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种 ,其 对 应 的 B 有 2 个 (C9 + Cl+ C3 = 22). 

这 时 (A,B) 有 CC: 2 对 . 

@ 若 4 为 单元 素 的 集合 , 则 其 有 C 种 ,其 对 应 y 的 BB 有 2 个 ,这 时 
(A,B) 有 CI: 2 对 . 

@ 若 A 是 空 集 , 则 其 有 C9 种 ,其 对 应 的 B 有 一 个 ,这 时 (A,B) 有 
(3. 1 对. 

所 以 这 样 的 (A,B) 对 共有 

C3.23+0 .22+0.2+C4.20=33= 27 个 . 

故 选 (D). 

[ 解 2] 今 P=jiaaz as) 则 4A= 了 3 且 4UB=P 的 情形 只 
有 一 种 配对 :4 = P 有 B= P. 

而 A 关 B 配对 情形 个 数 必 为 偶数 , 故 全 部 配对 个 数 必 是 奇数 . 可 
盏 (A),(C). 

义 粗略 计算 后 知 其 配对 数 比 9 大， 

故 选 (DD). 

15.15 ”从 并 ,2,3,4,…,201 中 选取 四 个 不 同 的 数 a ,5,c ,a ,满足 
a ++c 二 5+ d. 若 不 考虑 a ,b,c,d 的 顺序 , 则 选取 方法 的 总 数 为 

(A) 1050. (B) 525. (C) 1140. (D) 190. 

(中 国 福建 省 福州 市 高 中 数学 竞赛 ,1993 年 ) 

[ 解 1] 不 妨 设 a4>5b5>>d, 由 a+c 一 b+d 得 d > 

从 1,2,…,20 中 选 出 三 个 数 a > 5b > c 的 选 法 有 C3 种 ,但 其 中 有 
a + c= b+ 上 5 的 不 合 要 求 ,这 相当 于 a 和 c 同 奇 偶 的 不 合 要 求 . 

而 从 1,2,…,20 中 取 两 个 奇数 的 选 法 有 Ci 种 , 取 两 个 偶数 的 选 法 
有 Cio 种 . 

于 是 ,从 1,2,…,20 中 选 三 个 数 a > 5 >> cc, 日 满足 a+c 关 b+5 
的 选 法 有 C0 一 2C? = 1050 种 . 

这 样 的 每 个 二 部 玫 全 确定 _， 一 个 符合 要 求 的 四 元 数组 ,但 每 个 四 元 


数组 (ae,o,c,d) 出 现 两 次 (a,p,c) 和 (ad,c)( 因 为 > c) 产生 的 四 . 


元 数组 .共有 方 . 1050 = 525 种 . 
故 选 (B). 
[ 解 2] 设 4+b=c+d = 上, 今 考虑 . 
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a 


当 & = 5 时 ,有 2 对 数 和 为 5, 即 有 C3 个 等 式 满足 
at+b=c+d= 5; 
当 = 6 时 , 亦 有 2 对 数 和 为 6, 即 有 C3 个 等 式 满足 
a+b=ct+d=6; 
类 似 地 , 当 & = 7,8 时 ,各 有 3 对 数 和 为 7 或 8, 即 有 C3 个 等 式 ; 
当 = 9,10 时 有 Ci 个 等 式 ;k = 11,12 时 有 C2 个 等 式 ;…; 当 上 上 
= 19,20 时 有 G3 个 等 式 ; 当 k = 21 时 有 C30 个 等 式 ; 当 = 22,23 时 ， 
有 C8 个 等 式 ; 当 k = 24,25 时 有 C$ 个 等 式 ;…; 当 = 36,37 时 有 C3 
个 等 式 . 
综 上 共有 4(C3+ C3+ + C3)+ C2 = 525. 
故 选 (B). 
15.16 ”对 于 集合 S, 设 1S | 表示 S 中 的 元 素 个 数 ,而 令 n(S) 表 
示 包 括 空 集 和 S 自身 在 内 的 S 的 子 集 的 个 数 .如 果 A,B,C 三 个 集合 满 
是 nC(A)+n(B)+n(C)=n(AUBUC),1A!I=|1B|= 100, 那 
么 1A 门 BMC 最 小 可 能 值 是 
(A) 96. (B) 97. (C) 98. (D) 99. (E) 100. 
(第 42 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1991 年 ) 
[ 解 ] 集合 X 的 子 集 个 数 为 za(X) = 2'X!, 由 设 有 
2^4+253+200=24J500，， 0 又 1A1=1B|= 100， 
因而 F2100 + F100 二 216C1 一 214UBUCI 即 2101 十 DiCI 一 2I4UBUCI 
则 1ICI=101， 从 而 14UBUCI= 102. 
(1) 奉 1A 站 BI=100, 又 1Cl=101, 且 1AUBUCI= 102， 
则 C 至 少 有 两 个 元 素 异 于 A 门 B， 所 以 1ANMNMBNMNCI= 99. 
(2) 者 1ANMNBI=99, 则 | A UBI= 101. 
由 |1Cl=101,1AUBUCI= 102, 则 C 异 于 A UB 的 元 素 至 
多 有 一 个 . 
为 使 1A 站 BNC1 尺 量 小 , 则 
CN(A\ANMNB)zAG, BB CN(B\ANB)zG. 
此 时 I'ANMNMBNMNCI298. 
(3) 夺 1A 门 B1= 98, 为 使 |A 门 B NC 尽量 小 , 则 使 
ICN(A\ANMNB)I=2, I1CNMN(B\ANB)1I=2, 
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又 14AUBUCI=102, 且 1CI= 101, 
则 1ANMNBNCIZ7. 
(4) 若 14A 门 BI 过 97, 为 使 | A 作 BN 个 Ci 尽量 小 , 则 
IA\ANMNBI3, 有 HH 1B\ANMNBI3. 
但 这 样 | A UU B | 宇 97 + 3+ 3 = 103 与 题 设 相抵 ! 
综 上 1A4 门 B 人 个 Ci 的 最 小 值 为 97. 
故 选 (B). 
15.17 ”如 果 和 集合 M ,NN 各 含有 m,n 个 元 素 , 那 么 ,从 M 到 NN 可 能 
建立 的 映射 个 数 是 
(A)m+n, (B)m :nn. (C) mr’. (D) n™. 
(第 2 届 “ 希 望 标 ”全 国 数学 邀请 赛 ,1991 年 ) 
[ 解 ] 对 M 中 的 每 个 元 素 , 从 M 到 NN 均 可 建立 nn 个 不 同 的 映射 
即 若 M=liaaa ma，N= {651,6;2,…,b,1, 则 
0 人 (k=1,2,,m; 7 一 1 2……,7) 
故 从 M 到 六 的 映射 个 数 为 11。，7 Nn 
2 


六 个 


FE i 


册 乏 杂 中 广 


故 选 (DD). 

15:18 ”映射 f:ia,5,c,di 一 11,2,3|. 如 果 10 < f(a) .ff(65)、 
f(c)，f(a) < 20, 这 样 的 映射 个 数 共有 

(A) 23. (B) 24. (C) 25. (D) 26. 

(第 2 届 “ 希 望 杯 ” 全 国 数 学 洲 请 赛 ,1991 年 ) 

[ 解 ] 大 Fa) = f(5) = f(c) = f(q) = 2, 显 然 是 一 种 适合 题 
意 的 映射 . 

又 大 f(a),f(5),f(c),f(d) 不 全 是 2, 这 样 其 中 至 少 一 个 值 是 1， 
旦 至 多 一 个 是 1( 注 意 到 23 = 8 < 10), 进 而 知 f(a), ff(45), ff(c),f(d) 
中 至 少 有 一 个 是 3, 且 至 多 有 两 个 3( 注 意 到 33 = 27 > 20). 

分 下 面 两 种 情形 讨论 : 

(DD)f(a),f(5),f(c),f(a) 中 有 一 个 1, 一 个 3 的 情形 (两 个 2) ,这 
时 映射 有 Pi=4.3= 12 种 ; 

(2)f(a),f(5),f(c),f(q) 中 有 1 个 1, 两 个 3 的 情形 (一 个 2), 这 
时 映射 有 Pi =4.3= 12 种 . 

总 共有 1+12+12 = 25 种 . 
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故 选 (C). 

15.19 以 某 些 整数 为 元 素 的 集合 PP 具有 下 列 性 质 . 

QDP 中 的 元 素 有 正 数 ,有 人 负数 ;，Q@P 中 的 元 素 有 奇数 ,有 偶数 ; 

-1&@P; 着 x,yE P, 则 x+yE€EP. 
对 于 这 个 集合 P, 可 以 断定 

(A) 0 和 P,2&P. (B) 0 所 了 忆 2 6E P. 

(C)0E P,2€P. (D)0 E&P,2E&P. 

(第 1 届 " 希 望 杯 ”全 国 数学 邀请 赛 ,1990 年 ) 

[ 解 】 考虑 集合 | 一 3,0,3| 满足 题 设 @ ~ @ 条 件 , 则 可 否 (B)， 
(C),(D). 

故 选 (A). 


第 2 市 。” 命题 与 运算 


15.20 ”命题 “对 所 有 实数 a,5, 若 a = 0, 则 ab = 0” 的 否定 可 写 
作 : 存 在 实数 a, 使 
(A)a 关 0 及 ab 关 0. (B)a 关 0 及 ab = 0. 
(C) ae=10 及 cp 和 0. (D) az 天 0 及 a 关 0. 
(E) ap=0 及 a 尖 (0. 
(第 17 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1966 年 ) 
[ 解 ] 设 P(a,5) 为 有 关 a,b 的 命题 . 
则 “对 所 有 a ,5,P(a,5) 成 立 ” 的 命题 否定 为 “存在 a,5, 使 Pla， 
0D) 不 成 并 . 
故 选 (C). 
15.21 命题“ 奋 n 为 正 奇数 ,和 且 其 各 位 数字 和 为 4, 又 它们 均 不 为 
0, 则 为 素数 ”. 则 可 作 上 述 命题 反例 的 数字 的 个 数 是 
(A)0. (B)1. (C)2. (D)3. (E)4. 
(第 45 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1994 年 ) 
[ 解 ] 符合 命题 条 件 的 奇数 有 以 下 几 个 : 
13,， 31, 121, 21], 1111. 
其 中 121 和 1111 不 是 素数 
故 选 (C). 


452 世界 数学 奥林匹克 解 题 大 辞典 





15.22 ”在 卡 上 有 下 列 四 个 命题 , 且 仅 这 四 个 : 

在 这 张 卡 上 恰 有 一 个 命题 是 不 真 的 . 
在 这 张 卡 上 恰 有 二 个 命题 是 不 真 的 . 
在 这 张 卡 上 恰 有 三 个 命题 是 不 真 的 . 







在 这 张 卡 上 恰 有 四 个 命题 是 不 真 的 . 
(假设 在 卡 上 的 每 一 个 命题 或 者 是 真 的 或 者 是 不 真 的 . ) 在 它们 中 间 ， 
不 真 命题 的 数 自 怡 好 是 
(A) 0. (B) 1. (C) 2. (D) 3. (E) 4. 


(第 29 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1978 年 ) 

[ 解 ] 因为 卡 上 任 一 对 命题 都 是 矛盾 的 ,所 以 至 多 其 中 之 一 是 真 
的 . 

假设 这 些 命题 中 没有 一 个 是 真 的 ,就 推出 “第 四 个 命题 ”是 真 的 . 
因此 卡 上 ”必定 存在 恰好 一 个 命题 为 真 ” 也 成 立 .这 与 前 设 了 矛盾. 

因而 其 中 有 一 命题 为 真 , 换 句 话 说 “ 恰 有 三 个 命题 不 真 ”, 即 第 三 个 
命题 成 立 . 

故 选 (DD). 

15.23 ”假设 下 列 三 个 叙述 是 正确 的 : 

] .所 有 新 生 都 是 人 . 

下 .所 有 研究 生 都 是 人 . 

上 时. 某 些 研究 生 在 思索 . 

已 知 下 列 四 个 叙述 : 

(1) 所 有 新 生 都 是 研究 生 . 

(2) 某 些 人 在 思索 . 

(3) 没有 新 生 在 思索 . 

(4) 在 思索 的 某 些 人 不 是 研究 生 . 
其 中 为 工 , 正 及 下 逻辑 结果 的 叙述 是 

(A) (2). (B) (4). (C) (2),(3). 

(D) (2),(4). (E) (1),(2). 

(第 10 届 美国 高 中 数学 考试 ,1959 年 ) 

[ 解 ] 题 设 三 类 人 的 集合 可 用 下 图 表示 . 从 图 可 以 看 到 ;结论 (1) 

不 真 ;结论 (3) 不 真 ; 结 论 (4) 也 不 真 . 
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故 选 (A). 

15.24 ”给 出 两 个 假设 :( 工 ) 最 少 有 一 个 Mems 不 是 Ens.([I) 没 
有 一 个 Ens 是 Vees, 我 们 可 以 推断 

(A) 最 少 有 一 个 Mems 不 是 Vees. 

(B) 最 少 有 一 个 Vees 不 是 Mems. 

(C) 没有 一 个 Mems 是 Vees. 

(DD) 最 少 有 一 个 Mems 是 Vees. 

(E) 不 能 从 给 出 的 假设 推断 出 (A) 或 (B) 或 (C) 或 (D). 

(第 18 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1967 年 ) 

[ 解 ] 令 M, 下 ,VY 分 别 记 为 Mems,Ens, Vees 的 集合 . 

从 题 设 知 至 少 一 个 mE M, 且 mm EE, 同时 ENV= GG. 

若 M = V, 则 (A),(B),(C) 不 成 立 ; 

若 MM 人 人间 V = 多, 则 (DD) 不成立. 

故 选 ( 玉 ). 

15*25 ”在 某 学 校 中 ,假定 

] : 某 些 学 生 是 不 诚实 的 . 

下 :所 有 的 社团 成 员 都 是 诚实 的 . 
由 此 导出 的 必然 结论 是 

(A) 某 些 学 生 是 社团 成 员 . (B) 某 些 社团 成 员 不 是 学 生 . 

(C) 某 些 学 生 不 是 社团 成 员 . (D) 没有 一 个 社团 成 员 是 学 生 . 

(E) 没有 一 个 学 生 是 社团 成 员 . 

(第 19 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1968 年 ) 

[ 解 ] 结论 (A),(B) 要 求 “ 社 团 成 员 集 ” 为 非 空 集 ,而 假设 ] ,了 I 
均 无 须 此 要 求 ; 

又 若 “ 社 团 成 员 和 集 ” 为 “全 体 学 生 集 ”的 非 空子 集 , 则 结论 (D),(E) 
不 成 立 . 

又 由 工 知 学 生 中 有 不 诚实 者 ,再 由 I 知 这 些 人 非 社团 成 员 , 因 而 
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(C) 真 . 

故 选 (C ). 

15.26 ” 若 当 whosis 是 is 且 so 和 so 是 is: so 时 ,whatsis 是 so. 当 
whosis 是 so 且 so 和 so 是 so' so 又 is 是 2 时 ,whosis， whatsis 是 (whatsis， 
whosis,is 和 so 是 取 正 值 的 变量 ) 

(A) whosis， is * so， (B) whosis. (C) is. 

(D) so. (E) so 和 so. 

(第 26 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1975 年 ) 

[ 解 ] 设 W, 晶 ,1 和 S 依次 表示 whatsis,whosis,is 和 so. 

那么 当 H= 1 且 IS = 2S 时 ,推出 W = S. 

等 价 地 ,因为 S>0, 由 右 = I=2， 推 出 W=S. 

现在 日 =SH2S= SS 又 了 = 2， 

等 价 地 瑟 = I=S=2， 
那么 W = S， 

所 以 HW=4=S+S. 

故 选 (五 ). 

15.27 一 位 妇女 , 她 的 兄弟 , 儿子 和 女儿 (所 有 的 关系 都 是 血 
统 关 系 ) 都 是 棋 手 . 最 坏 的 横 手 的 挛 生 者 (也 是 四 个 棋 手 之 一 ) 和 
最 好 的 棋 手 为 异性 . 最 坏 的 棋 手 和 最 好 的 棋 手 为 同年 龄 的 .最 坏 的 棋 
手 是 

(A) 这 位 妇女 .，(B) 她 的 儿子 . (C) 她 的 兄弟 . 

(D) 她 的 女儿 (E) 按 已 知 条 件 无 一 致 的 解 . 

(第 26 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1975 年 ) 

[ 解 ] 若 儿 子 是 最 坏 的 棋 手 ,女儿 必须 是 他 的 挛 生 姐妹 ,那么 最 
好 的 棋 手 必定 是 兄弟 ,这 与 已 知 条 件 是 一 致 的 ,因为 兄弟 和 儿子 可 以 为 
相同 年 龄 . 

假定 其 他 棋 手 中 的 任何 一 个 是 最 坏 的 ,必然 导致 子 盾 : 

者 这 位 妇女 是 最 坏 的 棋 手 ,她 的 兄弟 必定 是 她 的 挛 生 兄 弟 ,她 的 女 
儿 必 须 是 最 好 的 棋 手 ,但 是 这 位 妇女 和 她 的 女儿 不 可 能 是 相同 年 龄 . 

大 兄弟 是 最 坏 的 棋 手 ,妇女 必定 是 他 的 挛 生 姐妹 ,那么 最 好 的 棋 手 
是 儿子 ,但 是 妇女 和 她 的 儿子 不 可 能 是 相同 年 龄 ,因此 妇女 的 挛 生 兄弟 
不 可 能 和 上 儿子 有 相同 的 年 龄 . 
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启 这 本 中 泪 





a 


若 女 儿 是 最 坏 的 棋 手 ,儿子 必定 是 女儿 的 挛 生 兄弟 ,那么 最 好 的 选 
手 是 妇女 ,但 是 妇女 和 她 的 女儿 不 可 能 是 相同 年 龄 . 

故 选 (B). 

15.28 工 一 有 中 的 命题 等 价 于 下 面 这 个 命题 "如果 在 行星 c 上 
的 粉红 大 象 有 紫色 眼睛 ,那么 在 行星 8 上 的 野猪 没有 长 盘子 ”的 是 

TI “如 果 在 行星 8 上 的 野猪 有 长 鼻子 ,那么 在 行星 a 上 的 粉红 大 
象 有 紫色 眼睛 .” | 

[.“ 如 果 在 行星 a 上 的 粉红 大 象 没 有 紫色 眼睛 ,那么 在 行星 8 上 
的 野猪 没有 长 鼻子 .” 

焉 “如 有 果 在 行星 8 上 的 野猪 有 长 鼻子 ,那么 在 行星 a 上 的 粉红 大 
象 没有 紫色 眼睛 .” 

R … 在 行星 a 上 的 粉红 大 象 没有 紫色 眼睛 ,或 者 在 行星 8 上 的 野 
猪 没有 长 鼻子 .” 

(A) 仅 和 下. (B) 仅 下 和 FT. (C) 仅 工 和 R. 

(D) 仅 开 和 下 (下 ) 仅 焉 . 

(第 27 届 美国 高 中 数学 考试 ,1976 年 ) 

[ 解 ] 这 些 命题 中 “ 若 PP 则 Q”,“ 若 非 Q 则 非 P"” 和 ,“ 非 P 或 Q” 
是 等 价 的 . 故 已 知 命题 ,命题 有 和 命题 NW 分 别 是 以 上 三 种 形式 . 

故 选 (B). 

15.29 (ff) 考虑 叙述 : (1)p A 9g.(2)p A~ 9g.(3)~pAyg. 
(4) 一 户 人 一 q. 其 中 与 q 为 叙述 ,而 人 表示 “和 且 ”, ~ 表示 该 叙述 的 
否定 ,这 些 叙述 中 能 推出 ~ (p A gq) 正确 的 有 

(A) 0. (B) 1. (C) 2. (D) 3. (E) 4. 

或 (I) 考虑 叙述 :(1)p 且 g 均 真 .(2)p 为 真 且 g 为 假 .(3)p 为 假 且 
9 为 真 . (4) 为 假 且 gq 为 假 .这 些 叙 述 中 能 推出 “p 与 a 均 真 ”的 否定 者 
有 和 多少? 

(A) 0. (B) 1. (C) 2. (D) 3. (E) 4. 

(第 13 届 美国 高 中 数学 考试 ,1962 年 ) 

[ 解 ] 对 于 型 (]) 我 们 有 : 

丸 然 ”~ (pA gq) = 一 pA 一 gg， 则 叙述 (2),(3),(4) 正确 . 

对 于 型 (IT) 我 们 有 : 

叙述 “p 和 4g 俱 真 ”的 否定 是 说 :“p 真 q 假 " 或“p 假 9 真 ”或 “p,a 
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俱 假 ”. 故 叙述 (2),(3),(4) 正确 . 

故 选 (DD). 

15'30 工 .考虑 叙述 :(1)pPA 一 Ar 2) 一 庆 A 人 一 Ar (3)Db 
人 A 一 gqgA 人 A 一 r+.(4)} 一 pAgA 人 Ar, 其 中 p,g 与 7 为 命题 , 问 其 中 可 以 
推出 (p -> g) -> r 真确 的 有 

(A) 0. (B) 1. (C) 2. (D) 3. (E) 4. 

或 [[ .考虑 叙述 :(1)p 与 7 为 真有 昌 g 为 假 .(2)r 为 真 而 p 与 9 为 假 . 
(3)p 为 真 而 g 与 7 为 假 .(4)g 与 7 为 真 而 p 为 假 . 间 此 中 有 和 多少 可 推出 
“r 可 由 “p 推出 g' 推 得 ” 为 真 ? 

(A) 0. (B) 1. (C) 2. (D) 3. (E) 4. 

(第 14 届 美国 高 中 数学 考试 ,1963 年 ) 

[ 解 ] 若 “(p > gq) 一 r 为 真 ” 其 涵义 为 : 

CD 结果 为 真 , 且 前 提 p -> g 可 为 真 或 假 ; 

G@ 结果 r 为 假 , 前 提 也 是 假 . 

又 “p 一 g 为 真 ” 洒 义 为 ; 

中 结果 gq 真 , 且 前 提 p 或 真 或 假 ; 

结果 4 为 假 , 前 提 亦 为 假 . 

因而 在 (1) 中 ,p 一 g 是 假 ,r 是 真 ; 则 (p -> g) -> r 是 真 ; 

在 (2) 中 ,p -> 9g 是 真 ,r 是 真 ; 则 ( 一 g) 一 + 是 真 ; 

在 (3) 中 ,p 一 g 是 假 ,r 是 假 ; 则 (p 一 9g) ->r 是 真 ; 

在 (4) 中 ,p 一 g 是 真 ,r 是 真 ; 则 (p 一 9) 一 rr 是 真 . 

故 选 (五 ). 

15.31 设 a (D5 表示 选择 a 和 6 两 数 之 较 大 者 的 运算 ,Ha @ a 
= a, 义 设 a 5 表示 选择 a 和 6 两 数 之 较 小 者 的 运算 ,日 a Qa = a. 

下 列 三 个 结论 : 

(1)a Db = b Da. 

(Wa Db De )= (a Db)DL. 

(3)a 中 (2 De) = (a HL) D (a Be). 
其 中 正确 的 是 

(A) 仅 (1). (B) 仅 (2). (C) 仅 (1) 与 (2). 

(DD) 仅 (1) 与 (3). (E) 全 部 . 

(第 13 届 美国 高 中 数学 考试 ,1962 年 ) 
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[ 解 ] 由 题 设 结 论 (1) 成 立 显 然 . 
对 于 (2), 先 由 b,c 中 选 较 大 者 再 与 a 选 较 大 者 与 先 由 a ,8 中 选 较 
大 者 再 与 c 选 较 大 者 结果 一 样 ( 均 为 a ,b,c 中 最 大 者 ). 
对 于 (3), 先 设 a 为 a,5,c 中 最 小 者 .这 样 c @ (5 Dc) = au, 而 
(a BLD (a Dc) = a, 
故 这 时 结论 成 立 ; 
若 避 或 c 为 a,6,c 中 最 小 者 ,比如 8, 这 时 
ap 四 c)=a 鸭 c， 
而 (a 65) 了 (a (Bc) = 5bD(a Gc) = a ec (注意 5 最 小 ). 
综 上 ,(1),(2),(3) 均 成 立 . 
鼓 选 ( 玉 ). 
15.32 ”对 一 切实 数 x 和 yy, 运 算 “。” 定 义 为 
T° y= 4r-3y+ ry. 
实数 y 使 得 3。y = 12 的 个 数 有 
(A) 0. (B) 1. (C) 3. (D) 4. (E) 多 于 4 个 . 
(第 44 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1993 年 ) 
[ 解 ] 用 3 代替 式 中 的 xz, 得 
3°y= 12~-3y+3y= 12. 
所 以 3。y = 12 对 所 有 的 实数 y 都 正确 . 
故 选 (五 ). 
15.33 运算 xx y 定 义 为 :x x y= 二 (x 十 1)(y+1) 一 1, 那 么 下 列 
的 式 子 中 错 的 是 
(A) zxy= yxx 对 所 有 的 实 值 x 和 y. 
(B)xx(yt+ xz) 二 《xx*y)+(xxz) 对 所 有 的 实 值 x+,y 和 <. 
(C) (x 一 1)x(x+1)= (xxx) 一 1 对 所 有 的 实 值 x. 
(D) x x*0 = x 对 所 有 的 实 值 x. 
(E) rx (yx*xz) = (xXxxy)xz 对 所 有 的 实 值 z,y 和 z. 
(第 33 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1982 年 ) 
[ 解 】 由 XTXx{({y+z)= (r+1l)(y+xz+1)—-1, 
再 (Xxxy)+ (rxx) 
= |(r+l)(y+1)~1]+[(r+1)(z+1)-1] 
= (r+1)(y+ z+2)~2, 
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所 以 rx(yt+z)A(rxy)+ (rx*z). 
故 选 (B). 
15.34 ”对 于 正 实数 x 和 y 定义 zx y = 福生 那么 
(A)“x” 是 可 以 交换 的 ,但 不 可 以 结合 . 
(B)“* ”是 可 以 结合 的 ,但 不 可 以 交换 . 
(C)“x* ” 既 不 可 以 交换 ,也 不 可 以 结合 . 
(D)“* ”是 可 以 交换 和 结合 
(E) 这 些 都 不 对 . 
(第 25 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1974 年 ) 





从 4 
__y Tty Xx 
(zy XYy > Ty+ XZ+ ye 
T+y - 
同样 地 zx (yxz) = 一 一. 
ZXy+ X12+ yz 
所 以 “x ”不 仅 可 以 交换 ,而 且 可 以 结合 . 
故 选 (D). 


15.35 ”已 知 二 元 运算 “x” 定 义 为 axb = ar(a 和 5 为 任意 正 
数 ) ,那么 ,对 于 所 有 的 正 数 a ,b,c,n ,我 们 有 

(A)axb= bxa. (B)ax(bxc)= (axb)xae. 

(C) (axb")= (axn)xb. (D) (axb)” = a* (bn). 

(E) 非 上 述 答案 . 

(第 21 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1970 年 ) 

[ 解 ] 由 ax5= a, 而 5xa = 8 一 般 讲 w 与 将 不 相等 故 (A) 
不 真 . 

又 (axb)xc= axc = (a) = ae， 

而 a x (bxc) = ax 大 = as ,对 所 有 正 数 来 讲 它们 不 一 定 相 等 ， 
故 (B) 不 真 . 


由 axb” = a? ,而 (a xn)xb = a"x*xb5 一 a, 则 (CC) 不 真 . 


世界 数学 奥林匹克 解 题 大 辞典 459 


让 涉 业 史 入 


HI 十 梁 





由 (cxp) = (as)” = a“, 且 ax(bn) = a”, 故 (DD) 真 . 


选 从 而 (五 ) 不 真 . 
故 选 (DD). 
关 15.36 ”对 实数 rz,y 定义 运算 和 x": xxy=ar+6b+1. 看 
1x*2=969，2x*3=983, 则 2*9 等 于 
(A) 1988. (B) 1989. (C) 1990. (D) 1991. 
(中 国 陕 西 省 西安 市 初中 数学 竞赛 ,1990 年 ) 
[ 解 ] 由 设 可 有 
a*l*+bt+1= 969, OD 
a*23+6b+1 = 983, (OO 


解 得 a = 2, b= 966. 
，， 2x9=2.2 +966+1= 1991. 
故 选 (DD). 
15.37 ”规定 * 为 在 有 序 实数 对 上 的 运算 , 记 (a,85) x (c,d) = 
(ac + bd， ad + bec), 如果 (a,b)x* (zx,y) = (a,b), 那 么 (x,y) 是 
(A) (0,0). (B) (0,1). (C) (1,0). 
(D) (1,1). (E) (1, — 1). 
(中 国 吉 林 省 七 市 .地 初中 数学 竞赛 ,1985 年 ) 
[ 解 ] 由 设 及 (a,5)x (x,y) 一 (az + by, ay 二 bx ), 则 
ar+by= ua, 
ay + pr = b, 
若 a 闫 如 , 解 得 +=1，y=0. 
故 选 (C). 
15.38 下列 关于 求 平 均 ( 算 术 平 均 ) 的 二 次 运算 的 工 至 V 五 种 
说 法 : 
| . 求 平均 是 可 结合 
[ . 求 平 均 是 可 交换 的 ; 
所 . 求 平 均 对 于 加 法 是 可 分 配 的 ; 
下 .加 法 对 求 平 均 是 可 分 配 的 ; 
V . 求 平 均 有 一 个 恒 等 元 素 . 
以 上 永远 正确 的 是 
(A) 全 部 . (B) 只 有 工 和 工 . (C) 只 有 下 和 男 . 
(D) 只 有 [和 RK. (GE) 只 有 [和 YV. 
(第 24 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1973 年 ) 
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[ 解 ] 用 * 表示 求 平均 的 二 次 运算 ,对 于 任何 两 个 数 a 和 2 ,我 们 
有 axpb = 方 (a + 5b). 
因此 ,了 入 是 惟一 正确 的 说 法 ,因为 在 了 中 ， 
axb = (a 二 用) 二 方 (6 +a) 一 bxa. 
并 且 在 了 中 a+(bxc)=a+ 方 (b+c)， 


而 (e+b)x(a+c) = 六 [ae+b+a+cl=a+ 方 (6+c) 






为 一 方面 ,在 上 中 ax(bxc)= 地 a + 让 5+ 十 c， 

艾 (axb)xc = 寺 a+ 直 b+ 让 Cc， : 
它们 并 不 总 是 相等 的 ,所 以 * 是 不 可 结合 的 . 入 五 
在 了 中 。 ax(5+c)= 涩 a+ 方 b+ 方 c， : 


而 (ax 5) + (axc) = a+ 方 6+ 广 c, 它 们 亦 不 总 相等 

在 V 中 ,因为 axe = 方 (a + e), 所 以 对 于 每 个 数 a 并 不 存在 一 
个 恒 等 元 素 e ,使 得 ex a = 4a. 

故 选 (DD). 

15.39 ”如 果 对 于 数 集 A 中 任意 两 个 数 a,5, 其 和 a+65, 差 a -5， 
积 ab 都 在 数 集 A 内 ,就 称 数 集 A 为 数 环 ,下 面 六 个 数 集 ; 

(DZ = 1: 全体 整数 | 

GO N = | 全 体 自然 数 | 

(QQ = ;全 体 有 理 数 | 

@ R = | 全 体 实数 | 

@ M = | 全 体形 如 n+ m Y2 的 数 , 其 中 n,m 是 整数 | 

P= {全 体形 如 的 数 , 其 路,m 是 自然 数 | 
是 数 环 的 有 

(A) 6 个 . (B) 5 个 (C) 4 个 ，(D) 3 个 (E) 1 个 . 

(中 国 部 分 省 市 初中 数学 通讯 赛 ,1985 年 ) 
[ 解 ] 对 任意 蒜 数 a,5, 则 a + 5， a -5， ab 仍 为 整数 ,所 以 Z 
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a 共计 


是 数 环 . 

对 于 任意 自然 数 ,ni, 若 n> 富 ; 则 mpm-n< 达 0, 知 mm 一 nn 不 是 目 
然 数 , 故 N 不 是 数 环 . 

对 于 任意 有 理 数 a,6, 由 a -56， a +5， ab 仍 为 有 理 数 , 故 Q@ 是 
数 环 . 

对 于 任意 实数 c,6, 因 aa -5，a+p，oap 仍 为 实数 ， 故 民 是 
数 环 . 

对 于 属于 M 的 任意 数 a ,6 ,它们 可 表示 为 

a 二 nt+my2，6b5= pt+gy2,(n,m,p,g 为 整数 ) 

由 a+bsn+my2+p+t+ogv2 

= (n+p)+ (m+ pb) v2, 


及 a-b=nt+m2-(p+gqv2) 
= (n-p)+(m-—p)v2, 
HH. ab = (n+ mY2)(p + qv2) 


= np + ng V2 + pm 2 +2ma 
= (np + 2mg) + (ng + pm) y2, 
知 a + 5b,a 一 b,ab 仍 为 属于 M 的 数 . 
M 为 数 环 . 
对 于 任意 属于 PP 的 数 a,b, 可 表示 为 
a = 恕 ， b= 7 (n,m,p,g 是 自然 数 ) 
7 9 mp 一 关 
则 a b= 
车 n>m，, gq>p,， 则 mp 一 ng 过 0. 知 a 下 不 属于 P， 
P 不 是 数 环 . 
综 上 所 述 , 只 有 2Z,Q,R,M 为 数 环 , 即 4 个 数 环 . 


故 选 (C )， 
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| 1 何 篇 (上 上) 


(平面 几何 ) 





第 十 六 章 ”所 , 线 , 面 






16.1 给 定 平 面 上 的 n 个 点 ,已 知 1,2,4,8,16,32 都 是 其 中 两 点 和 
之 加 的 距离 ,那么 ,点数 ”的 最 小 可 能 值 是 十 
(A)4. (B)5. (C)6. (D)7. 点 六 
(中 国 初中 数学 联赛 ,1997 年 ) 儿 
[ 解 ] 因为 上 述 任意 三 个 距离 的 数值 都 不 能 1 本 
构成 同一 个 三 角形 的 三 条 边 长 ,这 样 这 些 点 和 距离 YA 六 、、 ,，。 
的 分 布 只 能 如 右 图 ,换言之 至 少 有 7 了 个 点 . AN 


故 选 (D). 
16.2 ”在 同一 平面 内 的 三 条 直线 ,2 与 相交 ,73 与 7 平行 , 则 距 
这 三 条 直线 等 距离 的 点 的 个 数 为 
(A) 0. (B) 1. (C) 2. (D) 4. (E) 8. 
(第 16 届 美 国 离 中 数学 考试 ,1965 年 ) 
[ 解 ] 设 为 距 ,73 等 距 之 平行 线 ,是 设 
距离 为 d. 
又 设 1; ,i6 为 上 1, 距离 为 4 的 两 平行 线 . 
则 44086 的 交点 P,Q 为 所 求 . 
故 选 (C). 
16.3 ”在 等 边 三 角形 ABC 所 在 平面 上 
找 这 样 的 一 点 P, 使 人 PAB, 公 PBC, 公 PAC 都 是 等 腰 三 角形 ,那么 具 
有 这 样 性 质 的 点 的 个 数 共有 
(A) 1 个 ._ (B) 4 个 . (C) 7 个 ，(D) 9 个 ，(E) 10 个 . 
(中 国 部 分 省 .市 初中 数学 通讯 赛 ,1986 年 ) 
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[ 解 ] 作 公 ABC 各 边 的 垂直 平分 线 AD ,BE,CF 分 别 交 各 边 于 
中 ,E, 下 ,其 交点 了 为 所 求 一 点 . 
另 延 长 BE, 作 AP = AB, 作 BP” = AB, 则 P 和 P 为 所 求 的 两 
点 . 
延长 EB ,使 BP”= AB, 则 P” 为 所 求 的 一 点 ; 
同 理 延 长 AD 和 DA ,同样 可 以 得 到 符 
合 要求 的 三 个 点 ; 
延长 CF 及 FC ,也 可 得 到 符合 要 求 的 
三 个 点 . 
综 上 ,这样 点 共 1+3.(1+2) = 10 个 . 
故 选 (EE). 
16.4 已 知 锐角 人 ABC 中 ,4AC< 4B< BC, 在 人 ABC 所 在 平面 
内 ,使 得 入 PAB 和 公 PBC 都 是 等 腰 三 角形 的 点 P 的 个 数 是 
(A) 6. (B) 9. (C) 13. (D) 14. 
(中 国 湖 北 省 黄冈 地 区 初中 数学 竞赛 ,1993 年 ) 
[ 解 ] 首先 , BC 与 AB 的 生 直 平分 线 1,m 的 交 
点 Pi 为 所 求 . 
又 以 B,A 为 圆心 AB 长 为 半径 分 别 画 弧 与 7 的 
四 个 交点 P,, Py, P4, Ps 亦 为 所 求 . 
类 似 地 在 mx 上 亦 可 求 得 四 个 交点 (以 B,C 为 圆 。 
心 BC 长 为 半径 画 弧 与 m 的 交点 ). 
又 以 4 为 圆心 , 4B 为 半径 作 贺 与 以 B 为 圆心 ， 
BC 为 半径 的 圆 交 于 两 点 Poe, Pj; ! 
类 似 地 以 BB 为 圆心 , AB 为 半径 作 圆 与 以 C 为 圆心 , BC 为 半径 的 圆 
交 于 两 点 ; 
以 A 为 圆心 ,AB 为 半径 作 圆 与 以 C 为 圆心 , BC 为 半径 的 圆 交 于 
一 点 ( 另 一 点 与 B 点 重合 ). 
综 上 ,共有 14 个 点 为 所 求 . 
故 选 (DD). 
16.5 ”在 正方 形 ABCD 所 在 平面 上 有 点 PP, 使 人 PAB, 人 PBC， 
人 PCD, 全 PDA 都 是 等 腰 三 角形 .那么 ,具有 这 样 性 质 的 已 点 个 数 共 有 
(A) 9 个 . (B) 17 个 . (C) 1 个 . (D) 5 个 . 
(中 国 高 中 数学 联赛 ,1983 年 ) 
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[ 解 1] 在 正方 形 中 , 若 以 一 边 为 底 作 等 腰 三 角形 时 ,那么 因为 这 
个 等 腰 三 角形 的 顶点 已 必 在 这 边 中 垂 线 上 ,因而 这 边 的 对 边 也 必定 同 
时 是 以 PP 为 顶点 的 男 一 等 腰 三 角形 的 底 .所 以 可 以 分 以 下 情况 讨论 : 

(1) 正方 形 中 ,四 条 边 都 是 等 腰 三 角形 的 底 . 

这 时 ,顶点 了 必 在 两 组 对 边 中 垂 线 上 ,因而 P 应 是 正方 形 的 中 心 ， 
这 时 只 有 一 点 ,如 图 中 . 








Wr 

x 

1 ™~ 
A 

1 

I 


0 © @ 

(2) 正方 形 中 ,二 边 作为 等 腰 三 角形 的 底 . 让 

这 时 ,顶点 卫 除 需 在 这 组 对 边 (如 AB、CD) 的 中 垂 线 上 外 ,还 应 在 | 
以 A 为 圆心 以 AB 为 半径 的 圆 或 以 D 为 圆心 ,以 DA 为 半径 的 圆 上 .这 
时 有 四 点 ,如 图 @. 由 正方 形 对 称 性 , 同 理 还 有 四 点 . 

(3) 正方 形 中 ,四 边 都 作为 等 腰 三 角形 的 腰 . 

这 时 ,顶点 书 应 是 在 以 正方 形 顶 点 为 圆心 , 边 长 为 半径 的 圆 上 ,但 
作出 这 些 圆 后 (如 图 @) 把 任意 相 邻 两 圆 交点 与 正方 形 顶 点 连接 起 来 ， 
所 得 四 个 三 角形 中 总 有 两 个 是 以 正方 形 的 边 为 底 的 . 即 不 存在 以 四 边 
都 作为 腰 的 等 腰 三 角形 . 

综 上 所 述 ,符合 条 件 已 点 个 数 有 且 只 有 9 个 . 

故 选 (A). 

[ 解 2] 正方 形 中 点 Po 显然 适合 . 

又 如 右 图 , P,P, 亦 满 足 题 设 . 

由 对 称 性 ,直线 ! 上 还 有 两 点 ;直线 mm 
上 亦 有 4 点 ( 除 Po 外). 总计 9 个 点 . 

故 选 (4A). 

16.6 ”在 和 矩形 的 边 上 找 一 点 ,使 得 这 点 与 对 边 两 端点 的 连 线 将 此 
和 矩形 分 成 三 个 彼此 相似 的 三 角形 ,这 样 的 点 

(A) 不 存在 . (B) 一 定 有 2 个 . 
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(C) 一 定 有 4 个 . (D) 个 数 不 能 确定 . 
(中 国 广州 .武汉 ,福州 等 五 市 初中 数学 联赛 ,1987 年 ) 
[ 解 ] 这 样 的 点 与 对 边 两 端点 的 两 条 连 线 应 成 90" 角 , 故 这 样 的 
点 是 以 矩形 一 边 为 直径 向 矩形 内 所 作 半 贺 与 对 边 的 公共 点 . 
当 ABCD 为 正方 形 时 ,这 样 的 点 不 存在 ,否定 了 (B),(C); 
当 AB > 2AD 时 ,点 有 四 个 ,否定 了 (A). 显 然 (DD) 正确 . 
故 选 ( 刀 ). 
16.7 ”如 图 ,在 直角 梯形 ABCD 中 ,4B = 7,4D = 4。 _p 
2, BC = 3. 如 条 边 AB 上 的 点 PP 使 得 以 P,A,DD 为 顶点 的 
三 角形 和 以 P,B,C 为 顶点 的 三 角形 相似 ,那么 这 样 的 点 
忆 有 
(A) 1 个 . (B) 2 个 . 
(C) 3 个 . (D) 4 个 . B C 
(中国 初中 数学 联赛 ,1988 年 ) 
[ 解 1] 设 AP = xr, 则 PB =7-z (如 图 作 ). 








(D 如 果 和 APADoAPHC， 则 ”二 -= 字 ， 
x = <7， 符合 条 件 ， 
(2) 如果 APIDwACaPp， 则 地 = 产 -， 


zl==1，xzz=6， 也 都 符合 条 件 . 
所 以 满足 条 件 的 点 已 有 3 个 . 
故 选 (C). 
[ 解 2] (1) 如 图 @ ,延长 CB 到 E, 使 BE = CB. 连接 DE 交 AB 于 Pi. 
则 易 证 全 PIAD ww 人 PIBE. A 人 PIBE 2 人 P,)BC. 

Pi 符合 条 件 . 
(2) 如 图 他 , 易 知 中 位 线 

OF = 与 ,CD = V72+(3-2) = SSv2. 
因此 ,以 CD 的 中 点 O 为 圆心 ,以 OD = 32 ( > 与 ) 为 半径 的 图 ， 
必 和 直 线 AB 交 于 两 点 , 记 为 P, 和 P，. 
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又 由 EP, = EP; = Vv OPs — OF” 
_ /sw /SY 
一 (学 ) 人) 和 
7 人 
= 廊 <F= EA. 7 


点 
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可 知 ”P; 和 P; 落 在 线段 AB 内 . 

易 证 个 P,AD 人 CBP,;,, 人 P3AD Ww aCBP;. 

所 以 P, 和 P; 也 都 符合 条 件 . 

以 下 证 明 ;Pi 必 不 与 P,( 同 理 ,P;) 重合 . 

假若 不 然 ,应 有 人 人 BPIC = 人 APID = 人 BCP, = 45°. 

个 PiAD 和 全 PiBC 都 是 等 腰 直 角 三 角形 . 

而 4B=A4API+PIB=AD+BC=2+3=5. 

与 AB = 7 的 条 件 相 了 矛盾 . 

综 上 ,满足 条 件 的 点 P 共有 三 个 . 

故 选 (C ). 

16.8 ”同一 个 圆 及 其 两 条 平行 切线 等 距离 的 点 的 数目 是 

(A) 0. (B) 2. (C) 3. (D) 4. (下 ) 无 穷 个 . 

(第 20 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1969 年 ) 

[ 解 ] 设 辣 ,2 为 已 知 所 OO 的 两 条 平行 切 线 , 若 > 为 @O 半 径 , 则 
1 ,2 距离 为 27r. 

而 与 恒 ,7; 等 距 的 点 在 直 线 wx 上 (如 图 ), 即 过 - 
O 与 11,L2 平行 的 一 条 直线 . 

又 与 OO 上 点 距离 为 r 点 在 O 和 以 O 为 圆 
心 ,2r 为 半径 的 圆周 上 , 它 与 w 交 于 P,Q 点 . 
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综 上 ,P,Q,O 三 点 适合 题 设 . 


故 选 (CC). 

16.9 ”如 果 20 个 点 将 某 圆周 20 等 分 ,那么 顶点 只 能 在 这 20 个 点 
中 选取 的 正 多 边 形 个 数 是 

(A)4. (B)8. (C)12. (D)24. 


(中 国 初 中 数学 联赛 ,1996 年 ) 
[ 解 ] 设 正 & 边 形 满足 条 件 , 则 除去 上 个 顶点 外 的 20 一 个 点 均 
义 地 分 布 在 正 & 边 形 各 边 所 对 的 劣 弧 上 . 


于 是 “全 二 = 全 一 工 是 整数 故 人 120， 


但 上 之 3， 
k= 4 或 5 或 10 或 20. 
所 求 正 多 边 形 的 个 数 为 : 
全 + 名 + 从 + 因 = 12( 个 ). 
故 选 CC ). 
16:10 已 知 合 ABC 的 底 边 AB 的 长 与 位 置 固定 , 当 顶 点 CC 在 一 直 


线 上 移动 时 , 则 其 三 中 线 的 交点 在 何 图 形 上 移动 


(A) 一 圆 . (B) 一 抛物 线 . (C) 一 椭圆 . 
(D) 一 直线 . (E) 不 是 上 述 曲 线 . 

(第 13 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1962 年 ) 
[ 解 ] 设 公 ABC 顶点 C 在 直线 /1 上 移动 至 Ci, 若 G 为 人 ABC 的 


香 心 ,Gi 为 全 ABCI 的 重心 . 
由 三 角形 重心 定理 





CG = 所 CM， CiG1 = 本 CiM 
从 而 GGI V COI. 
即 当 C 在 /1 上 移动 时 ,三 角形 重心 G 在 的 平 
行 线 /; 上 移动 . 
故 选 (DD). 
16.11 设 P 是 圆 K 内 的 一 点 但 不 重合 于 圆心 .经 过 P 点 作 阅 KK 
的 所 有 弦 并 定 出 它们 的 中 点 .这 些 中 点 的 轨迹 是 


(A) 除去 一 点 的 一 个 圆 . 


470 世界 数学 奥林匹克 解 题 大 辞典 





(B) 若 从 点 卫 到 圆心 K 的 距离 小 于 圆 K 的 半径 的 一 半 ,是 一 个 圆 ; 
否则 是 小 于 360” 的 一 条 圆 绝 . 

(C) 除去 一 点 的 一 个 半圆 . 

(D) 一 个 半圆 . 

(E) 一 个 圆 . 

(第 26 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1975 年 ) 

[ 解 ] 一 方面 ,假设 P 是 已 知 点 ,O 是 圆 K 的 圆心 , M 是 经 过 已 点 
的 某 一 弦 AB 的 中 点 .因为 人 OMP = 90" ,M 处 在 以 OP 为 直径 的 圆 上 . 

另 一 方面 ,大 M 是 以 OP 为 直径 的 圆 上 任何 一 
点 ,那么 经 过 已 和 M 的 已 知 圆 的 孩 ( 若 M = P, 已 知 4 六 2 
圆 的 粥 切 圆 OP 于 P) 是 OM 的 垂 线 .因此 M 是 这 条 
弦 的 中 点 . 

故 选 (五 ). 

16.12 ”一 条 线段 的 分 割 法 是 ,使 小 的 部 分 比 大 
的 部 分 和 大 的 部 分 比 整个 线段 一 样 . 若 R 是 小 的 部 分 对 大 的 部 分 的 比 
值 , 那 么 


各 


的 值 是 
(A) 2. (B) 2R. (C0) 志 . (D) 2+ 点 . (FE)2+R. 
(第 25 届 美 国 离 中 数学 考试 ,1974 年 ) 
[ 解 ] 考虑 线段 AB 以 DD 为 分 割 点 , 且 设 AD = x, DB = y， 


y < 蔗 ， 并 且 一 = 二 。 
x XYy 








J 
pb B 





A 


| 


因为 之 = RR, 我 们 可 选择 x = 1 这样 y = R, 且 R = 一 上 


即 R*+R-1=0,， 和 且 = RR+1. 


1 
R 
这 样 R2+ = RI+R+l= (RI+R-1)+2-2, 
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Eat 


(R*+ 二 ) 1， ， 1 
从 而 R "RRIRIAI+ 汪 = Ri+T-2. 


R R R 

故 选 (A). 

16.13 ”在 一 直线 上 依次 取 0O,A,B,C,D 五 点 ,并 使 OA = 4， 
OB = 5b5，OC = c，0OD = dq，P 为 直线 上 位 于 B,C 间 的 一 点 ,是 
有 AP : PD = BP : PC. 则 OP 等 于 


6 -bk ac-bd _ 
(A) prc-y: (Borie Ta 
、 bd + ac bc + ad 
(CT DTGre ta 

(E) ac — bd 


at+p+ec+d 
(第 17 届 美国 高 中 数学 考试 ,1966 年 ) 
[ 解 ] 设 OP = pp, 则 
AP=p-a, PD=4d-p, BP=p~b, PC=c—p. 
则 AP : PD = BP : PC 可 表示 为 
(p—-a):(d~-p)=(p-6):(c—p), 


© 有 育 pe 
化 简 后 有 [(a+c)- (b+d)jp= ac- ood. 
CC — bd 


P Taibpte-d: 
故 选 (B). 

16.14 ”如 图 ,已 知 B 是 线段 AC 上 的 一 点 , M 是 线段 AB 的 中 
点 ,办 为 线段 AC 的 中 点 ,P 为 NA 的 中 点 ,Q 为 MA 的 中 点 . 


4 QP MN B 人 
则 MN : PQ 等 于 
(A) 1. (B) 2. (C) 3. (D) 4. 
(第 2 届 "“ 希 望 杯 "全国 数学 邀请 赛 ,1991 年 ) 
[ 解 ] ” MN = AN-AM， 则 PQ = -A 


MN : PQ = (AN- AM): 3S(AN- AM) =2:1. 
故 选 (B). 
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16.15 ”线段 4AB 上 有 两 点 己 与 Q 且 在 AB 中 点 的 同 侧 ,已 分 AB 成 
2:3，Q 分 4B 成 3:4, 若 PEQ = 2, 则 AB 的 长 为 
(A) 60. (B) 70. (C) 75. (D) 80. (E) 85. 
(第 12 届 美国 高 中 数学 考试 ,1961 年 ) 
[ 解 ] 如 下 图 ,由 设 知 





AP = 7434B -所 AB, AQ = 和 54B = 本 4B， 

6 ” 
日 PQ=33A4B- 纪 A4B= 汪 4B-2， 得 AB = 70. 

7 5 35 
故 选 (B). 
16.16 ”在 一 条 直线 上 已 知 四 个 不 同 的 点 依次 是 A,B,C,D. 那 么 l 

到 A ,B,C,D 的 距离 之 和 最 小 的 点 上 

(A) 可 以 是 直线 AD 外 的 某 一 点 、 (B) 只 是 B 点 或 C 点. 此 
(C) 只 是 线段 AD 的 中 点 . (D) 有 无 穷 多 个 . 


(中 国 初 中 数学 联赛 ,1987 年 ) 

[ 解 1] 易 证 ,线段 BC 上 的 每 一 个 点 到 四 点 A,B,C,D 的 距离 之 
和 都 等 于 AD + BC, 这 也 是 平面 上 任何 一 点 到 A ,B,C,D 的 距离 之 和 
中 的 最 小 者 . 

故 选 (D). 

[ 解 2] 平面 上 两 点 连 线 ,线段 最 短 , 则 所 求 点 当 在 AD 上 . 

设 所 求 点 X 和 A ,B,C,D 依 次 对 应 数 轴 上 的 rz,oe,p,c,qd ,显然 有 
a<bp<c< d.( 如 图 ). 








a p c d 
村 
4 B © 
于 是 问题 化 为 求 
y=|x-al+ir-b|l+ir-ci+|lr—d| 


的 极 小 值 . : 
注意 到 : 若 a < oz 和 …<a， 则 
Ar)=lzr-all+lr--oasl+…+z-a | (x 为 实数 ) 
f(a D2), n 为 奇数 ; 
的 最 小 值 为 
小 但 a 7 为 偶数 ; 





综 沉 等 你 


这 时 an/2 生生 dn/2)+1: 
因而 X 应 取 在 BC 上 . 


故 选 (DD). 
16* 17 已 知 直线 上 依次 有 了 七 点 Pi,P;,P;3,Ps,Ps,Ps,P7( 不 一 


定 等 距 ), 设 PP 为 直线 上 任意 选取 的 一 点 ,并 设 * 为 线段 PP PP,,…， 
PP7 之 长 的 和 当 且 仅 当 点 最 小 时 PP 的 位 置 为 
(A) Pi P; 的 中 点 . (B) P2 Ps 的 中 点 . 


(C) P3Ps 的 中 点 . (D) P's. (E) Pi. 
(第 14 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1963 年 ) 


[ 解 ] 先 考虑 有 两 个 点 Pi , P;: 的 情形 ,此 时 PP 可 选 P1P; 上 任 一 
点 ,注意 到 
s = PIP+ PP, = PP, 
再 考虑 有 三 个 点 Pi , P; , P3 的 情形 .显然 若 要 使 * 最 小 ,只 须 取 P， 
点 为 P 即 可 ,此 时 
s = PiP; + PP; = PiP;. 
仿 上 ,对 于 直线 上 有 任意 n 个 点 来 讲 : 
各 ?=2&, 则 忆 落 在 PP 上 即 可 ; 
奎 n = 2k +1, 则 PP 选 在 与 P,,) 重合 点 . 
由 上 有 xn = 了 时 ,应 将 王选 在 已 ; 点 . 
故 选 (DD). 
注 此 问题 化 为 代数 问题 即 是 ; 
若 zI 刀 所 0 求 Ar) = > 1X 一 Xx; 1 的 极 小 秆 . 
16:18 点 4 和 吕 的 距离 是 $ 个 单位 长 ,在 给 定 的 一 个 通过 A， 
B 两 点 的 平面 上 ,有 几 条 直线 满足 距离 A 点 2 个 单位 长 ,距离 B 点 3 个 
单位 长 
(A) 0. (B) 1. (C) 2. (D) 3. (E) 多 于 3. 
(第 41 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1990 年 ) 
[ 解 ] 如 图 共有 3 条 直线 满足 题 设 .注意 与 AB 牌 直 的 直线 7 


故 选 (D ). 
16.19 平面 上 给 定 不 共 线 的 三 点 A,B,C, 在 平面 上 作 直 线 /， 


使 点 A,B,C 到 直线 / 的 距离 之 比 为 1 :1:2 或 1:2:1 或 2:1:1, 则 
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这 样 的 直线 的 条 数 是 

(A) 3 条 . (B) 6 条 . (C) 9 条. (D) 12 
条 .，(E) 15 条 . 

(中 国 部 分 省 .市 初中 数学 通讯 赛 ,1985 年 ) 

[ 解 ] 连结 AB,BC,CA ,延长 AB, 取 BE = 
AB; 延 长 AC ,使 CF 
= AC. 取 BC 中 点 了 .连结 ED,FD, 并 分 别 4 
延长 , 交 AC 于 理 , 交 AB 于 G. 入 

则 直线 EH, FG ,GH,EF 都 是 距离 B， 
C,A 各 点 的 距离 比 为 1 : 1 : 2. 

同 理 , 取 AB,AC 中 点 ,又 可 得 8 条 符合 
题 意 的 直线 ,因此 ,可 有 12 条 直线 符合 要 

故 选 (DD). | 

16.20 在 人 ABC 所 在 平面 内 任 作 直线 ! 使 A,B,C 三 点 到 直线 1 
的 距离 比分 别 为 1 :2 :2 或 2:1:2 或 2:2 :1, 这 样 的 直线 /共有 

(A) 3 条 . (B) 6 条 . (C) 9 条 . (D) 12 条 . 

(中 国 辽 宁 省 沈阳 市 “育才 杯 ” 初 中 数学 竞赛 ,1988 年 ) 

[ 解 ] … 点 B,C 到 / 的 距离 相等 ， ! 

当 B,C 在 i 的 同 侧 时 ,i // BC .平行 且 距 
离 比 是 1 :2 :2 的 直线 有 2 条 . 

当 B,C 在 / 的 异 侧 时 ,用 相似 三 角形 和 全 等 三 
角形 的 性 质 可 证 明 过 AC ,AB 的 三 等 分 点 玉 , 玉 及 
底 边 BC 的 中 点 的 直线 DE 和 FD 也 符合 条 件 . 即 
对 于 1:2:2 来 说 有 4 条 合 条 件 的 直线 7( 如 图 ). 同 
理 满足 另外 两 种 比例 的 直线 各 有 4 条 , 共 12 条 . 

故 选 (D). 

16.21 在 全 ABC 中 ,了 A > 人 B> 人 人 C, 了 A 关 90 , 画 直 线 使 它 
把 全 ABC 分 成 两 部 分 , 且 使 其 中 一 部 分 与 人 ABC 相似 ,这 样 的 互 不 平 
行 的 直线 有 

(A) 3 条 . (B) 4 条 . (C) 5 条 . (D) 6 条 . 

(中 国 广州 武汉 ,福州 等 五 市 初中 数学 联赛 ,1992 年 ) 
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[ 解 ] 这 种 直线 可 分 三 类 : 
(1) 平行 于 三 角形 的 一 边 者 , 共 三 种 ; 
(2) 从 最 大 角 一 4 出 发 的 直线 有 两 条 为 所 求 , 见 下 图 中 (注意 一 A 


关 90 )， 
A A 
A~、 /A 
5 EF C B C 
图 @ 


图 中 
(3) 从 次 大 角 公 B 出 发 的 直线 有 一 条 为 所 求 , 见 上 图 多 ， 
综 上 ,这 类 直线 有 6 条 . 


故 选 (DD). 

16.22 ” 设 点 P 卫 到 半径 为 15 的 圆 的 圆心 距离 为 9, 那 么 圆 中 过 PP 
点 且 具 有 整数 长 度 的 弱 的 条 数 有 

(A) 11. (B) 12. (C) 13. (D) 14. (E) 29. 


(第 42 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1991 年 ) 
[ 解 ] 由 题 设 知 过 P 点 的 圆 的 弦 最 短 者 为 2 vV 15* - 9 = 24, 最 
长 者 ( 即 过 已 点 的 圆 的 直径 ) 为 30. 
其 最 长 者 ,最 短 者 各 有 一 条 . 
而 长 为 25,26,27,28,29 者 各 两 条 . 
这 样 过 尸 且 长 为 整数 的 弦 有 12 条 . 





故 选 (B). 
16.23 ”两 条 直线 相交 所 成 的 各 角 中 
(A) 必 有 一 个 钝 角 . (B) 必 有 一 个 锐角 . 


(C) 必 有 一 个 不 是 钝 角 . (D) 必 有 了 两 个 锐角 . 
(第 2 届 “ 希 望 标 ” 全 国 数学 邀请 赛 ,1991 年 ) 
[ 解 ] 考虑 到 两 直线 互相 垂直 时 所 成 四 个 角 皆 为 直角 , 则 (A)， 
(B),(D) 不 真 . 


故 选 (C). ‘x! 

16.24 ” 若 平 行 直线 EF, MN 与 相交 直线 AB， 上 F 
CD 相交 成 如 图 所 示 的 图 形 , 则 共 得 同 旁 内 角 的 对 数 M N 
为 D B 
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(A)4. (B)8. (C)12. (D)16. 
(中 国 初中 数学 联赛 ,1994 年 ) 
[ 解 ] 因为 每 一 个 三线 八 角 ”基本 图 形 中 都 有 两 对 同 旁 内 角 ,而 
从 所 给 图 形 中 可 分 解 出 如 下 8 个 基本 图 形 : 


C _ 
放 一 AN 
FE -FF FE F M N 
M N B 
D B D 
有 A 
E F 
7 \s M 7 4 M N 
D/ B 


因而 共有 16 对 同 区 内角 
故 选 (万 ). 


2 十 各 
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第 十 七 章 ”三 角形 


第 1 节 三 角形 中 的 角 


17:1 若 两 个 三 角形 两 边 和 其 中 一 边 上 的 高 分 别 对 应 相等 ,那么 
这 两 个 三 角形 的 第 三 边 所 对 的 角 的 关系 是 
(AA) 相 等 . (B) 互 余 . (C) 互 补 . (DD) 相等 或 互补 . 
(第 1 届 中 国 天 津 市 “中 华 少年 杯 " 数 学 邀请 赛 ,1987 年 ) 
[ 解 】 从 下 面 图 QD@ 中 可 见 两 三 角形 第 三 边 所 对 的 角 相 等 ;从 图 
Q@@ 中 可 见 第 三 边 所 对 的 角 互 补 . 


和信 和信 个 


图 吃 图 @@ 图 人 
故 选 (DD). 
17.2 在 和 ABC 中 , 边 a,5,c 满足 (a+b+c)(a+b 一 c)=ab， 
则 AB 边 所 对 的 角 是 
(A) 30°. (B) 60°. (C) 120°. (D) 150°. 
(中 国 山西 省 太原 市 初中 数学 竞赛 ,1993 年 ) 
[ 解 】 由 题 设 (ae+p+c)(a+p-c)=aa 可 有 


2 ， 2 .2 
a+ 如 -二 一 -a6b， 从 而 二 + ~ . 


由 余 弱 定理 知 cosLC= -六 ， /C=120°. 
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故 选 (C). 
17.3 若 a,B,Y 是 三 角形 的 二 个 内 角 . 而 Y=at+pB, y=B+y,z 


(A) 可 能 没有 锐角 . (B) 可 能 有 一 个 锐角 . 
(C) 可 能 有 两 个 锐角 . (D) 最 多 有 一 个 锐角 . 
(E) 不 会 有 两 个 锐角 . 


(中 国 四 川 省 重庆 市 初中 数学 竞赛 ,1984 年 ) 
[ 解 ] 由 设 知 a+B+7Y=180, 且 
XTX+ytz=2(a+B+7Y)= 360. 
今 设 z+,y,z 中 有 两 个 锐角 ,无 妨 设 为 xy- 
即 0"<z<90"，0'"<y<90"， 则 0°<x+y<180". 
从 而 =360"- (x+y)>180, 即 y+a>180". 这 是 不 可 能 的 
(因为 a+ 8+7Y=180?). 
故 选 (C). 
17.4 如 图 ,在 等 边 三 角形 ABC 形 外 作 AD = 4 
AB. 连 DC,BD. 则 CDB 等 于 
(A) 60°. (B) 45°. D 
(C) 30°. (D) 无 法 确定 . B 
(中 国 湖北 省 武汉 市 初中 数学 竞赛 ,1988 年 ) 
[ 解 ] 由 设 AB= AC= AD, 则 B,C,D 三 点 均 在 以 A 为 圆心 ， 
AB 为 半径 的 圆 上 . 
1 


所 以 LCDBE 了 BC， A 
~. [LN 
又 BC2 /LABC=60°, _\ >» p 
则 CDB= 方 LABC=30 ,一 


故 选 (C). 
17.5 右 图 中 , AB= AC= AD, 如 果 人 人 DAC 是 人 CAB 的 倍 (k 
为 实数 ) ,那么 人 DBC 是 BDC 的 4 


(A) 上 & 售 . (B) 2& 倍 . 
(C) 3 倍 . (了 D) 都 不 对 . ， A 
(中 国 上 海 市 初中 数学 竞赛 ,1984 年 ) : 
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[ 解 】 画 出 圆心 在 4 ,半径 为 4B 的 圆 , 则 由 题 一 


出 设 C,D 在 圆 上 . / \ 

由 LDPAC=&LCAB, 则 DC=kBC. | 不、 

郑 从 而 DBC=&ABDC (圆周 角 性 质 ). > 
故 选 (A). C 


17.6 在 三 角形 ABC 中 ,人 C= 9, 人 B=29, 其 
中 0"<0<60' .圆心 是 A 及 半径 是 AB 的 圆 与 AC 相交 于 了 ,并 与 BC 
相交 (车 需要 可 延长 BC) 相 交 于 B、E(E 可 与 B 重合 ). 那 么 EC = 4D 
成 立 的 条 件 是 


(A) 没 有 6 的 值 可 适合 . (B) 仪 当 8= 45°. 
(C) 仅 当 0'<9<45°. (D) 仅 当 4 和 受 0< 60?. 


(E) 对 于 所 有 满足 0"< 9<60" 的 0 都 适合 . 
(第 26 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1975 年 ) 
[ 解 ] 就 6 取 值 分 三 种 情形 讨论 : 
(DD) 车 0'<0<45"( 见 图 @@), 那 么 对 全 EAC 运用 三 角形 的 外 角 定 
理 得 到 209= EAC+0, 所 以 人 EAC = 098. 故人 EAC 是 等 腰 三 角形 . 因 
此 EC= AE = AD. 
(2) 各 0=45 ,那么 AAABC 是 一 个 等 腰 直 角 三 角形 ,这 时 玉 与 B 
重合 ,那么 
EC= BC= AB= AD. 
(3) 若 4$ < 0<60( 见 图 @ ) ,那么 
LEAC =/EAB+ /BAC 
=[180° —2(180° —20)]+[180°" -309] 
=0. 


4 
RR 180"20 
站 下 + 
>- 
B 站 Cc 全 C 
多 中 图 他 


这 样 和 全 FEA4AC 是 等 腰 三 角形 ,有 EC= EA = AD. 
故 选 (上 ). 
17.7 在 AABC 中 ,~A=100,B=S$0 ,~C=30 ,又 AH 是 
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高 , BM 是 中 线 , 则 二 MBEC 等 于 4 
(A) 15°. (B) 22.5°. (C) 30°. /A 
(D) 40°. (EE) 45°. B C 
(第 40 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1989 年 ) 
[ 解 ] 由 设 在 Rt 全 AHC 中 ,M 是 AC 中 点 , 则 HM 是 斜 边 上 的 中 
线 , 从 而 MH= MC. 
.. MHC= /C=30". 
故 选 (C). 
17.8 在 直角 三 角形 中 , 斜 边 的 平方 等 于 两 条 直角 边 的 乘积 的 2 
倍 时 ,那么 三 角形 的 一 个 锐角 为 
(A) 15°.  (B)30°. (C)45°.  (D)60°.  (E) 75°. 
(第 10 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1959 年 ) 
[ 解 ] 设 直 角 三 角形 三 边 长 分 别 为 a ,b,c. 依 题 设 及 色 股 定理 有 : 
c=2ab, c=a+6?, 
故 a*+b 二 2ab， 得 a= 上 4b. 
故 选 (C). 
17.9 在 三 角形 ABC 中 ,AB= AC, 玫 A=40° ,点 O 在 三 角形 内 ， 
且 了 OBC= 了 OCA , 则 一 BOC 的 度数 为 
(A) 110°. (B)35°. (C) 140°. (D) 55°.  (E) 70°. 
(第 5 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1954 年 ) 
[ 解 ] 延长 BO 交 AC 于 DD. 由 三 角形 外 角 性 质 有 4 
LBOC = 一 OCD+ /ODC 
= /OCD+(LAOAD+ /AOD) 
= LOCD+ LOAD+ /LOAB+ /ABO 
=/ABAC+/ ABC, 
注意 到 OBC = 了 OCA 即 可 . 
又 BAC=40"， 则 
LABC= 方 (180*-40')=70"， 
所 以 /BOC=40°+70°=110°. 


故 选 (4A). 
17.10 如 图 ,已 知 O 是 锐角 人 ABC 三 边 
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世界 数学 奥林匹克 解 题 大 辞典 481 





a 


中 垂 线 的 交点 ,了 A = 50". 则 达 BOC 的 度数 是 
(A) 90°. (B) 95°. 
(C) 100°. (D) 105°. 
(中 国 四川 省 初中 数学 竞赛 ,1991 年 ) 
[ 解 ] 连结 AO 且 延 长 交 BC 于 马 ， 
则 人 LOAB= OBA,，/O0AC= OCA. 
于 是 LBOC = /BOD+ 一 DOC 
= /AOAB+ /OBA+ /OAC+/LOCA 
=2/AOAB+2/ OAC=2/ A=100°. 





故 选 (C). 
17:11 如 图 ,在 全 ABC 中 ,ACB = 90"， 
AC = AE, BC= BF. 则 ZECF= 
(A)60°. (B)45°. 
(C)30°. (D) 不 确定 . 
(中 国安 徽 省 初中 数学 竞赛 ,1997 年 ) 
[ 解 ] 设 人 ECF=x, 人 ACF=a, 人 人 BCE=8. 
则 有 和 EFC=x+B8, 人 FEC=xta, x+a+B=90°. 
LEFC+/FEC+Zx=180°, 
3r+at+pB=180, 2r=90°, z=45.. 
故 选 (B). 
17*12 在 全 ABC 中 ，AC= CD, 上 且 CAB -一 ABC = 30", 则 
一 B47D 的 度数 是 
(A) 30°. (B) 20°. (C) 22.5°. L 


(D) 10°. (E) 15°. 
(第 8 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1957 年 ) ~ 
如 B 


[ 解 ] 由 三 角形 外 角 性 质 及 题 设 有 

LBAD = LCDA- LB= LCAD- 一 B 

=(LCAB- LBAD)- /8B. 
故 2 人 BAD= 人 人 CAB- 人 AB=30°, 即 人 BAD=15". 
故 选 (五 ). 
17.13 如 下 页 图 , 若 AD=AB= BC, 那 么 a,8 之 间 的 关系 是 
(A) a=28. (B) «+ B=90°", 
(C) 2a + B= 180°. (D) 3a — 8= 180°. 
(中 国 湖北 省 荆州 地 区 初中 数学 竞赛 ,1987 年 ) 
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[ 解 ] 由 设 知 了 B= 人 AD, 又 a=B8+ 人 人 D=8 4 


+ /LB, 
而 B=180 -2a， 则 ax=p8+(180- 8 ~ 
2a ). 
即 3a— B= 180°. 
故 选 (DD). 
17.14 如 图 , AB= AC, 了 BAD=30', 有 日 AE = AD, 则 x 等 于 
(A) 7.5°. (B) 10°. (C) 12.5°. 


(D) 15°, (E) 20°. 
《第 7 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1956 年 ) . 
[ 解 ] 如 图 ,由 三 角形 外 角 性 质 有 B - 
Ax = 人 ADC-ADE = ADC - /AFED 
=AADC- (A/r+LO), 


帮 Lr= 廊 (LADC- 人 ZC) 
= 六 [(CB+BAD) -CC] ( LB=/O) 





= 二 BAD=15” 

故 选 (D). 

17'15 ”如 图 ,全 ABC 中 三 边 a ,8,c 所 对 的 内 角 分 别 是 A, 人 B， 
CC, 以 4 为 顶点 的 全 ABC 的 外 角 记 为 a, 以 B 为 顶点 的 人 ABC 的 外 
角 记 为 8, 则 下 面 四 个 判断 中 正确 的 一 个 是 

(A) a=6b+e. 4 人 

(B) 一 B=a. c » 

(C) a>120°,8>120°, A C<60°. 有 

(D) B+/C=a. B “ C 


(中 国 北京 市 初中 数学 竞赛 ,1985 年 ) 
[ 解 ] 如 图 ,a,b,c 为 三 角形 三 边 ,应 有 a<p+c, 故 排除 (A)， 
由 三 角形 外 角 定 理 知 a > 人 B, 故 排除 (B). 
a>120"，… AA<60°, 
又 B2120°"， .B60". 
在 人 人 C<60"， 则 一 4+B+AC<180"， 矛盾 . 


世界 数学 奥林匹克 解 题 大 辞典 483 








故 排除 (CC). 
经 验证 ,三 角形 外 角 等 于 不 相 邻 二 内 角 之 和 ,有 人 人 B+ 人 C=a 成 


ex 次 入 党 
Er 


故 选 (DD). 
17.16 人 ABC 是 以 AC 为 底 的 等 腰 三 角形 ,点 了 与 Q 分 别 在 
CB 与 4B 上 ,并 有利 AC= AP= PQ= QB, 则 人 B 的 度数 为 


5 1 
(A) 25 了 (B) 26 了 (C) 30. 


(D) 40. (EE) 无 法 确定 . 
(第 12 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1961 年 ) 
[ 解 】 设 人 B= x, 由 题 设 及 三 角形 外 角 性 质 有 有 
/QBP=xz, AQP=Q4P=27z， 
故 一 QP4=180--47， o 
则 了 APC=3zxr, ACP=3x. 
又 BCA 人 BAC=3x， 则 全 ABC 中 


zz+3zr+3zr=180， 得 z=25 之 . 


7 
故 选 (A). 
17.17 ”如 图 ,和 ABC 中 ,人 ACB 


=90" ,CD 和 CE 分 别 是 底 边 AB 上 的 
高 和 人 C 的 平分 线 . 在 人 CED cn 
和 ABC. 则 FECD 等 于 4 B 


E DD 
(A) 18°. (B) 20°. 
(C) 22.5°. (D) 30°. 
(中 国 山东 省 初中 数学 竞赛 ,1993 年 ) 
[ 解 ] 由 设 人 人 ACB=90', 又 CD | AB, 且 人 CEDWAaABC,， 
则 CED= 人 ABC， 知 全 CEB 为 等 腰 三 角形 . 
从 而 CD 平分 ZECB. 又 ”CE 平分 人 ACB， 


y 


所 以 一 ECD= 地 人 ECB= 方 . 广 人 ACB=22.5". 

故 选 (C). 

17.18 ”如 图 , AC= CD= DA= BC=DE. 则 BAE 是 人 BAC 的 
(A)4 售 . (B) 3 倍 . 
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(C) 2 倍 . (D) 1 倍 . 4 


(第 2 届 * 希 望 杯 "全 国 数学 邀请 赛 ,1991 年 ) AN 


[ 解 ] 由 题 设 知人 和合 ACD 为 等 边 三 角形 ,上 且 8 二 一方 
和 人 ACB, 和 ADFE 均 为 等 腰 三 角形 . 
则 二 BAC= 广 (180"- 一 ACB) = -60"=30"， 
同 理 DAE=30*， 则 一 BAE=60+30+30"=120”. 
改选 (4 ). 
17.19 设 人 ABC 的 人 B 和 LC 的 外 角 平 分 线 交 于 品 , 则 了 BDC 
的 度数 为 z 
(A) 方 (90- ZA)，(B) 90°- LA (GO 二 (180- LA). 
(D) 180" - /A. (E) 180 一 2 一 A. 
(第 13 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1962 年 ) 
[ 解 ] 所 设 如 右 图 所 示 , 由 三 角形 外 角 性 质 有 
28=180" -一 B，27y=180"- 一 C， 
故 p+7=180 -3(LB+ LC). 
又 AB+C=180 -一 A， 
因而 一 BDC =180*-(8+Y) 
no 。 1 ,。 
= 180 | 180 > (180 -A) | 








= 让 (180' -人 人 A) 
故 选 (CC ). 
17 "20 如 图 ,等 腰 三 角形 ABC， 4B = AC， 4 
和 人 DEF 为 内 接 正三 角形 , 人 BFD = a, 人 ADE = 8， 
FEC=7Y, 则 





(A) p= (B) p= 3 
(C) = 人 (D) a=Y. 


(EE) 非 上 述 答案 . 
(第 11 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1960 年 ) 
[ 解 ] 由 三 角形 外 角 定 理 有 
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B+60°=at+/B, at+60°=y+/LC, 

因而 B-a=a-7Y+/AB-ALC. 

由 ZB=AC， 则 8B-a=a-y， 即 x= 

故 选 (万 ). 

17.21 在 和 ABC 中 ,AB= AC, 人 /A= 80", 
品 是 BC 上 一 点 , BD = BE,CD= CF, 了 EFD 的 p 
度数 :FED 的 度数 =3:2, 那 么 AEF 的 度数 EL 
是 , y 。 
(A) 78°. (B) 63°. 
(C) 52°. (D) 37°. 

(第 1 届 中 国 天 津 市 "中华 少年 杯 " 数 学 邀请 赛 ,1987 年 ) 


[ 解 ] 由 题 设 有 人 B= 人 C= 方 (180*- 人 A)=50"， 
LBED= LCFD= 放 (180° -50')=65". 
FE/80 
右 人 AEF=63"， 则 有 65\ Sf 
/AFE =180° - 80° ~ 63° = 37°, A \A 
LEFD=180° -37° ~ 65°=78’", ” D 


/FED= 180° -63° ~ 65°=52°, 
这 时 一 FEFD 的 度数 :人 FED 的 度数 =3:2. 


故 选 (B). 

17.22 已 知 三 角形 PQR 中 ， RS 平分 人 R, 延 长 PQ 至 品目 使 
了 nn 为 直角 , 则 

(A) Lm= 二 (Lp- La). R 


(B) Zm=3(Lp+ Za). A 
> 划 时 和 7 让 


(C) Lad=3 (Lt Lp). 


(D) Ld=S Lm 


(EE) 非 上 述 答案 . 
(第 5 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1954 年 ) 
[ 解 ] 由 三 角形 外 角 性 质 及 题 设 有 
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Lm=ALpt+/d=/Ap+t(Aaq- Lm), 
即 2Lm=Lp+Lq' 或 Zm= 广 (人 p+ 人 Lg) 


故 选 (B). 
17.23 在 人 ABC 中 , AB= AC, 人 A= 80". 1 


若 卫 ,正和 开 点 分 别 在 BC,AC 和 AB 边 上 ,并 且 B ; 
CE = CD,BF = BD, 那么 EDF 等 于 
(A) 30°. (B) 40°. 


(C) 50°. (D) 65°. 
(下 ) 这 些 都 不 对 . 

(第 28 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1977 年 ) 
[ 解 ] 由 设 人 A=80', 晶 AB= AC, 则 


LB=AC=50°, 
同 理 LCDE= /FDB=65". 
故 A EDF= 180° -2.65° = 50°. 


故 选 (CC). 
注 甚至 当 AB 隆 AC 时 ,上 述 结论 仍 成 立 : 
LEDF =180°- LCDE ~ LFDB 


=-180 一 (180 -一 C)- (180" 一 一 有 ) 





= (LB+LC)- (180" -LA)=50". 
17.24 在 AABC 中 ,A=80', 点 D,E,F 分 别 在 边 BC ,AB， 


AC 上 , 且 BD= BE, CD= CF( 如 图 ). 4 
那么 人 EDF 等 于 F 
(A) 30°. (B) 40°. E 
(C) 50°. (D) 65°. 
0 已 B 


( “祖冲之 杯 " 初 中 数学 邀请 赛 ,1990 年 ) 
[ 解 ] 设 人 人 BDE=a, 了 FDC=B， 由 设 BE= BD,， CD=CF， 
则 在 全 BED 和 入 CDF 中 有 
2a=180°-AB, 28=180°-LC. 
从 而 2(a+B8)=360°-(ALAB+/LC) 
=180°+[180°- (LAB+AC)| 
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=180" + 80" = 260"， 
因而 a+B=130°, 且 人 EDF=180°-(a+B)=50. 
故 选 (C). 
17.25 如 图 ,和 人 ABC 中 ,BAC= 50"， 
日 BE=BD,CF=CD. 则 PDF 等 于 
(A) 30°. (B) 135°. (C) 65°. (D) 60 5 
(中 国安 徽 省 合肥 市 初中 数学 竞赛 ,1985 年 ) 
[ 解 ] 由 BAC=50， 知 AB+AC= 
130°. 
又 BE=BD, CF=CD， 知 
LBDE= ABED, /CFD= /CDF. 


深入 你 





故 LBDE= 广 (180° ~ ZB), LCDF= 广 (180°- LC). 
所 以 LBDE+ ZCDF=180°-3(LB+ LC), 


则 LEDF =180°- (ZBDE+ ZCDF)=3(LB+LC) 
=65°. 
故 选 (CC). 
17.26 在 右 图 所 示 的 人 ABC 中 ,D 为 其 内 一 点 ,x,y,xz,w 是 所 
示 各 和 角 的 度数 , 则 用 y,x 和 ww 表示 > 的 式 子 为 


(A) w—y— <2. C 

(B) w -2y 一 2=. ， 

(C) 180 —w—y— <. Dp 

(D) 2w—y— <. 4 必 一 一 一 B 


(E) 180 — w+ y+. 
(第 38 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1987 年 ) 
[ 解 ] 延长 BD 交 AC 于 EE, 上 且 设 AED C 
由 三 角形 外 角 性 质 有 
w=at+y, Ha=xrt+z, 
则 ww 一 江 十 十 二， 
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即 X=w—- y—z. 

故 选 (A). 

17.27 ”如 图 ,在 全 ABC 中 ,A=42°. 又 4 
车 人 B 和 人 C 的 三 等 分 线 分 别 交 于 DD,E. 则 
学 BDC 的 度数 是 

(A) 67°. (B) 84°. 

(C) 88". (D) 110°. 


(中 国 北京 市 初中 数学 竞赛 ,1990 年 ; 2 C 


第 1 届 " 希 望 杯 " 全 国 数学 邀请 赛 ,1990 年 ) 
[ 解 】 连 AD 延长 之 .由 三 角形 外 角 性 质 4 
A1=/A3+L5, LA2= /4+L6, 
此 两 式 相 加 有 / 


ABDC= /A+ 人 8B + 专人 C 
6 | 
AAA 


= LA+4(LB+LC) 3 ° 





= LA+3(180" -LA)=60'+ 久 人 A=88". 
故 选 (C). 
17.28 入 ABC 与 人 ABD 相 迁 (如 图 ), 且 


A 
AB= AC= BD,X BD SAC 于 EHBD| AC., 
则 C+ 和 D= 
(A)115° (B)120° (C)130° B 下 
(D)135° (E) 不 确定 . C 


(第 47 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1996 年 ) 
[ 解 ] 在 和 ABC 和 和 人 ABD 中 ,由 设 AB= AC = BD， 
、 180" - /BAC _ 180°— DBA 
LC+LD=180°-3(LBAC+ LDBA), 
又 ”BAC+ 二 DBA =90"， 
LC+/LD=180°-45°=135°. 
故 选 (DD). 


17.29 设 AD 为 等 腰 和 ABC 底 边 BC 上 的 高 , BMI, BM,,…， 
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cr 十 种 





入 你 


BM 为 ABC 的 n+1 等 分 线 .它们 与 AD 的 交点 (由 AA 至 万 ) 分 别 为 
Mi ,AM ,AM, ,延长 CM 交 AB 于 EE, 则 直线 EM 与 直线 BM 的 位 


置 关 系 为 
(A) 平 行 . (B) 相 交 ， 
(C) 垂 直 相 交 . (C) 与 n 有 关 不 能 确定 . 


(中 国安 徽 省 合肥 市 初中 数学 竞赛 ,1990 年 ) 
[ 解 ] 如 图 , BM 至 BM, 这 ?条 线段 将 一 ABC 等 分 为 xn + 1 个 部 
分 , 设 每 一 部 分 为 a ,连结 CM ,连结 BM 交 CE 于 FF. 
易 证 : Mi 为 人 AEC 内 角 平 分 线 的 交点 , 故 1 
EM 平分 人 AEC. 


MIEC = SAE = (B+ /ECB) 


1 _ 
一 [+l)ax+(a 一 1l)a 


= na. 
日 EFB =~FBC+~FCB=a+( 一 1)a 
= na. 


LMIEC= /EFB, .. EMIVABM 





故 选 (A). 
17.30 在 全 ADE 中 ,ADE=140°, 点 B 和 点 C 分 别 在 边 AD 和 
边 AE 上 . 邦 AB, BC,CD 和 DE 的 长 都 相等 ,那么 EAD 的 度数 是 
(A) 5°. (B) 6°. (C) 7.5°. (D) 8°. (E) 10°. 
(第 29 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1978 年 ) 
[ 解 ] 设 x= LBAC= LBCA,， y= /CBD= CDB，> = 
DCE = /DEC. 


在 全 ABC, 全 ACD 和 和 人 ADE 中 D 
得 角 形 的 内 外 角 竹 质 ,得 ,一 一 = 人 人。 
y=27x, 三 T+ y=37x, 


r+/ADE+%x=180°, 
所 以 140"+4z=180"， 
r=10.. 

故 选 (EE). 


缠 
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17*31 各 人 AAA 是 等 边 三 角形 ,A, ,3 是 线 二 
段 4A,4, 的 中 点 (2 是 一 切 正 整数 ), 那 么 人 人 Aw Ass 


A43 的 度数 等 于 
(A) 30°. (B) 45°. ， a 
(C) 60°. (D) 90°. 
(E) 120°. 


(第 29 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1978 年 ) 
[ 解 ] 个 A,A;A; 的 内 角 分 别 是 60",30",90". 4 
因为 人 Al1A;,A;=60"，A,As = A,A;，, 
人 A,AsAs 是 等 边 三 角形 . 
所 以 人 A3AsAs 的 顶 角 分 别 是 30*，30"， 
120". 则 会 AsyAsAsg 分 别 有 顶 角 30*，60*，90". 
又 因为 AsA;sAe=60',A;A6 = A;Ay， 
全 4546547 又 是 等 边 三 角形 .递归 地 推 求 可 知 A, 和 A, ,4 是 
对 应 角 , 且 会 AA ;1A,12OO 人 人 AraAnrsA,+6. 
AuAsAn= AAAsA;= 120°. 
故 选 (五 ). 
17'32 在 锐角 全 4BC 中 ,一 A 的 平分 线 交 边 BC 于 DD. 圆 心 为 B 
且 半 径 为 BD 的 圆 交 边 AB 于 Mi; 圆心 为 C 且 半 径 为 CD 的 圆 交 边 AC 
于 六 .那么 始终 保持 正确 的 说 法 是 
(A) LCND+ /BMD- /DAC= 120°. 
(B) AMDN 是 梯形 . (C) BC 平行 于 MN. 


(D) AM- AN= 3 BD (E) 4B-AC=3PB PC) 
(第 26 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1975 年 ) 


[ 解 ] 如 图 ,由 三 角形 内 角 平 分 线性 质 有 c 


BD _ AB D 
CD AC’ 7 
又 因为 CN=CD， BM = BD， 4 有 


BM _ AB 
则 CN = ac; 因而 MN/ CB. 
(A),(B),(DD) 和 (E) 四 种 说 法 是 不 成 立 的 , 若 人 人 A=90*-8,/B 


=60 ,人 C=30 +0, 其 中 0 是 任何 足够 小 的 正 角 , 即 为 使 上 述 结论 不 





角 
形 
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cr 十 各 








注 沽 称 许 


成 立 的 例子 . 
故 选 (C). 
17.33 在 全 ABC 中 ,了 A=70’,D 为 AC 边 上 一 点 ,了 A 的 平分 线 
AE 交 BD 于 H, 晶 AH: HE=3:1, 又 BH:HD=5:3. 则 人 C 的 度数 为 
(A) 45°. (B) 55°. (C) 75°. (D) 80°. 
(“汉江 杯 ” 初 中 数学 竞赛 ,1991 年 ) 
i[ 解 ] 连 CH, 如 图 令 各 三 角形 面积 分 别 为 So, Si,S ,Si,S4, 且 


设 So=1. 
由 AH:HE=3:1， 知 SI=3. 4 
又 BH:HD=5:3， 则 A 
S = 本 St- A NN 
3 C 上 一 人 站 


同时 (S, + S;):S,=3:1, 
则 S4= (Sz+ 53) 


再 由 Si:(S4+ $0)= 53:[ (s+ $3) + So | -3:5， 
即 Si:| 二 (和 +S)+1 =3:5, 解 得 Si= 人， 


则 Si= 李 (S+S)= 了 (+ )- 


全 + 


这 样 So+ Si1=4, 而 Sz+S3+S4= 5 


即 Saaz= Sanpe, 即 CE = FEB. 
又 AFE 平分 A, 知 全 ABC 为 等 腰 三 角形 . 
AZC= 十 (180 -<A)= 二 (180 -707)=55"， 
故 选 (B). 
17'34 在 人 ABC 中 ,AD 是 高 ,有 是 AD*= BD. CD. 那 么 BAC 
的 度数 是 
(A) 小 于 90". (B) 等 于 90". (C) 大 于 90*. (D) 不 确定 . 
(中 国 初中 数学 联赛 ,1990 年 ) 

[ 解 ] 如 图 @, 由 AD*= BD: CD. 有 2AD?=2BD:CD, 则 

BD* + CD* +2AD’= BD’+ CD?+2BD.:CD. 
即 (BD* + AD’) + (AD?+ CD*)= (BD+ CDY. 
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故 4B2+AC2= BC*. 可 得 BAC=90". 
如 图 四 ,由 设 AD2= BD:CD, 但 DD 点 在 合 ABC 外 ， 
知人 和 ACB>90". 有 人 BAC<90". 





B D C 
图 QD 

故 选 (万 ). 

17.35 如 图 ,在 全 ABC 中 ,者 已 知 了 A: ， 
AB:C=3:5:10; 又 A4ABCSAABC, 则 5 
BCA :人 BCB 等 于 二 

(A) 1:2. (B) 1:3. st 

(C) 1:4. (D) 2:3. ” C 和 划 

(中 国 四 川 省 初中 数学 竞赛 ,1989 年 ) 

[ 解 ] 由 题 设 知 





BBC= /BBC= 180"… 5 人 =50"， 

则 在 人 BBC 中 ,BC= BC, 则 入 BBC 为 等 腰 三 角形 . 

故 一 BC4=180'"- 一 BCB =180"-(180" -2 一 BBC) 
= 180° — (180° ~ 2.50°) 


= 100", 
又 BC4 + 一 BCA- 一 BCA =180"， 
则 BC4 =2 人 BCA -180` =200 -180 =20”. 有 
所 以 BCA :ABCB = 王 4. A 


故 选 (C). 
17:36 ”如 图 ,在 和 ABC 中 ,A,B 的 外 
角 平 分 线 AD, BE 分 别 交 对 边 延 长 线 于 点 DD ,EE， 
且 AD= AB= BE, 则 人 A 的 度数 是 
(A) 10°. (B) 11°. (C) 12°. (D) 非 上 述 答案 . 
(中 国 上 海 市 初中 数学 竞赛 ,1986 年 ) 
[ 解 ] 设 人 AA=AE=a, 人 LD=/ABD= 8， 
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了 CBE = 7y， 了 人 ACB = 6. 依 稻 设 有 
B=27, 且 B=at+$, d=7yY+a. 


所 以 B=at+(y+a)=2a+Y, 

又 27=p8=2a+y， 则 Y=2a. 

因而 B=27=4a. 

方 (180" 一 a)+28= 180"， 

.~ 48— a= 180°. 

则 4.4a 一 wx=180 . 

得 a=12， 即 了 A=12”. 

故 选 (C ) 

17'37 ”如 图 ,全 ABC 中 BC 为 最 大 边 ,AB= AC,CD= BF,BD= 
CE , 则 DEF 的 取 值 范围 是 F 

(A) 0°< /DEF<45°. A 

(B) 45°< ADEF<60°. 

(C) 60°<S< A DEF <90°. E 

(D) 以 上 都 不 对 . 人 C 


(中 国 广州 武汉、 福州 等 五 市 初中 数学 联赛 ,1989 年 ) 
[ 解 ] 因 CD= BF, CE= BD, C=/B, 


故 A CDEQA BFED. 

所 以 DE= DF, /CDE= /BFED. 

但 LCDF= /BFD+ LB. 

所 以 /EDF=/B. 

故 LDEF=3(180°- LB)=90° -LB. 
因 60' 宇 人 B>0". 

所 以 30' 宇 廊 人 B>0"， 从 而 60' 过 DEF<90" 
故 选 (C). 


17.38 以 锐角 人 和 公 ABC 的 各 边 为 长 ,在 全 ABC 形 外 分 别 作 等 边 
三 角形 ,得 全 ABD ,全 BCE ,个 CAF .结论 : 

DAE= BF= CD. 

AE, BF, CD 交 于 一 点 . 

AE ,BF,CD 每 两 条 夹 角 ( 锐 角 ) 都 等 于 60". 
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那么 
(A) OO@G@ 都 不 成 立 ，。 (B) DD@@ 都 成 立 . 
(C) 中 二 成 立 ,@ 不 成 立 . 
(D) 成 立 ,@ 回 不成立 . 
(中 国 辽 宁 省 沈阳 市 “育才 杯 " 初 中 数学 竞赛 ,1988 年 ) 
[ 解 ] 如 图 ,人 易 证 信 ABF 之 人 ADC, 人 BDC 
QABAEF, 
故 BF= CD= AE. 
GO 假设 BF 和 CD 交 于 OO 〇 点 ,连结 OA 和 OF. 
易 证 个 ABFQ 介 ADC ,因而 A 到 BF 与 CD 的 距离 相等 ,那么 OA 
是 一 DOF 的 平分 线 . 
由 从 ABF 必 人 ADC 可 知 人 人 AFO= 人 ACO. 
故 A, 玉 ,C,O 〇 四 点 共 圆 ,从 而 人 COF= 人 CAF = 60". 
据 题 意 可 知人 人 CEB = 60" = 人 COF, 所 以 四 边 形 OBEC 有 外 接 圆 . 
又 EB= EC,.…. 人 BOE = 人 COE, 即 OE 是 了 BOC 的 平分 线 .对 顶 
角 的 平分 线 在 一 条 直线 上 ,所 以 A,O 〇 ,EE 在 一 条 直线 上 .这 就 是 说 
AE ,BF,CD 三 线 交 于 一 点 O 〇 . 
@ 由 人 名 的 证 明 可 知 
AAOF= /AOD= /BOD= /BOE= /COE= /COF=60°". 
所 以 ,名 ,加 都 成 立 . 
故 选 (B). 
17'39 PP 是 等 边 全 ABC 内 部 一 点 , APB, 人 BPC ,人 CPA 的 大 
小 之 比 是 5:6:7, 则 以 PA , PB, PC 的 长 为 边 的 三 角形 的 三 个 内 角 的 大 
小 之 比 ( 从 小 到 大 ) 是 
(A) 2:3:4. (B) 3:4:5. (C) 4:5:6. (DD) 不 能 确定 . 
(中 国 部 分 省 .市 初中 数学 通讯 赛 ,1988 年 ) 
[ 解 1] 如 下 页 图 ,过 PP 作 PD/ AB 交 BC 于 D, 作 PE//BC 交 
AC 于 FE, 作 PF// AC 交 AB 于 F. 
则 LPDB= /APEC= /PFA= 120°. 
LAPB:/ BPC:/ CPA=5:6:7, 
LAPB=100°, /BPC=120°, /CPA=140°. 
而 LAAPF+ /PBD= /APB-60°=40°, 
LBPD+ /PCE= /BPC -60°=60°, 
LCPE+ APAF= /CPA -60°= 80°. 
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入 





将 人 PFA, 和 APDB, 和 APCE 按 图 @ 的 方式 拼 成 人 GHI, 让 它们 为 
120" 的 顶 角 的 顶点 重合 在 一 起 ,有 GH= PA，, HI= PB,1G= PC. 
所 以 AGHT 就 是 以 PA,PB, PC 的 长 为 边 的 三 角形 ,其 中 
LG= LCPE+/APAF= 80°, 
LH= /APF+ /PBD=40°", 
LI=LBPD+ /APCE=60°. 
所 以 会 GHI 的 三 个 内 角 的 大 小 之 比 ( 从 小 到 大 ) 是 2:3:4. 
故 选 (A). 
[ 解 2] 以 BP 为 边 在 人 ABC 形 外 作 等 边 全 BPD ,连结 CD( 如 图 
9). 
易 证 个 ABP 和 名 人 CBD， 内 
P4=DC， 且 LAPB= LCDB. 
又 公 BPD 是 等 边 三 角形 , 则 


PB = PD. i 
C 


全 PCD 嗓 为 以 PA, PB, PC 为 边 的 三 8%、 


APB: /BPC:/ACPA=5:6:7， 则 
LAPB=100°, ZBPC= 120"， 图 @) 
LCPA =140°. 
LPDC= /BDC- /BDP= /BPA -60°=40°, 

日 CPD= /LBPC- /BPD= 120° -60°=60°", 

又 LAPCD=180°- (LPDC+ LCPD)= 80°. 

即 三 角形 三 内 角 比 为 2:3:4. 

故 选 (A). 
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17.40 在 正和 全 ABC 中 ,点 PP 在 BC 边 上 ,以 AP,BP,CP 为 边 组 
成 的 新 三 角形 的 最 大 内 角 为 2, 则 

(A) 90>90°. | (B) 0<120". 

(C) 9= 120°. (D) 0= 135°. 

(中 国安 徽 省 安庆 等 县 市 初中 数学 竞赛 ,1991 年 ) 

[ 解 1] 本 题 是 上 题 的 特例 情形 , 即 P 点 在 BC 边 上 ,因而 它 与 三 
顶点 的 夹 角 视 为 a,B,180". 4 

这 样 由 AP, BP ,CP 组 成 的 三 角形 三 内 角 分 别 
为 a -60",8 一 60",180" 一 60°, 其 中 最 大 者 为 120". 

故 选 (C). 

[ 解 2] 以 A 为 中 心 将 人 ABP 递 时 针 方 向 旋 “ ? 
至 全 ACP 位 置 , 连 PP . 

则  CP = BP, 易 证 全 APP 为 正三 角形 .… 

在 全 PP'C 中 , PP’ = 4P, 又 PC= BP, 则 
全 PCP' 为 所 求 新 三 角形 .其 最 大 角 为 120”. 

故 选 (C). 

17*41 不 等 边 全 ABC 的 三 条 高 的 牌 足 为 思 ， 
EE, 下 ,那么 全 ABC 的 重心 是 人 DEF 的 





(A) 内 心 . (B) 外 心 . (C) 重 心 . (D) 重 心 . 
(中 国 辽 宁 省 沈阳 市 “育才 杯 ” 初 中 数学 竞赛 ,1988 年 ) 

[ 解 ] 如 图 , 互 ,D,C, 下 四 点 共 圆 ， … 3= 一 4. 

4 ,下 ,万 , 下 四 点 共 圆 ， … /1= 2. 1 

A,F,D,C 四 点 共 圆 ，… ”1= 4. 

故 ”人 2= A3. 因 此 ,AD,BE ,CF 分 别 是 pA 
了 EDF ,DEF ,EFD 的 平分 线 . B ENN c 

所 以 五 是 和 DEF 的 内 心 . 

故 选 (A). 
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第 2 节 三 角形 中 的 边 线段 


17.42 ” 顶 角 是 150° 的 等 腰 三 角形 , 腰 上 的 高 的 长 与 腰 长 的 比 是 
(A) 1:(2+Y3). (B) 1:3. (C) 1:2. (D) 1:Y3. 
(第 6 届 “ 络 云 杯 ”初中 数学 邀请 赛 ,1989 年 ) 





[ 解 ] 如 图 ，5:a=1:2.( 注 意 到 a 
30*-60*-90" 的 直角 三 角形 性 质 ) iy 
故 选 (C). 


17.43 一 人 向 正 西方 向 走 x 英里 ,他 向 左 转 150° 然 后 朝 新 方向 
走 3 英里 .结果 他 离 出 发 点 Yy3 英 里 ,那么 x 是 


(A)Y3. (B) 2 V3. (C) 
(D) 3. (E) 按 已 知 条 件 无 惟一 的 解 . 
(第 31 届 美国 高 中 数学 考试 ,1980 年 ) 
[ 解 ] 将 题 设 可 用 下 图 表示 . 显 , 
然 有 两 个 可 能 的 出 发 点 A 和 B 均 满 Cc ”向 的 出 发 


足 题目 要 求 . 所 以 z 无 惟一 的 解 . 、 
故 选 (下 ). 这 
17:44 ”如 图 , BO 平分 人 CBA， 

CO 平分 人 ACB, 有 目 MN 平行 于 BC, 如 果 AB=12, BC=24, AC= 18， 


150° 3 / 
~ \ 站 v3 
~ 


则 全 AMN 的 周 长 是 A 
(A) 30. (B) 33. (C) 36. yoy 
(D) 39. (E) 42. 5 > 


(第 33 届 美国 高 中 数学 考试 ,1982 年 ) 
[ 解 ] 在 图 中 ,因为 MN// BC,，,， /MOB= /CBO= /OBM,， 


LCON= LOCB= LNCO, 1 
所 以 MB= MO, 及 ON= NC, 了 全 
并 且 AM+ MO+ON+AN a SS 
= (AM+ MB)+ (AN+ NC) 
= AB+ AC-12+18=30. 
故 选 (A). 
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17.45 ”如 图 ,在 不 等 边 三 角形 ABC 中 ,AQ = PQ ,MP = PN， 


PM | AB,PN | AC, 则 下 面 三 个 结论 A 
(1)AN= AM; 
(2) QP// AM; 0 
(3) 和 BMPS 和 AQNP. M 

其 中 正确 的 是 B 一 
(A) (1),(2), (3). (B) 仅 (1) 和 (2). 
(C) 仅 (2) 和 (3). (D) 仅 (1). 


《中国 广州 武汉、 福州 等 五 市 初中 数学 联赛 ,1989 年 ) 
[ 解 ] 因 P 与 AB,AC 等 距 , 故 AP 平 分 人 BAC. 
又 因 AQ = QP， 有 4 
APQ= /QAP= /PAM, 

故 PQ/ AM， 即 (2) 成 立 . 0 

又 由 Rt 全 PAMSRIA PAN,， M 

故 ”AM = AN, 即 (1) 成 立 . /一 

但 若 和 BMPSAQNP， 便 有 P 

BP = PQ = AQ， 
LB= /QPC= /PQC. 

从 而 PC= QC, 所 以 BC= AC, 与 全 ABC 为 不 等 边 三 角形 矛盾 .所 
以 (3) 不 成 立 . 

故 选 (B). 

17*46 在 全 ABC 中 , AL 平分 人 A,CM 平分 <C, 且 点 工 与 M 


分 别 在 BC 与 AB 上 , 若 和 ABC 的 三 边 为 a,5,c, 则 人 一 其 中 
kk 为 
(A) 1， (BB) 笠 (OF DE (EE, 


中 十 加 


角 
形 





LB’ 


(第 10 届 美国 高 中 数学 考试 ,1959 年 ) 
[ 解 ] 由 三 角形 内 角 平 分 线 定理 知 
: AM_AC CL_AC 
MB BC’ LB AB: 
上 两 式 两 边 相 除 则 有 
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和 


AM.CL_AC.AC_AB_ 


MB“IB -BC AB BC™*: 
M 
风 于 
则 k=—. 
故 选 ( 玉 ). B 0 


L 
17.47 三 角形 ABC 的 人 B 为 BD,BE 所 三 
等 分 , 且 各 交 AC 于 万 ,五 , 则 








AD_AE pAD_ AB 
(NEcC = pc: (BEc = BC- 
AD_ BD AD _ AB.BD 
(OFC ~ BE- (DEE = BE-BC 
EC DC:BE- 
(第 3 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1952 年 ) 
[ 解 】 由 设 BD 平分 人 ABE, 则 1 
AD_AB _ DE AB 
DE -BE' WH AD= 了 负 D 
又 由 设 BE 平分 人 DBC， 则 E 
DE _. BD _ DE: BC ， 
EC BBC’ 即 EC 三 BD ， B C 
故 AD _ DE:AB. BD _AB BD 
EC BE DE:BC BE.BC- 
故 选 ( 口 ). 


17'48 已 知 三 角形 ABC. 中 线 AE, BF ， 1 fH 
CD, FH 平行 且 等 于 AE, 连 BH 与 FE, 延长 


FE 交 BH 于 G. 下 列 斤 述 不 一 定 正确 的 是 “ PS 
(A) AEHF 是 平行 四 边 形 . , ES 
(B) HE = EG. (C) BH= DC. D 
(D) FG= 3 AB. (E) FG 是 三 角形 BFH 的 中 线 . 


4 
《第 6 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1955 年 ) 
[ 解 ] (1) 易 证 AE 和 FH, 故 (A) 真 ; 
(2) 由 (A) 得 EH= AF= FC, 且 EH/ FC, 故 四 边 形 CFEH 是 平 
行 四 边 形 . 
CH/EF/AB, 有 8 CH= EF= BD. 
四 边 形 CDBH 是 平行 四 边 形 . 故 (C) 真 ; 
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(3) 由 设 有 EF= 卫 4B. 连 ED, 且 可 证 
HE = ED ,日 共 线 (EH// AF, DE/ AF). 
则 EG= 方 BD， 
有 FG= EF+EG= 直 AB+ 让 BD= 闻 
故 (D) 真 ; 
(4) 由 G 是 BH 中 点 , 则 (E) 真 ; 
(5) 若 HE = EG 成 立 , 须 DH= DB ,但 和 ABC 为 任意 三 角形 , 故 
HE = EG 不 一 定 成 立 . 
综 上 , 故 选 (B). 
17.49 在 人 ABC 中 ,BD 是 中 线 ,CF 交 BD 于 E, 自 BE = FD, 点 
下 在 AB 上 , 若 BF =5, 则 BA 等 于 
(A) 10. (B) 12.，(C) 15. ”(D) 20. ”(E) 非 上 述 答案 . 
(第 10 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1959 年 ) 
[ 解 ] 在 CE 上 取 一 点 G 使 FE= EG, 连 DG. 由 全 EFB 室 
和 FEGD ,可 证 FB 和 DG. , 
在 全 AFC 中 ,DG 为 中 位 线 , 则 有 


AF=2DG = 10. p/p 
AB= AF + FB- 15. > 
故 选 (C). 
17.50 在 人 ABC 中 ,车 了 A=2 了 人 B, 边 5=4,c = 二 5, 则 边 a 等 于 
(A)6. (B)7. (C)3 Y5. (D)S. 
(中 国 陕西 省 初中 数学 竞赛 ,1997 年 ) 
[ 解 ] 如 图 ,过 A 作 一 A 的 平分 线 AD. 4 


由 角 平 分 线 定理 知 | , 
4 pp25 /AN 
CD= ga BD= 9 a- 
# D 


XX ACDA=2LDAB=/A. 





AB 





人 ADCH A BAC. 
有 S04=4:a, 因而 a:36, 得 a=6. 
故 选 (A). 
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17.51 在 全 ABC 中 ,AC:CB=3:4, 人 人 C 的 外 角 平 分 线 交 BA 的 
延长 线 于 P(A 介 于 P 与 BB 之 间 ), 则 PA:AB 为 

(A) 1:3. (B)3:4. (CC)4:3. (DD)3:1. (E) 7:1. 
(第 12 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1961 年 ) 

[ 解 ] 作 PA 使 人 CPA = 一 APC 交 BC 延长 线 于 A '. 

则 入 APCS 入 APC. 

故 4AC=AC,P4A=PA- 

在 全 PBA 中 ,由 PC 平分 APB, 有 


-和 


BC_PB 或 BC_PB_4 

CA P4 ™ CA PA 3， B ~ 
PA PA PA 3 3 

因而 PA:PB=3:1. 

故 选 (DD). 

17*52 如 图 ,在 AAABC 中, M 是 BC 边 的 中 A 


点 ,AN 平分 BAC ,BN |AN, 且 BAC 的 角度 是 AR 
0. 如 采 AB 和 AC 的 长 度 分 别 是 14 和 19 ,那么 MN 的 8 c 
长 度 是 

(A) 2. (B) 坊 . (C) sing. 


(D) 池 一方 sing. (E) 廊 一方 sin( 考 9)， 

(第 32 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1981 年 ) 
[ 解 ] 如 下 图 ,在 全 ABC 中 ,延长 BN 交 AC 于 五. 
因为 LBAN = /AFAN, AN = AN, 且 4 

LANB= /ANE= 9%0°, 

所 以 和 4BNSAAEN. ， 
因而 N 是 BE 的 中 点 , 且 AB= AE = 14. ， SN 
由 此 EC=AC-AE=19-14=5. 

又 因为 M 是 BC 的 中 点 ,所 以 NM 是 人 EBC 的 中 位 线 . 


因此 AMN= 寺 EC= 了 之 


2 2 
故 选 (B). 
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17.53 ”两 柱 高 20 及 80 ,相距 100 ,两 柱 的 顶点 分 别 与 另 一 柱 的 底 
的 连 线 ,其 交点 的 高 度 为 
(A) 50. (B) 40. (C) 16. (D) 60. (E) 非 上 述 的 答案 . 
(第 2 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1951 年 ) 
[ 解 ] 如 图 ,由 相似 三 角形 性 质 , 可 得 


bo 4 
所 以 r= 16. ,0 
故 选 (C). 100-¥ y 
17:54 如 图 ,AB// EF// CD. 已 知 AB = 20, CD = 80,BC = 100, 
那么 ,EF 的 值 是 第 
(A) 10. (B) 12. + 
(C) 16. (D) 18. t 


角 
形 


(中 国 初 中 数学 联赛 ,1991 年 ) 
[ 解 】 由 题 设 及 平行 截 割 定理 得 
FEF _ BF 
80-100” 出 
EF_FC 
20 ”100° © 
。 EF FF BF+EFC 
D+ 得 8g01307 100 -1 
所 以 EF+4EF=80. 即 SEF=80. 得 EF=16. 
故 选 (C). 
17.55 ”如 图 ,AB 上 所 有 的 点 对 应 于 A 上 的 点 ,反之 亦 可 . 设 > 
表示 AB 上 一 点 P 到 DD 的 距离 ,而 y 表示 AB' 上 一 点 P' 到 DD 的 距离 ， 
那么 对 于 任 一 对 对 应 点 ,车 x+ 二 a, 则 x+y 等 于 








(A) 13a. (B) 17a — 51. 
(C) 17-3a. (DY. 中 
(E) 12a 一 34. 


(第 9 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1958 年 ) 


[ 解 ] 由 图 及 相似 三 角形 性 质 有 志 儿 = 6， 
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综 光 第 你 


4-x_xz-3_1 
y—1 $5-y 4° 
有 y=17-4zx， 故 x+y=at+(17-4a)=17- 3a. 

故 选 (C ). 

17.56 已 知 三 角形 P 的 三 边 长 为 4a,Y3a ,2a ,三 角形 Q 的 三 边 长 
为 3a,2 Y3a,Y3a, 三 角形 R 为 有 一 锐角 等 于 30" 的 直角 三 角形 , 记 
“co" 为 相似 ,“00" 为 不 相似 . 则 
(A) PooQ ,但 QO0 R, RO P. 
(B) Pop Q, QM R, 但 RIP. 
(C) PP Q, QM R, RO P. 





(D) POQOR. 
(中 国 广州 .武汉 ,福州 等 五 市 初中 数学 联赛 ,1988 年 ) 
[ 解 ] … -0-2 .1-3. . po. 


VY3a 3a 2V34a V3 3 

又 Vaz+(y3a)2=2a， 但 和 =， 
三 角形 P 是 一 个 含有 30" 内 角 的 直角 三 角形 , 则 有 PcoR. 
从 而 POQOR. 
故 选 (D). 
17:57 在 人 ABC 中 ,CD 是 AB 上 的 高 , AE 是 BC 上 的 高 , 若 
AB,CD 和 AE 的 长 为 已 知 , 则 DB 的 长 为 
(A) 无 法 决定 . 
(B) A 为 锐角 时 才 可 决定 . 
(C) 一 如 为 锐角 时 才 可 决定 . 
(D) 全 ABC 为 锐角 三 角形 时 才 可 决定 . 
(E) 非 上 述 答案 . 
(第 13 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1962 年 ) 

[ 解 ] 分 下 面 几 种 情形 考虑 : 
(1 知 一 A, 一 B 均 为 锐角 时 (一 C 为 锐角 ,直角 或 印 角 ). 
由 全 ABEO 人 全 CBD, 可 从 AB,CD,AE 的 已 知 中 求 得 CB. 
又 在 Rt 全 CBD 中 ,由 CB,CD 可 求 得 BD. 
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网 


~ 
D B 
(2) 一 A 为 钝 角 , 结 论 同 上 . 。 
(3) 一 B 为 钝 角 ,可 由 Rt 人 ABE cm 一 到 
RtACBD , 求 得 BD. ‘A 
ww 


(4) 若 一 A 为 直角 , 则 有 AB= BD; 

若 一 B 为 直角 , 则 BD=0. 

故 选 (五 ). 

17.58 如 图 ,等 腰 Rt 全 ABC 中 ,AD 是 直角 边 ; 


BC 上 的 中 线 ,是 BE AD 交 AC 于 下 ,FEF | BC. 知 
4B=BC=a, 则 FF 等 于 
(M3a (BSa. : 
B DF 


人 


(OSa (DS 
(中 国 陕西 省 西安 市 初中 数学 竞赛 ,1990 年 ) 
、 AB BF 

[ 解 ] 易 证 入 4ABDcpABFE , 则 5 = 
又 由 题 设 知 人 人 C=45, 故 EF= FC， 

, BF_BF_AB_ 
所 以 FC FE BD 
则 EF = = 
故 选 (A). 


17.59 ”等 腰 三 角形 一 底 角 平分 线 将 周 长 分 成 168 与 112 两 部 分 ， 
则 该 三 角形 腰 长 为 
(A) 80.  (B) 105 或 80. (C) 105. (D) 非 上 述 答案 . 
(中 国 辽 宁 省 沈阳 市 初中 数学 邀请 赛 ,1986 年 ) 
[ 解 ] 设 BE 为 等 腰 和 全 ABC 底 角 一 B 的 平分 线 . 依 角 分 线性 质 及 
题 设 有 
BC_ CE _ BC+CE_ 112 


AB FA AB+EA 168’ 





世界 数学 奥林匹克 解 题 大 辞典 505 








绩效 每 同 


三 BC_CE_BC+CE_168 14 
AB FA AB+EA 112: 
112 168 


有 BC= 168Ab 或 BC= 117AB, 


/ ys 
又 因为 112+168=2AB+ BC, 将 上 式 代 入 
得 8 c 


AB=105 或 80. 
故 选 (B). 
17*60 ”等 腰 三 角形 的 一 个 底 角 的 平分 线 把 周 长 分 成 63 和 35 两 

部 分 , 则 腰 长 一 定 是 
(A) 26.4. (B) 33. 
(C) 38.5. (D) 以 上 答案 都 不 对 . 
(中 国 上 海 市 初中 数学 竞赛 ,1984 年 ) 

[ 解 1] 设 该 三 角形 腰 长 为 x , 底 为 y, 依 题 设 有 


2T+ y=063+35=98. GO 
又 由 角 分 线性 质 = tx. 
X+y T+y 
则 (xtu):(yt+z) , t 
-1 


XYy 

= XTX:Yy, 
因而 zx:y=63:35=9:5， 即 y= 这， 代入 的 式 
, 23 _ _98:9 
得 7=98, EB] z= D3 和 38.3, 
又 y:z=9:5 时 , 将 y= 罕 代 人 @ 式 有 

总 z=98， 即 + = 25.8. 
故 选 ( 忠 ). 
[ 解 2] 其 实 从 上 图 及 右 图 出 现 的 两 种 情 。 
形 , 即 知 腰 长 一 定 的 说 法 不 真 2 和 人 

故 选 (D). y 


17.61 等 腰 三 角形 周 长 是 24, 一 腰 中 线 将 周 长 分 成 5:3 的 两 部 
分 .那么 ,这 个 三 角形 的 底 边 长 是 
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(A) 7.5. (B) 12. (C) 4. (D) 12 或 4. 
(第 1 届 "“ 希 望 杯 " 全 国 数学 邀请 赛 ,1990 年 ) 
[ 解 ] 设 该 三 角形 腰 长 为 2x, 底 为 y. 这 样 依 题 设 可 有 


37 _35 3 .3 
全 3” 或 4X7+y 3 ” 


4xz+ y=24; 4x+y=24. 2 
工 二 3， t=3,， r 


它们 分 别 可 解 得 或 1 
3 三 4， y= 12. 
但 y= 12 时 ,已 为 周 长 之 半 不 有 要 .因而 y=4. 3 
故 选 (C). 
17*:62 设 人 ABC 满足 下 面条 件 : AB= 4AC ,又 门 4 
是 AC 上 一 点 上 且 使 BD | AC, 而 AD 和 CD 长 是 整数 量 
BD* = 57. 在 所 有 这 类 三 角形 中 最 小 的 AC 的 值 是 
~ (A)9. (B)10. (O11. (D)12. (E)13. 
(第 50 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1999 年 ) 3 ‘ 
[ 解 ] 因 AD、CD 长 为 整数 , 设 AD=m,DC=n. 则 AB= AC= 
m+n. 
在 Rt 人 ABD 中 ,AB* - AD2 = BD?， 
即 (m+n)~-m =57, 有 n(2m+n)=57, 
义 57=3x19=1X57， 显然 n=3, 2m 二 n=19， 
得 w=8; 或 n= 二 1，2m+n=$57， 得 m= 28. 
从 而 m+n 二 11, 或 m+t+n=29. 
所 以 最 小 的 AC 的 值 为 11. 
故 选 (C). 
17*63 在 全 ABC 中 AB=8,BC=7,CA=6. 又 如 图 所 示 把 BC 边 
延长 到 点 PP, 使 得 全 PAB 与 APC4 相似 . PC 的 长 度 是 
(A) 7. (B) 8. (C) 9. (D) 10. (E) 11. 
(第 37 届 美国 高 中 数学 考试 ,1986 年 ) 
[ 解 ] 车 全 PABc ?人 PCA , 则 有 
FA_PC_CA 


PB PA AB 8 4. 








= wi i 


D 


前 
形 





-OO -也 
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当 PC=7 时 ，PA= 亿 PC= 人 名， 则 
选 
间 PB= PC+ CB=14 
题 、 PA 2 了 3 C 
才 这 时 PB™ 37 
当 PC=8 时 ， PA= 久 PC= 党 ， 则 
Bn 
PB= PC+ CB=15. 4 
、 PA 32 3 
这 时 PB ”457 4 
当 PC=9 时 ， PA= 全 PC= 12， 则 PB= PC+CB=16. 
、 PA_.l2_ 3 
这 时 PB™Y16™ 4 


故 选 (C). 

17:64 公 ABC 的 边 AB 长 8 英寸 ,直线 DEF 平行 AB, 交 AC 于 
D, 交 BC 于 E. 此 外 ,AE 的 延长 线 平分 FEC, 若 DE 长 为 5 英寸, 则 
CE 的 长 ( 按 英 寸 计 算 ) 为 

(A) 守 (B) 13. (O) 守 ， (D) 儿 . (E) 当 . 

(第 19 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1968 年 ) 

[ 解 ] 由 设 DE/ AB, 则 GEF= FA4AB， 

又 AGEF= /GEC= /AEB= /EAB, 

故 从 AEB 为 等 腰 三 角形 . 

再 由 DEVAAB， 有 和 CDFEcAC4B, 则 

EC_DE 即 _EC_ -5 








BC AB’ 8+EC 8， 
解 得 EC= 他 . 
故 选 (万 )， 


CD_ 3 AEF_3 


设 r= 斤 ,其 中 为 CE 与 AD 的 交点 , 则 > 等 于 


(A) 3. (B) (C) 4. na 一 人 
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(D) 5. (E)3 
(第 14 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1963 年 ) 
[ 解 ] 作 DF/AB ,由 平行 线 截 线段 成 比例 性 质 有 





CFE_CD_3 日 FD_ (CD 3 c 
FE DB 1， FB CB 4 
故 CF=3FE=3FP+3PE, 
、 3 D 
且 FD= 7 EB. , ~ 
因而 CP= CF+ FP=4FP+3PE. 
, FP_FD _ FP.AE 
又 由 人 FDP 人 EAP， 有 p=AE， 即 FD= yt ， 
_3 LP.3 
但 4E= 方 EB， 则 FD= pp "5 EB. 1 
rp 3rp.L _1 = 
1 EB=3 EB'sE:. 而 FP > PE, 有 
上 
则 CP=4: 方 PE+3PE=5PE， 
故 选 (D). 





17.66 ”直线 RS 与 人 ABC 不 相交 ,由 三 角形 的 顶点 A, B,C 癌 
RS 作 重 线 ,相应 的 牌 足 分 别 是 D,E,E, 又 AD=10,BE=6,CFE=24， 
如 果 记 互 是 由 入 ABC 的 中 线 交 点 G 向 RS 作 垂 线 的 垂 足 ,zx 表示 线段 
GH 的 长 , 则 x 是 


(和) 多 (B) 16， (0) 准 ， (B) 衬 ， (FE) 不 能 确定 ， 
(第 18 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1967 年 ) 
[ 解 ] 作 AC,BC 上 的 中 线 AN,BM 交 于 G, 过 M 作 MJ | RS， 


且 作 GL/ RS ,BK /RS. 
故 MJ =(AD+ FC) 
= 方 (10+24) = 17， 
因而 MK =MI-KJ 


=MI- BE 
=17-6=11. 
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第 售 


由 于 MG= 广 MB， 且 LGVAKB， 故 ML= MK. 


所 以 GH =L/=M -ML= MI -MK 
_17_.1.1:1-40 
=17- 二 := 人. 

故 选 (A). 


注 此 问题 的 物理 意义 是 明显 的 . 
其 实 ,GH= 本 (4D+ BE+CF). 
17.:67 茶 三 角形 的 三 边 为 30,70 和 80. 在 边 长 为 80 的 边 上 引 一 
高 线 , 则 在 此 边 上 所 截取 的 较 长 线段 是 
(A) 62. (B) 63. (C) 64. (D) 65. (E) 66. 
(第 9 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1958 年 ) 


[ 解 ] 设 所 截 较 长 线段 长 为 4, 由 勾 股 定理 。 
有 p> 


70 — d=h*=30 ~ (80- 4a), 30 
解 得 d=65, 
故 选 (DD). 


17*:68 直角 三 角形 的 两 直角 边 为 a,5, 斜 边 为 c, 斜 边 的 高 分 c 
为 r 与 ;两 段 ,依次 与 a 与 5 相 接 ,车 a:b=1:3, 则 /与 ;之 比 为 
(A) 1:3. (B) 1:9. (C) 1:10. 
(D) 3:10. (E) 1: v10. 
(第 9 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1958 年 ) 


[ 解 ] 由 相似 三 角形 性 质 可 得 ; 
a*=rec, b= gc. | 。 -~ 
产 -一 -一 一 一 一 一 


故 -Ls (0) = 于 


5 sc pb pb 9 
故 选 (B). 
17.69 ”直角 三 角形 的 二 直角 边 为 a ,5 , 射 边 为 c, 斜 边 上 的 高 为 x , 则 
(A) ab = zx*. (BB) 二 +=L. (C) a + 6*=2x?. 
0 b x 
1 1 1 
(Dt 


(第 7 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1956 年 ) 
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[ 解 ] 由 设 有 2SA==ab=cr， 故 o 扩 三 cr 


2 42 
即 a*6*=(a*+6*)x*， 从 而 2 -十 


a ob” 
故 选 (万 ). 
17.70 在 直角 三 角形 中 ,已 知 BM+ MA= BC+ CA, 若 MB=x， 
CB=h，CA=4, 则 x 等 于 





hd 
(A)3 4: (B)d-—h. V 
(0) ad. (D) h+d= 24a. B 
nh 
(E)vVh*+d’=h. c 


(第 5 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1954 年 ) 
[ 解 】 由 设 及 勾 股 定理 有 
MA“=(x+h)*+d’, 
又 MA+t+x=h+d,， 有 MA=ht+d-zx, 
. (h+ad—-x)=(rt+h) +d’, 
得 r= 
故 选 (A). z 
17*71 设 直 角 公 ABC 的 两 直角 边 边 长 分 别 为 5 与 12. 我们 分 
别 以 A 为 中 心 ,12 为 半径 ,B 为 中 心 ,5 为 半径 作 两 条 圆 弥 ,它们 与 斜 





边 分 别 交 于 M 与 NN, 则 线段 MN 的 长 度 是 MB 
(A) 2. (B) (CO) 3 RY 
4 12 © 

(D) 4. (E)S. 


(第 36 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1985 年 ) 
[ 解 ] 由 勾 股 定理 AB= V3+12=13,， 
则 MN= AM- AN= AM— (AB- BN)=4. 
故 选 (万 ). 
17*72 在 直角 三 角形 ABC 的 斜 边 AB 上 另 作 一 直角 三 角形 
4BD ,并 以 AB 为 斜 边 . 若 BC=1,AC=5, 目 AD=2, 则 BD 等 于 
(A) v 6b*+1. (B)v 6b*—3. (C) v 6*+1+2. 
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= i 十 入 





a 


(D) p* +5. (E)vV 06+3. 2 
(第 3 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1952 年 ) 
[ 解 ]】 设 BD=x, 由 人 色 股 定理 有 
z+2:= AB*=1+06’, 


Lm 





得 r= Vb -3. so 

赦 选 (B). 

17:73 线段 4B 长 为 户 单位 ,中 点 M 的 垂 线 MR; 长 g 单位 , 自 
R 作 一 弧 , 其 半径 等 于 上 AB, 交 AB 于 工 , 则 下 列 方程 的 根 为 AT 与 
TB 的 是 

(A) Xx“+prti+gqg’=0. RR 

(B) x*— pr+gqg’=0. 3P 

(C) r+ pr—gq’=0. _ 

(D) x*— pxr—g’=0. | 

(E) x*— pr+g=0. 


nr 

i 

is 
| 
SN 


(第 $ 届 美 国 高 中 数学 考试 ,19S4 年 ) 


[ 解 ] 由 设 及 多 股 定理 有 ”MT=A/( 立 ) 一 4， 从 而 


hT=AM+MT= 达 +A/ (总 ) -@， 


2 
BT=BM- MT= 台 - ( 台 ) -0 
知 AT ,BT 分 别 为 方程 x? 一 pr + gq?=0 的 两 根 . 
故 选 (B). 
17*74 自 直 角 三 角形 的 锐角 顶点 所 引 的 中 线 长 为 5 与 V40， 
那么 斜 边 的 长 为 


(A) 10. (B) 2 v40. (C) v13. 
(D) 2 v13. (下 ) 非 上 上 述 的 答案 . 


(第 2 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1951 年 ) 
[ 解 ] 设 直 角 三 角形 两 直角 边 长 分 别 为 x ,y, 它 们 相应 中 线 长 分 
别 为 V40,5. 由 色 股 定理 有 
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上 两 式 两 边 相 加 有 六 + 守 只 =65， RN 
即 x?*+ y=52, 得 斜 边 长 为 V52=2 v13. : 
故 选 (三 ). 
17.75 “如 图 ,在 全 ABC 中 ,D 在 AC 上 .下 A 
在 BC 上 ,并 且 AB | AC, AF | BC, BD = DC = ~ 
FC=1.AC 应 是 
(A)V2. (B)Y3. (C)y2. FT 
(D)Y3. (E)Y3. 


YY 


上 的 高 ,所 以 ”BC=2y. 


rr 
(¥) + 上 


(第 35 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1984 年 ) 
[ 解 1] 设 AC=x, 人 人 DCF= 0. 
因为 在 全 DBC 中 ，BD 一 DC=1， 所 以 人 CBD= 0. 
又 由 外 骨 定 理 得 ADB = 26. 
在 直角 三 角形 AFC 中 ， cosL DCF= cos0= 汪 ， 
在 直角 公 ABD 中 ,4D=xzr-1， 所 以 
cosL ADB = cos20= ET t= +1 

又 由 三 角 公 式 ”cos20 一 2cos*9 一 1， 
所 以 2( 十 ) -1=x-1， 

村 者 
即 2 x?=x3 -x2, 
解 得 x=. 
故 选 (CC). 
[ 解 2] 作 DPG BC 于 G, 设 AC=x,GC 4 


. > 
因为 人 BDC 是 等 腰 三 角形 , DG 是 BC 边 J 
|i 


又 由 全 DCGWA ACFWA BCA,， 


世界 数学 奥林匹克 解 题 大 辞典 513 


角 
形 





cr 十 和 汗 





综 深入 洗 





所 以 有 一 = 二 = 全 
y 1 > 
.2 3 
于 是 有 y= 二 和 y= 沪 ， 消 y 有 z=2， 即 得 x= 汽 
故 选 (C). z 
17.76 已 知 直 角 三 角形 ABC ,两 直角 边 BC=3，AC=4, 求 三 等 
分 直角 的 平分 线 中 较 短 者 的 长 为 
(224 (BLS (CO6-8 
(D> (E) 全 ， 
(第 11 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1960 年 ) 
[ 解 ] 设 CD 为 人 C 三 等 分 线 , 过 也 作 DE | A 
AC 于 E. 且 设 EC = z. » 
在 Rt 人 DEC 中 ,CDE=30:， 故 CD ,| 
=2x, DE=V3x. > 
1 -~ | AE _AC 4 
由 相似 三 角形 性 质 有 HE = BE 4 rr yo 
RB 4 一 工 _ 4 
/37 3 了 
1 _ 12 _16y3-12 
得 T3414 万 13 . 
故 选 (A). 


17*77 如 图 ,在 以 A 为 直角 项 点 的 直角 和 公 ABC 中 ,一 B = 60”， 
AD_L BC,AE 平 分 内 角 了 BAC,AB=4a, 则 DE 之 长 是 


(A) (Y3— Da. (B) (V3+ 1)a. A 
(O (5-3)a (DD) (3 -3)a 八 人 ~ 
(E) (3+ 广 )a 2 pE © 


(中 国 吉 林 省 八 市 初中 数学 竞赛 ,1986 年 ) 
[ 解 ] 由 题 设 知 人 C=30, 故 由 AB=a， 得 BC=24， 


从 而 AC= Vv (2a)* -a= V3a. 
又 ”AD BC, 知 全 ABD 为 30 -60"-90" 的 三 角形 , 则 
Ap CQ 
BD=AB=7. 
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再 AE 平分 LBAC， 有 器 = 和 = 从 = 广 ， 从 而 








1 2a 
BE =24: = =(Y3—1)a. 
1+/3 1+V3 “ 


所 以 DE=BE-BD=(3-l)a- 呈 =(3- 与 )a. 


故 选 (C). 
17.78 两 条 以 O 为 起 点 的 射线 夹 角 为 30" ,点 A 位 于 一 条 射线 
上 ,点 B 位 于 另 一 条 上 ,又 AB=1. 则 OB 的 最 大 长 度 为 


AL (DEL 3 (oO (D2， (BB) 寺 





V2 V3 
(第 46 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1995 年 ) 
[ 解 】 设 OA =x,0B=y， 在 全 ABO 中 由 余弦 定理 有 
r+ yy3ry=1, B 三 

BD x*—-vY3yw+(y -1)=0. > ) 和 

将 上 式 视 为 x 的 方程 有 实 根 , 则 po 

A=3y -4(y -1)>0. oz A 

得 ys 和 2， 知 yax 二 2. 

故 选 (万 ). 

17.79 直角 入 ABC 的 边 AC 分 成 八 等 分 , 自 各 分 点 引 BC 的 平行 
线段 共 七 条 , 若 BC = 10, 则 这 七 条 线段 长 之 和 为 B 

(A) 不 可 能 从 这 些 数据 求 得 . 

(B) 33. (C) 34. 

(D) 35. (E) 45. 

“(第 8 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1957 年 ) A 

[ 解 ] 设 妈 为 自 A 起 第 & 条 平行 线段 长 . 

h pr 

由 ECAC 体 hi = 字 

故 Dh 和 3 

故 选 (D). 


17.80 一 女子 营房 坐落 在 距 某 直路 300 米 处 ,一 男子 营房 坐落 在 
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a 


此 直路 上 但 距 女 子 萌 房 500 米 处 , 今 欲 在 此 直路 上 建 一 餐厅 , 距 各 营房 
等 距 , 则 此 距离 应 为 
(A) 400 米 . (B) 250 米 . (C) 87.5 米 . 
(D) 200 米 . (E) 非 上 述 答案 . 
z (第 4 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1953 年 ) 
[ 解 ] 如 图 , 设 G 为 女子 营房 ,也 为 男子 营房 ; 且 设 餐厅 建 在 C 
处 ,同时 设 BC = GC = zx. 
= V500? — 300? = 400， oc +: _B 
= VOC+ OG2 ， 
即 z= MV(400~— zr)?+3007, 
解 得 ”x=312.5(m). 0 
故 选 (五 ). 
17":81 茶 三 角形 底 边 为 80 ,一 底 角 为 60", 另 二 边 长 之 和 为 90, 则 
最 短 边 为 
(A) 45. (B) 40. (C) 36. (D) 17. (E) 12. 
(第 10 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1959 年 ) 
[ 解 ] 车 全 ABC 中 , AB= 80,BC=&a,， 0 
则 AC=65=90-a, 且 B=60°. 一 一 
作 AB 上 的 高 CD, 目 设 BD=x, 有  “ DB 
D=V37, d=27r7, 8=90 一 27. 
由 勾 股 定理 有 3x “+ (80 z 关 = (90 一 27)， 
得 2z= 卫 ， 日 a=17, b=73. 
故 选 (DD). 
17'82 全 ABC 中 ,人 C=90', 又 CD 是 其 平分 线 .已 知 AD = p， 
DB = gq, 那 么 AB 边 上 的 高 h 等 于 


300 


2 ,2 
(万 和 (B) 准 Fy 5 (DO 名 认 史 (DA 


《中 国 浙江 省 杭州 市 秽 中 数学 况 赛 。 1965 年 
， ， AC_AD_p 
[ 解 ] 由 设 CD 平分 了 ACB， 则 BC BD -7g 
令 AC=pt, BC= a. 
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由 色 股 定理 有 (pi)?+ (gt)*=(p+g)“， 6 
(p 了) | 
得 六 一 各 02 ， 、 
又 294p=AC' BC= 关 :ADB， 4 B 
AC*BC _ pt'at pat” -batp+g) 
AB p+g p+g p+gq’ 
故 选 (C). 
17.83 在 全 ABC 中 ,BC=3, AC=4.X AE 
和 BD 分 别 是 BC 和 AC 边 上 的 中 线 , 且 AFE | BD. 


则 三 


则 AB 的 长 为 D a 
(A)Y5. (B) 3 v6. (C) 2 y2. 
(D)Y7. (E) 不 能 确定 . , 
(中 国 四川 省 重庆 市 初中 数学 竞赛 ,1983 年 ) 
[ 解 ] 设 AE =3x, BD=3y, 则 AG=2rx, GE=x， BG = 2y,， 月 
形 


GD= y. 
又 AD= 二 AC=2，BE= 汪 BC= 方 
2 ， 上 = 7 2 


故 (2x)+y=AD’=4, 且 x?+(2y)*= BE?= 地 ， 





两 式 相 加 有 ”5x?+5y?= 倒 ， 妈 z2+ 史 = 守 ， 风 
4z2+4 思 =S$， 即 AG?+ BG’=5. 
所 以 AB*= AG*+ BG*=5， 则 AB= 5. 
故 选 (A). 
17.84 在 人 ABC 中 , AB=2Y3， AC=2, 且 BC 边 上 的 
高 为 Y3. 则 BC 的 长 是 
(A) 4. (B) 2. (C) 4 或 2. (DD) 非 以 上 结论 . 
(中 国 浙江 省 初中 数学 竞赛 ,1993 年 ) 
[ 解 ] 由 设 及 图 外 知 


叶 
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3 入 


6 Cc 8 了 
图 心 图 多 
BH= ~v AB’*- AH*= V12-3=3, 
又 CHE=vAC -AH2=v4-3=1. 
由 图 QD@ 知 BC=4 或 2. 
故 选 (C). 


17.85 全 PQR 的 边 PQ ,PR 的 长 各 为 4 与 7, 中 线 PM 的 长 为 
3 方 , 则 QR 的 长 为 


(A) 6. (B) 7. (C) 8. (D) 9. (E) 10. 
(第 15 届 美国 高 中 数学 考试 ,1964 年 ) 
[ 解 ] 邻 MR=y. 作 PH QR 于 万, 且 令 p 


HM = x. 由 勾 股 定理 ,A Na | 


16—-(y—x)=(3 2 


有 (y- xr) -x= 或 史 -2zy= 全 ， 





4 
又 16—(y—- x)=49-—(x+ vy), 

即 (y+x) (yx)*=33， 或 4xry=33. 
由 上 两 式 可 及 = 人 + 让 = 后， 得 y= 六 
则 QR =9. 

故 选 (DD). 


17.86 在 直角 全 ABC 中 , 斜 边 4B = 5, 直角 边 4C=3. 一 A 的 平 


分 线 交 对 边 于 Aj, 然后 取 和 斜 边 PQ = A;B ,直角 边 PR = AjC 作 第 二 个 


直角 全 PQR , 苍 人 P 的 平分 线 交 对 边 于 Pi, 则 PP| 的 长 为 


3y6 35 33 
(A) et (B) 3 (COC) 和 
3 Y2 15 V2 
(DD) . (E) < . 


(第 18 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1967 年 ) 
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[ 解 ] 设 Rt 全 ABC 边 BC 被 人 A 平分 线 AA1 分 成 A1B 与 AI1C 
两 段 .由 角 分 线性 质 知 
4IB AiB AB 


AIC BC-AIB AC’ 














由 BC= vV 凶 -3*=4， 则 B 
AIB 5 
4—AIB 3 5 人 
且 A1B=3=PQ, 4 1 
已 
又 AiC= 广 =PR. 4 3 Ct P i 
在 Rt 全 PQR 中 ， RQ= Vv PQ’~ PR’=2. 第 
显然 , RtA PQRcRt 和 ABC ,上 且 相似 比 1:2. 1 
改 PPi= 二 44i= 二 VACETATEGE=35 和 
故 选 (B). 
17.87 ”如 图 ,全 ABC 中 ,AB=4,AC=8. 若 M 是 BC 的 中 点 ， 
AM=3,， BC 长 为 a 
(A) 2 v26. (B) 2 V31. ”AT 
(C) 9. (D) 4 +2 V13. fa 训 C 
(EE) 已 知 条 件 不 足以 解 此 上 题 . 


(第 26 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1975 年 ) 
[ 解 1] 如 图 设 h 是 所 求 的 边 BC 的 高 AN 的 长 , 且 设 zx= BM, y 
= NM .那么 这 样 
| (x + y)*=64, 


QD) 
hy 9， 多 HN 


h*+(x—-y):=16. (3) NYM 3 
由 + 加 ~-2x@@ 得 2x*=62, 解 得 z= V31,BC=2 v31. 
故 选 (B). 


[ 解 2] 延长 AM 到 D, 使 AM = MD ,连结 BD,CD, 则 ABDC 是 
平行 四 边 形 , 故 
AD* + BC*=2(AB’+ AC’), 
即 BC*=2(4:+8’)—6°=124. 
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a 答 葡 嵌 


所 以 BC=2 v31. 4 ， 

故 选 (B)， 人 、。 

17.88 一 个 牧童 在 小 河南 4 英里 处 ,河水 一 
向 正 东 流 . 而 他 也 正 位 于 他 的 小 屋 西 8 英里 北 7 
英里 处 .他 想 拒 他 的 马 牵 到 小 河 去 饮水 然后 回 家 . 他 能 够 完成 这 件 事 所 
走 的 最 短 距 离 ( 英 里 ) 是 

(A) 4+ V185. (B) 16. (C) 17. (D) 18. (E) v32 + v137. 

(第 24 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1973 年 ) 

[ 解 ] 如 图 , 设 S 表示 小 河 SE 上 的 任何 一 点 , 且 C, 瑟 和 DD 分别 
是 牧童 ,他 的 小 屋 以 及 C 点 北 8 英里 的 位 置 . 

易 证 CS + SH= DS+ SH. 显 然 当 DSH 是 一 条 
直线 时 距离 最 短 ,从 而 

CS + SH=DSH= V8+15 = V289=17. 

故 选 (C). 

17.89 在 ABC 中 , AB = AC=3.6,D 点 在 AB 
上 , 且 AD=1.2, 玉 点 在 AC 的 延长 线 上 , 公 AED 的 面积 等 于 人 ABC 
的 面积 , 则 AE 等 于 

(A) 4.8. (B)5.4. (C)7.2. (D)10.8. (〈E) 12.6. 

(第 10 届 美国 高 中 数学 考试 ,1959 年 ) 
[ 解 ] 设 公 ABC 边 AC 上 的 高 为 hh ,又 


AD=12= 二 4B， 





作 DK | AC 于 KK, 则 DK= 才 h， 


而 SAapE 二 Saapc ,因而 有 
方 "AE* 方 h= 汪 AC:h， 
故 ”AE=3.:AC=10.8. 
故 选 (DD). 
17"90 如 图 ,全 ABC 为 等 边 三 角形 , DE = 19, DF = 89, 则 和信 ABC 
的 周 长 为 
(A) 216. (B) 216 v3. 
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(C) 648. (D) 324 v3. 


(第 1 届 " 五 羊 杯 " 初 中 数学 竞赛 ,1989 年 ) 
[ 解 ] 由 设 公 ABC 为 等 边 三 角形 , 则 ; 
DE + DF=h( 一 边 上 的 高 ), 这 可 利用 面积 公式 得 ， 


到 . 





故 h=19+89=108. 
aa 4 
则 3a 了 2h V3 
=216 V3. 
故 选 (B). 


17.91 已 知 方程 z*-8x+ m+6=0 有 两 相等 5 人 二 
的 实 根 ,日 它 的 根 是 人 ABC 的 BC 边 长 . 若 人 ABC 面 
积 为 6, 则 它 的 重心 G 到 BC 的 距离 是 
(A) 2. (B) 1. (C) 3. (D) 1 洱 . 
(中 国 浙江 省 初中 数学 竞赛 ,1992 年 ) 
[ 解 ] 由 题 设 方程 有 等 根 , 则 4 
A=(~8)*-4(m+6)=0, 得 m= 10. 
则 方程 为 zx*-8x+16=0. 
设 AE 为 人 ABC 的 高 ,AD 为 BC 的 中 线 
(如 图 ). ” DF rE 
又 BC=z = 六 =4， 且 方 BC*AE=6, 知 AE=3. 
由 重心 定理 GF:AFE= GD:AD=1:3, 
即 GF:3=1:3，.. GF=1. 
故 选 (B). 


的 长 各 为 3 与 6, 面积 为 3 V15, 第 三 条 中 线 CM 位 、 

长 为 F 
(A) 4. (B) 3 v3. (C) 3 v6. B 
(D) 6V3. (E) 6 v6. 


(第 13 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1962 年 ) 
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[ 解 】 延长 GM 到 也 使 MD = GM , 连 AD,BD, 则 四 边 形 ADBG 
为 平行 四 边 形 . | 
则 方 Soapge= Saap6- 广 SAAgc= V15， 6 






且 六 SODADBG = SA AGD 


=vVp(p—-u (pv)(p— 1), 
这 里 u,v,t 分 别 为 全 AGD 的 三 边 长 ,有 昌 p 为 其 半 周 长 . 
由 设 “4=2x, v=4, 1=2, p=3+x, 代 入 上 式 则 有 
V(3+7x)(3—- 7x)(r-1)(z+1)= v15, 

即 (x*—1)(9— zx’)= 15, 
或 71—10x’+24=0. 

解 得 x*=4 或 6， 即 x=2 或 v6. 

由 之 还 有 CM =6 或 3Y6, 但 因 BP=6, 又 三 角形 不 等 边 , 则 CM = 
6 舍 之 . 

因而 CM = 3 Y6. 

故 选 (C). 

17.93 设 三 角形 的 三 边 互 不 相等 ,最 大 边 上 的 高 为 x, 最 大 边 上 
任 一 点 到 另外 两 边 的 距离 分 别 为 y 和 xz. 则 

(A) x<yt+z. (B) x=yt+2z. 

(C) xz>y+z. (DD) 以 上 大 小 关系 依赖 于 三 角形 的 边 长 . 

(中 国 江苏 省 初中 数学 竞赛 ,1991 年 ) 
[ 解 ] 设 三 角形 三 边 分 别 为 a,b,c, 昌 a<b<e. 


由 SaaC= 六 czr， C 
六 SAABC = SABCP + SAAcP 4 人 
lil ,LA 
和 D 4 > 0x， HEP 
因而 二 cr= 寺 + 二 px 即 一 CQy 十 
DC 370 人 9 [一 如 全 bz,， 


ayt+ bz<cyt+cz=ce(yt+2) 
.. cr<clyt+z), BW zx<yt+ez. 
故 选 (A). 


522 世界 数学 奥林匹克 解 题 大 辞典 





17.94 ”在 等 边 三 角形 内 任 取 一 点 ,由 该 点 作 三 边 的 垂 线 , 则 这 些 
垂直 线段 长 的 和 为 

(A) 当 此 点 为 等 边 三 角形 的 重心 时 ,最 小 . 

(B) 大 于 此 三 角形 的 高 . 

(C) 等 于 此 三 角形 的 高 . 

(D) 此 三 角形 三 边 之 和 的 一 半 . 

(E) 当 此 点 为 此 三 角形 的 重心 时 ,最 大 . 

(第 1 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1950 年 ) 

[ 解 ] 如 图 P 为 正人 ABC 内 一 点 ， P 向 三 4 
边 所 作 垂 线 年 足 分 别 为 工 , M,N. 连 PA、PB 、PC， 
”车 a 为 正三 角形 边 长 , 为 其 一 边 上 的 高 ,由 

SAABC = SAPAB + SAppc + SApCA, 

可 有 六 = PL+PMT+ PN. 

故 选 (C ) 

17'95 ”如 图 ,三 角形 ABC 为 直角 三 角形 ， 
其 中 二 BCA = 90" .中线 CM 垂直 于 中 线 BN, 日 
BC= ;. 则 BN 的 长 度 是 


(A) s 2. (B)3 s V3 
s V3 /6 
2 (E) 2 ， 


(第 33 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1982 年 ) 
[ 解 ] 如 图 ,在 和 ABC 中 , 因 CM .BN 相交 于 DD 点 ,所 以 , 若 设 注 





(C) 2s ¥2. (D) 


叉 因为 在 Rt 会 CBN 中 ,CD 是 BN 边 上 的 高 ,所 以 
BC = BD'. BN, 2 
即 =2zr.3z=6z2， 或 zx 2 ~ 
， 四 _3:s_J6 B 7 4 
所 以 BN=37= 2 3， 
故 选 ( 玉 ). 


17*96 在 全 ABC 中 ,过 A 的 中 线 垂直 于 过 顶点 B 的 中 线 ， 如 果 
AC 和 和 BC 的 边 长 分 别 是 6 和 7, 那 么 AB 的 长 是 
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(A) V7。 (B) 4 (C) 4 三 (D)2V5. (E) 4 二 
(第 12 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1961 年 ; 
第 21 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1970 年 ) 

[ 解 ] 由 设 中 线 AM ,BN 的 交点 G 为 重心 . 

显然 , 若 设 GM=u, GN=v, 人 旭 AG=2u，BG=2wvw. 


又 由 设 知 BM= 方 BC=3 直 ， 人 
1 /A 
B 


AN=> AC= 3. 
由 勾 股 定理 ,于 Rt 全 AGN 和 Rt 全 BGM 中 有 
(2u): +v=3 和 (2v)*+wu?=(3 六 7. 


两 式 相 加 有 Sw+5v = 


从 而 4u*+4w=17= AB*. 则 AB= V17. 

故 选 (A). 

17"97 ”如 图 ,在 和 ABC 中 ,AD | BC,BE| 
AC,AC=16.25,BC=13.75, HE=6, HD=3,6-— 
a 二 5, 则 a + 的 值 是 

(A) 12. (B) 13. (C) 14. (DD) 15. 

(第 2 届 中 国 天 津 市 “中 华 少年 标 " 数 学 洲 请 赛 ,1988 年 ) 


[ 解 ] 由 Sangc= 广 BCAD= 方 AC-BE， 


故 BC.AD= AC:BE, 即 (3+6):13.75= (a +6).16.25, 

又 65=a+5, 代 入 上 式 可 解 得 a=5. 

则 5=a+5=10、 和 县 a+6b=15. 

故 选 (DD). 

17'98 AB 为 直角 三 角形 ABC 的 斜 边 ,中 线 AD 的 长 为 7, 中线 
BE 的 长 为 4, 则 AB 的 长 为 

(A) 10. (B) 5 v3. (C) 5 v2. 

(D) 2 v13. (E) 2 V15. 

(第 9 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1958 年 ) 
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[ 解 ] 由 设 及 勾 股 定理 有 . 
、 . E 
T= CD2+ 4C2， , = 
4 = BC + CE ， B 


故 T+ 人 = (CD + BC’)+ (AC*+ 


CE2)， 
由 设 CD= 六 BC CE= 方 AC,， 
则 72+ 末 = 了 (BC2+ 4C2)= 半 4AB2?， 
故 AB?= (P+4)=52, 得 AB=2 V13. 
故 选 (DD). 4 
17.99 ”在 三 角形 ABC 中 ,下 点 分 AC 边 成 1: Fp 
2 的 比 . 设 玉 是 BC 边 和 AG 的 交点 ,其 中 G 是 BF 
的 中 点 .那么 玉 分 BC 边 成 的 比 是 
(A) 1:4. (B) 1:3. (C) 2:5. B C 


(D) 4:11. (E) 3:8. 
(第 22 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1971 年 ) 


[ 解 ] 作 FH// AE. 因 为 BG = GF， 4 
有 BE = EH. x 
同时 ,由 2AF= FC, 有 2EH= HC. 
“. 3BE= EH+ HC= EC. / 
则 五 分 BC 成 为 1:3. B Bg C 
故 选 (B). 


17.100 在 全 ABC 中 ,BC=a,AC=6b,AB=c, 人 人 C= 90'.CD 和 
BE 是 入 ABC 的 两 条 中 线 , 且 CD BE. 那 么 a:b:c= 
(A)1:2:3. (B)3:2:1. (C)V3:V2 :1. (D)1:Y2:Y3. 
(中 国安 徽 省 初中 数学 竞赛 ,1997 年 ) 
[ 解 ] 如 图 , 设 CD 与 BE 交 于 下 ， CC 
又 设 EF=xv，DF=yv 则 BF = 2x， 
CF=2y. 上 
由 相似 三 角形 性 质 可 得 
2)- D 


a2= BE: BF=6x?, ( > ) = EF 
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9 裕 信 


EB= 3x’, (§) =y+4r, 


即 a2*=6x*, b=12x*, c*=4y :+16x°. 

CF?= EF:FB, 即 4y ==2x*， 则 c*=18x?， 

. a2:p2:c2=1:2:3， 即 a:b:c=1:Y2:Y3. 

故 选 (D). 

17.101 茶 三 角形 三 边 的 长 为 13,14,15 ,重心 为 如 ,AD 是 边 长 为 


14 的 边 上 的 高 , 则 HD :HA 等 于 


印 


(A) 3:11. (B)S$:11. (C0C)1:2. {D)2:3. (FE) 25:33. 
《第 15 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1964 年 ) 
[ 解 ] 三 角形 中 诸 线 段 长 所 设 如 图 ,由 勾 股 定理 有 
14 —- g* = BE?=13°- p’, 
gq — p=27. 
又 p+g=15， 得 4 和 举 , p= 专 
又 由 113 一 = AD*=15* 一 7， 
好 5 一 y=56,， 又 5+r=]14， 
得 r=5，s=9. 
由 AD*=13 -3， 得 AD=12; 








2_127 {33Y” _ 56 
x BE’=13 ( 尝 ) ， 得 BE= 闻 
26_， 
. tt_r_3 -HB 
AHDBOAHEA .. np HA 
33 _ 435 
Xr=5, p= 人 ， = = 351， 代入 上 式 可 得 1 = 和 5 
而 2 从 而 HD:HA =435:957=5:11. 
故 选 (B). A 
17.102 ”如 图 ,了 为 入 ABC 的 BC 边 的 中 
点 ,EE 为 AC 边 的 内 点 ,AC=3CE，BE 和 AD 
交 于 G. 则 AG:GD 为 ' 
(A) 2. (B) 3. B D 0 


(C) 3 或 4. (D) 4. 
(第 3 届 “ 五 羊 杯 "初中 数学 竞赛 ,1991 年 ) 
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[ 解 ] 过 品 作 DF//BE 交 AC 于 FF. 

因为 品 为 BC 中 点 , 则 下 为 EC 中 点 . 

由 AC=3CE， 有 AE=2CE=4EF,， 
又 DF/ BE, ; 
从 而 AG:GD= AE:EF=4:1=4. B 全 一 二 >。 

故 选 (DD). 

17.103 ”如 图 所 示 ,在 全 ABC 中 ,M 是 BC 边 的 中 点 ,AB=12,AC 
=16.E 和 下 点 分 别 在 AC 和 AB 上 ,直线 EF 和 AM 相交 于 G. 若 AE 


=2AF ,那么 < 等 于 ( 
(A) 3 (B) 和. (C 〇 ) 了 4 
(D) 及. (FE) 已 知 条 件 不 足以 解 此 题 ， 4 六 
(第 26 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1975 年 ) 
[ 解 1] 如 图 Q?, 作 BC, EF 的 延长 线 相 交 于 五 .在 全 FEBH 和 


从 HCE 中 ,由 梅 尼 劳 斯 (Menelaus) 定 理 我 们 分 别 得 到 
GH AF MB GH AE MC 


A AT AATT = 1],， A A NATT =1,， 


GF AB MH GE AC MH 
因为 MC = MB ,4E=24AF, 上 两 式 两 边 相 除 ,得 


故 选 (A). ， 





图 中 图 多 
[ 解 2] 作 直 线 CP// EF 并 交 AB 于 P. 依 题 设 有 AP = 8. 设 wa， 
zya 8,G 和 0 如 图 四 所 示 ,那么 
a 2 Q& _ 16 sn 3 


sina sin0” sin8 sin(180" -0) sina ” 4， 
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这 8 16 





所 以 snag sind’ sing sin(180° ~ 6)’ 
GF zx sing 2 2 
故 选 (A). 1 


C 
17.104 在 入 ABC 的 一 边 AB 上 取 一 点 EE, 使 4 


AE:EB=1:3, 又 在 另 一 边 BC 上 取 一 点 DD, 使 CD:DB=1:2, 和 大 AD 


EF , AF 
与 CE 交 于 点 下 , 则 Fc + 为 


4 3 5 
(A). (B) 闻 ， (C) 3 (D) 2. (E)3 
(第 16 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1965 年 ) 
[ 解 】 作 DH/ AB 交 EC 于 G, 交 AC 于 日 ,是 设 AE=&4a， 
DC=56. 


IXNr_5b 
时 一 一 一 一 一 二 二 
则 3 7 38’ DG=a= EA, 
所 以 EF=FG, 有 AF=FD. 


AF 、 
从 而 站 一 1 又 由 “DGV BEFE， 


故 GC= 上 EC, EG= 和 EC. 





3 3 
人 Fr EF_1 
又 因 EF= FG, FC= st ， 丽 Fe= 
， EF AF 1 ,3 
所 以 FC t+FD 2 +1= 
故 选 (C). 


注 在 人 ABD 和 个 EBC 中 ,由 梅 尼 劳 斯 定理 直接 可 得 结果 . 
17"105 设 公 ABC 三 边 的 长 为 4a,5,c, 且 c 志 5 二 4, 过 形 内 一 
点 了 ,与 A,B,C 的 连 线 分 别 交 对 边 为 A ,B,C’, 设 有 
=AA’ +BB +CC ， 
则 对 所 有 P 点 的 位 置 ,s 小 于 
(A) 2a+D，(B) 2a+c，(C) 2 二 ce 
(D) a +256. (E)a+b+ce. 
(第 15 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1964 年 ) 
[ 解 ] 容易 证 明 ; AA’<max{ AB,AC} =maxi5,ci =5( 利 用 同一 
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三 角形 内 大 角 对 大 边 的 命题 ). 


同 理 BB <maxia,c|=a, 
CC <maxla,b|=a. 

故 AA’ +B + OC <2a+b. 

故 选 (A). 


17.106 过 和 全 ABC 内 任 一 点 P, 作 1IF/ BC, EH/ AC, DG/ 
IF ,EH ,DG 加 值 是 


4B. 则 BG + AC + AB 


(A). (B) 2. (0)3. (D). 
(中 国 江苏 省 苏州 市 初中 数学 竞赛 ,1985 年 ; 
中 国 江西 省 南昌 市 初中 数学 竞赛 ,1989 年 ) 
[ 解 1] 设 公 ABC 三 边 分 别 为 a,b,c, 目 设 DE=a’， GF=b。,， 
HI 一 c .由 上 题 结论 有 


IF_a-a_|_ea 1 SA ppC 





| 

BC a a ~ SAagc’ NS 
证 EH_,_ YaPac : 1 VY, 
理 AC Tl San ae 


E 


DG _ | _ SapaB 
AB SAABC 
下 EH, DG_, Sapect SapaCc+ SApAB _ 
改 BC+AC+AB-3 SA apc < 


故 选 (B). 

[ 解 2] 考虑 PP 为 人 ABC 的 重心 情形 ,此 时 由 三 角形 重心 性 质 有 
FF_EH_DG_ 2 
BC AC AB 3， 


则 BC+AC+AB™? 
故 选 (B). 
17*107 ”如 图 在 全 ABC 中 ,DE 分 别 为 边 BC、 ，。 
BD_2 AEF_3 yAF.BF 
4C 上 一 点 ， 且 PE = 本 ,= 于 , 则 二 二 的 值 


是 
了 14 35 56 

) 信 (BB) 二 (OO) 导 (DD 总 . , 

(中 国 山西 省 太原 市 初中 数学 竞赛 ,1997 年 ) D 
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[ 解 ] 作 EG/ BC 交 AD 于 G. 由 题 设 A 
GE_ GE/DC_ AE/AC _3/7_ 9 








BD BD/DC BD/DC 2/3 14° F 


FG_ FE_GE_9 
从 而 DF BF BD 14’ 人 NAN 
DG 23 | 
人 入 LT _ 43 
AG 3 GD 
一 ”一 一 一 一 [In 
又 AP 了 , 则 和 


好 GD= ~ AD. 


而 _ _7.23_ 
因 DF DF 4 14 8 
再 由 分 4F -也 


从 而 FD FE 8 9 12. 
故 选 (C). . 
17*108 大 全 4BC 的 三 边 长 分 别 为 BC=a, CA =5,，AB=c, 在 
全 ABC 内 任 取 一 点 P, 过 P 作 三 边 的 平行 线 与 4 
三 边 相 截 ( 如 图 ), 若 DE=a’, FG=6b ,HIl= 


c“, 那 么 + 妇 + 三 的 值 是 
(OA 本 B33. OL 


(DD) 不 能 确定 ,与 PP 点 的 位 置 有 关 . 
(“祖冲之 杯 ” 初 中 数学 邀请 赛 ,1989 年 ) 
[ 解 1] 由 IF/BC,HE/A/AC， 有 人 ABCWA 人 HIP,， 





nl cc _IP_BD 
则 有 = 
又 和 ABCoAGPF， 有 人 
a bie a+BDEC_a+BD+tEC_) 
a 如 C a a a a . 
故 选 (C ) . 


[ 解 2] 设 BC 上 的 高 为 h,,P 到 BC 的 距离 为 hi ,连结 PB , PC 
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六 7 SA pBe 
| a 2 一 双 一 a 盖 一 一 一 一 
则 a hh, ah, SAaBc 
6b _SaPAC ¢ _ IAPAB 
同 理 b SAapgc >” C SAABC 
I QQ 已 C 
所 以 a " pb C 
_ Sappc+ SAPAC+ SapPAB _ 1 
故 选 (C ). 


17.109 ” 设 锐 角 人 和 公 ABC 的 三 条 高 AD,BE,CF 相交 于 互 . 耕 BC = 
ay 4AC=p,4B=c, 则 4D'4AD+BH'BE+CH:CF 的 值 是 





第 
(A)(ab+ be+ ca). (B) 广 (a2+ B+?), + 
,+ 
(OS (ab+ bet ea) (D)S a2 + oto), 人 
(中 国 初中 数学 联赛 ,1994 年 ) 
[ 解 ] 由 题 设 可 知 , 互 ,D,C, 瑟 四 点 共 圆 ， A 
因此 ,有 
AD:AH = AC: AE = AC: AB:cos/ BAFE ~ 
= (AC?+ AB? - BC?) 
B D C 


_ 1/,2, 2_ .2 

> (6 +c’—a’). 

同 理 BH:BE=3 (c+a?— 06), 
CH*CF= 广 (a + be). 


AH:AD+ BH*BE+ CH'CF= 7 (a+b+e?), 
故 选 (B). 
17'110 已 知 直角 三 角形 的 边 为 a,a+d 和 a+24, 其 中 a 及 a 
都 是 正 数 , 则 a 与 a 之 比 为 
(A)1:3. (B)1:4. (C2:1. (D)3:1. (E) 3:4. 
(第 10 届 美国 高 中 数学 考试 ,1959 年 ) 
[ 解 】 由 设 及 勾 股 定理 有 
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(a+2d)*=(a+d)}+a’, 


选 即 a -2ad 一 3d*=0， 或 (ca-3d)(a+ad)=0. 
由 a-3d=0 得 a:d=3:1. 
才 故 选 (D). 


17'111 者 一 个 直角 三 角形 的 两 条 直角 边 在 斜 边 上 的 射影 的 比 是 
1:4. 则 这 两 条 直角 边 的 比 是 


(A) 1:V2. (B) 1:2. (C) 1:3. (D) 1:4. 
(中 国 四 川 省 初中 数学 竞赛 ,1989 年 ) 
[ 解 】 如 图 ,在 Rt 全 ABC 中 ,AD BC， 4 


且 BD:DC=1:4. 
设 BD=1， 则 DC=4. 


又 AD?=BD:DC=1:4=4, 则 AD=2. “7? 6 
AB’= AD’+ BD’*=2*+1=5, 
是 AC?= AD2+ CD?=22 + 4?=20. 
AB_ /5_1 
| 二 一 -一 一 一 
人 AC N20™ 2 
故 选 (B). 


17*:112 公 ABC 三 边 4a ,b,c 上 的 高 依次 为 h =6,h,=4,h.=3， 
那么 三 边 a,b,rc 之 比 a:b:c 为 
(A) 1:2:3. (B) 2:3:4. 
(C) 3:4:6. (DD) 不 确定 . 
(中 国 天 津 市 初中 数学 竞赛 ,1983 年 ) 


[ 解 】 由 Saagc 一 方 aha 一 方 名 p= 户 ch， 
Bp ah, = bhy = ch.. 

XX hihsih=6:4:3, 则 a:b:c=2:3:4. 

故 选 (B). 

17"113 ”三 角形 的 三 条 边 的 比 为 3:4:5, 则 其 相应 边 上 的 高 
的 比 是 

(A) 10:8:5. (B) 20:15:12. 

(C) 3:4:5. (D) 5:4:3. 

(中 国 这 宁 省 沈阳 市 “育才 杯 ” 初 中 数学 竞赛 ,1988 年 ) 


532 世界 数学 奥林匹克 解 题 大 辞典 





[ 解 1] hh 
三 角形 的 面积 = 一 > 3x hi 二 “4h 三 方 "5z*hh3， 


即 3A =4h,= 5h. 则 hy= 字 hs ha= 训 hl 


和 了 言 =20 :15 : 12. 

故 选 (B). 

[ 解 2] 设 三 角形 三 边 长 分 别 为 3,4,5, 由 解 1 知 

3h1=4h;=5h3， 则 = 

即 hho :hs=4.5:3.5:3.4=20:15:12. 

故 选 (B). 

17.114 下列 的 各 组 数 中 ， 娜 组 数 不 能 为 _ 三 角形 的 三 条 高 
的 长 

(A) 1,v3,2. (B) 3,4,5. (C) 5,12,13. 

(D) 7,8, v113. (E) 8,15,17. 


(第 41 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1990 年 ) 

[ 解 1] 若 有 ,hh,,h 分 别 为 人 ABC 三 边 a,65,c 上 的 高 , 则 三 角形 

面积 
SA ABC 一 六 ah 一 六 bl 一 六 ch， 

即 ah, = bh, = ch.. c 

则 aib:ic= hh :hh :hh,. 

对 于 (C) 来 讲 , a:5:c=12:13:5*13:5*12. 8 

注意 到 ”12:13>5:13+ 5 12, 则 这 种 比例 的 a ,b,c 不 能 构成 三 
角形 .此 即 说 5,12,13 不 能 成 为 某 三 角形 的 三 条 高 . ( 易 验 证 其 余 四 组 


氏 可 ) 
故 选 (C) 
[ 解 2] 仿 上 解 还 可 有 a:b:c= 大 :大 :六 , 则 对 于 (C) 来 讲 , 则 有 


.1 工 .上 1_l1 了 工 、 工 ,上 
2 而 =10116> 玄 + 评 ; 


此 组 数 (5,12,13) 不 能 作为 三 角形 的 三 条 高 . 
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故 选 (C). 
17.115 在 和 ABC 中 ,A,B, 人 C 的 对 边 为 a,5,c, 已 知 w% = 
b(b5+c), 人 C 为 印 角 , 则 a,265,c 的 大 小 关系 是 
(A)Ja<25<rc. (B)a<c<26. 
(C)2bp<a<e. (D)a=26<e. 
(中 国 湖北 省 黄冈 地 区 初中 数学 竞赛 ,1996 年 ) 
[ 解 】 ar+b>rc， 
ca“=p(p+c)i<a(22+a),(a-20) (zc+p)<0， 
a<20. 
又 了 了 C 为 钝 角 ，.， a*+b < 之 ec， 
Bb(b+e)+to ee , (26—c)(b+e)<0, 
2p5<c， 则 a<<26<<c. 
故 选 (A). 
17*116 忆 是 高 为 h 的 等 边 三 角形 内 部 一 点 , 设 P 到 各 边 的 距 
离 分 别 为 x ,y,z, 若 以 x,y,z 为 长 度 的 三 线段 可 以 构成 一 个 三 角形 ， 
则 xz,y,z 各 自 所 应 满足 的 条 件 是 


(A) r<h,y<h,z<h. (B) x< 





h nh 
(C) TE ,YS ,zx 入 


(E) xz 雪村 ,二 二 ,< 


(中 国 吉 林 省 八 市 初中 数学 竞赛 ,1986 年 ) 
[ 解 ] 利用 三 角形 面积 关系 易 证 


(D) x< 





h=xt+yti+z. QQ) 

又 x,y,z 可 构成 三 角形 , 则 
T+y>z, OD) 
:: 之 并， 他 ) 
Zt+r>y. (4) 


将 中 分 别 代 入 @,@,@ 可 有 x< 马 ，y< 雪 ，z< 和 如， 
故 选 (B)， 
17*117 锐角 全 ABC 的 三 边 长 分 别 为 a,5,c, 三 边 上 的 高 分 别 
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为 有 ,有 ,有 hh. 若 a>6b>c, 那 么 a+h，656+h,，c+h 的 大 小 关系 
为 

(A) at+h, >6+h,>eth.. 

(B)at+h <bth,<cth.. 

(C) b+h,<at+h,<c+h.. 

(D) b+h,>at+h,>ct+h.. 

(中 国安 徽 省 合肥 市 初中 数学 竞赛 ,1990 年 ) 
[ 解 1] “. a>65>c, 显 然 h >>h,>h,. 
设 锐角 公 ABC 面积 为 ;. 


欲 证 、a + 有 hh>5+h,， 只 须 证 a+ 人 >0+ 天， 


即 a -b>2s 4 或 ab >25s， 


即 ab > absinC. 
即 只 须 证 1 >simCC . 
全 ABC 是 锐角 三 角形 , 故 1>sinC 成 立 . 
4 十 太 >pD+P 成 立 . 
同 理 可 证 56+h,>c+h.. 
故 选 (4). 4 
[ 解 2] 如 图 , 则 有 
ath,=a+bsinC, » 
b+h,=b+asnC=b+csinA, 
ct+h.=ct+bsinA. B C 
(ath)-(b+h,)=(a-b)+(b— 
a)sinC 
. =(a—b)(l— sinC), 
a>pb, sinC<1， 知 上 式 大 于 0. 
，， at+h,>6+h,. 
又 (b+ths)-(ct+h.)=(b-c)(1- sinA)>0, 
知 p+h,>cth.. 
at+h >6b+h,>cth.. 





故 选 (A). 
17'118 已 知 等 腰 人 入 ABC 中 ,AD 是 底 边 BC 上 的 高 , BE 是 AC 上 
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a 


的 高 ,又 AD 与 肛交 于 五 .同时 EF | BC 交 BC 于 F, 而 M 是 AD 延 
长 线 上 一 点 , 且 DM= EEF, 又 N 是 AEH 的 中 点 . 设 MN*=6,BN?= nn， 
BM 二 24, 则 65 ,1,n 之 间 的 关系 是 
(A)bD<mt+n. (B)b=m+n. 
(Cob>m+t+n. (D)5 与 m+ 大 小 不 确定 . 
(中 国安 徽 省 初中 数学 竞赛 ,1996 年 ) 
[ 解 ] 不 失 一 般 性 , 取 三 角形 为 等 腰 直 角 
三 角形 即 全 ABC( 如 图 ), 这 时 A .EHWN 四 点 
合 一 ,D.F 两 点 合 一 
显然 易 知 , 人 BMA 即 人 NBM 亦 为 等 腰 三 “ 
和 角形, 即 人 人 NBM = 90”. 
从 而 知 p=m+n. M 
故 选 (B). 
17*119 ”等 腰 人 和信 ABC 的 底 边 BC 是 周 长 的 十 ， 日 底 边 上 任意 一 点 
已 引 平 行 于 两 腰 的 直线 ,分 别 交 两 腰 于 ,下 . 则 四 边 形 AEPF 周 长 与 
和 人 ABC 周 长 之 比 
(A) 等 于 扩 、 (B) 等 于 盾 。 (0) 等 于 溯 ， (DD) 不 能 确定 . 
(中 国 江西 省 南昌 市 初中 数学 竞赛 ,1990 年 ) 
[ 解 ] 设 腰 长 为 1, 公 ABC 的 周 长 为 L. 由 已 知 可 得 
L=2AB+ BC=21+ 拖 , 则 上 =21 革 ， 4 
又 AEPF 是 平行 四 边 形 ， 
: PE= BE, PF= CF， F 
总 AEPF 的 周 长 为 27. 
则 四 边 形 AEPF 周 长 与 人 ABC 周 长 之 比 为 


21:(21. 计 )=3:4. 


A(H,N.E) 





B Pp 人 
故 选 (0C). 
17'120 PP 是 等 边 全 ABC 边 BC 上任 一 点 , PX | AB,PY | AC， 


连 XY, 并 记 全 XAY 周 长 为 L ,四边形 BCYX 的 周 长 为 S, 则 工 与 $ 的 
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大 小 关系 为 
(A) S>L. (B) S=L. (C) S<L. (D) 不 确定 . 
(中 国 渐 江 省 初中 数学 竞赛 ,1992 年 ) 


[ 解 】 设 等 边 和 ABC 边 长 为 c ,由 BX= 了 4 
BP,YC= 方 PC( 和 APXB, 和 APYC 均 为 30"-60"- 
90° 的 三 角形 ). 


则 BX+ BC+CY = BC+ 六 (CBP+ PC) 


2 4. 


而 AX+AY =2a-(BX+CY)=2a 一 人 
2 4 
AX+AY+XY=BX+BC+CY+XY,， 即 S= 工 
故 选 (B). 
17*121 在 全 ABC 中 ,一 BAC=120", 点 已 是 入 ABC 内 一 点 , 则 
(A) PA+ PB+PC<AB+AC. 
(B) PA+ PB+ PC>AB+AC. 
(C) PA+ PB+ PC=AB+AC. 
(D) PA + PB+ PC 与 AB+ AC 的 大 小 关系 与 点 P 的 位 置 有 关 . 
(中 国 广州 .武汉 、 福 州 等 五 市 初中 数学 联赛 ; 
中 国 部 分 省 市 初中 数学 通讯 赛 ,1984 年 ) 
[ 解 ] 将 合 APC 绕 A 点 递 时 针 旋 转 60" 得 入 APC . 连 PP ,CC 
则 人 APCQAAP'C,, 
LBAC=120°, LCAC=60°, 
B,A,C' 共 线 . 
又 LPAP’=60°, AP=AP’, 4 


人 PAP' 为 正三 角形 . oe ， 
P4=PA= PP BE 一 一 一 ~ 


4C =4C，PC=PC ， 
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PA+PB+PC= PP +PB+P'C. 
AB+ AC= AB+ AC’<PP’+PB+P'C,, 
.~ PA+PB+PC>AB+AC. 
故 选 (B). 
17.122 如 图 ,在 等 腰 和 ABC 中 ,CD 是 底 边 AB 上 的 高 ,EF 是 腰 
BC 的 中 点 , AE 交 CD 于 下 .现在 给 出 三 条 路 线 : 
(a)A—>F—>C—>E—>B-—>D—A; . 
(5)A—C—>E—>B-—D—F—A; 
(c)A>D—B—F—>F->C-*A; E 
设 它们 的 长 度 分 别 是 上 (a),L(5),L(c). 那 么 
下 列 三 种 关系 式 : | 
Ll(a)<L(6), Lla)<L(e), L(b)<L(e) 
中 ,一 定 能 够 成 立 的 个 数 是 
(A) 0 个 . (B) i 个 . (C) 2 个 . (D) 3 个 . 
(中 国 初中 数学 联赛 ,1985 年 ) 
[ 解 ] 由 题 设 条 件 可 知 ,下 是 个 ABC 的 重心 ,因而 CF = 2DF， 
AF =2EF. 


因 L(c)= AB+ BE+EF+FC+CA, 
L(a}= AF+ FC+ CB+ BA, 
故 L(c)—-L(a)= BE+ EFF- AF= BE+EF- BF>O, 
妈 L(c)>L(a). 
又 L(b)= AC+ CE+EB+ BD+DF+ FA, 
则 L(c)—-L(6) 


=(AB- BD)+(EF- FA)+(FC- DF)- CE 
= AD + DF- CE- EF. 
当 全 ABC 为 等 边 三 角形 时 ,AD= CE，DF=EF， 则 L(c)= 
Lp), 这 说 明 工 (0)< 工 (c) 不 恒 成 立 . 
再 因 L(a)-L(65)= FC+DA-AC-DF=DF+DA-AC, 
当 人 ACB=120"， 自 AC= BC=1 时 ， 


D1 -1 
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J 1 ,3v3+1 
6 


放 LL(a)-L(5)= 字 + 万 一 1 _1>0. 


即 L(a)>L(5)， 知 不 等 式 L(a)<L(5) 不 恒 成 立 . 

综 上 , 故 选 (B). 

17:123 设 O 为 全 4BC 的 一 个 内 点 ，s1 = OA + OB + OC， 
ss = AB+ BC+ CA, 则 

(A) 不 论 ABC 为 怎样 的 三 角形 ， s: >251 及 $1 太 $2. 

(B) 不 论 ABC 为 怎样 的 三 角形 ， sy 守 2s| 及 $s1 所 $y. 

(C) 不 论 ABC 为 怎样 的 三 角形 ， 51> 方 入 及 <s 

(DD) 不 论 ABC 为 怎样 的 三 角形 ， 5; 之 251 及 $1 太 52. 

(E) 上 述 (A),(B),(C),(D) 每 一 项 都 不 是 对 任何 三 角形 常 真 . 

(第 17 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1966 年 ) 
[ 解 ] 由 三 角形 边 角 关 系 有 0 


AB< OA + OB< AC+ CB， 
BC<OB + OC< BA + AC， AN 
CA<OC+OA<CB+BA. , 8 
上 上 面 诸 式 分 别 相 加 得 <2sI<2s， 即 
52<s1< 5 
故 选 (C). 
17.124 线段 AD 上 有 两 点 B,C, 线段 AB, AC, AD 的 长 分 别 为 


abc(a<p<rc). 如 果 线 段 AB,CD 分 别 绕 B,C 旋转 ,使 A 点 与 万 点 
重合 于 五 点 ,组 成 和 BCE , 则 下 列 三 个 不 等 式 


(TIT)a< 广 ; (ID)5<a+ 广 ; (于 )6< 广 ， 
能 成 立 的 情况 是 
(A) 只 有 ( 工 ) 成 立 . (B) 只 有 ( 卫 ) 成 立 . 


(C) 只 有 (I) 与 ( 卫 ) 成 立 . (D) 只 有 ( 卫 ) 与 (于 ) 成 立 . 
(中 国 部 分 省 市 初中 数学 通讯 赛 ,1987 年 ) 
[ 解 ] 如 图 ,由 三 角形 两 边 之 和 大 于 第 三 边 得 
k 
a Cb 


4 a Boa CD 
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cr 十 加 


综 泌 条 称 





(b—-a)+(c—-6)>a, 
at+(c—-b)>6b-a. 
2p>e, 
即 fe 
2p<2a+t+c. 
因此 只 有 ( 工 ),( 开 ) 正 确 . 
故 选 CC ). 
17.125 若 CD 为 人 ABC 的 内 角 C 的 平分 线 , 则 
(A) CD2< CA.:CB. (B) CD2z > CA.CB. 
(C) CD2 = CA.CB. (D) 以 上 都 有 可 能 . 
(中 国 福建 省 福州 市 高 中 数学 竞赛 ,1990 年 ) 
[ 解 ] … 一 CDB 是 人 ACD 中 一 CD4 的 外 角 , 则 人 A< CDB， 
作 二 CDE = CAD， 


[ooren> 





AACDPADCE， 则 汐 = 缚 ， 
即 CD2 = AC: CE, 
又 CE<BC， 则 CD*<AC.:BC. 
故 选 (A). 


17:126 品 是 等 采 锐 角 公 ABC 的 底 边 BC 上 一 点 , 则 AD，, BD， 
CD 满足 关系 式 
(A) 4D2 = BD’* + CD2. (B) AD’* > BD’ + CD?. 
(C) 2AD*= BD*+CD’. (D) 2AD’?> BD2 + CD’. 
(第 2 届 “ 希 望 杯 " 全 国 数学 邀请 赛 ,1991 年 ) 
[ 解 ] 考虑 极端 的 情形 :入 ABC 为 等 边 三 角形 , 且 D 是 BC 中 点 . 
显然 ”AD*> BD’* + CD?*. 


A 4 


B 万 三 B 


表 者 DD 为 BC 端点 有 


COD) 
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4D-=BD +CD- (注意 CD=0)， 
综 上 可 有 2AD’? > BD’* + CD 
故 选 (DD). 
17'127 全 ABC 的 三 边 长 分 别 为 a,5,c. 那 么 关于 xz 的 二 次 方程 
p+ 一 a )x+ c= 二 0 的 根 的 情况 是 
(A) 有 实数 根 . (B) 无 实数 根 . 
(C) 有 相等 的 两 实 根 . (DD) 有 不 等 的 两 实 根 . 
(中 国安 徽 省 安庆 等 县 市 初中 数学 竞赛 ,1989 年 ) 
[ 解 ] 由 题 设 知 方程 判别 式 
A={(0 tc -a) 460? 
=(b tc ~a’+2bc)(6 +c -a —26c) 
=[(b+c)* -a’]j[(b—-c) -a’] 
=(b+cta)(b+c—-a)(b-cta)(b—-e—-a), 
pt+c+a>0, bt+cec>a, bta>c, ct+a>ob, 
4<0, 则 方程 无 实 根 . 
故 选 (B). 
17*128 已 知 a,b,c 是 一 个 三 角形 的 三 边 长 , 则 at4+ 464+c4 一 
2a*b* 一 2b?c* 一 2c?a? 的 值 
(A) 便 正 . (B) 恒 负 . (C) 可 正 可 负 . (DD) 非 负 . 
(中 国 山 西 省 太原 市 初中 数学 竞赛 ,1991 年 ) 
[ 解 1] at+bt+ct—2a rb —26 0c ~ 2c2a? 
=ait+(b -ce)-[a (b+e) +a(b—e)] 
=at -~[a’(b tec)* tas(b -cec) +(b +c)(6 -ec 
=[a (b+ce) {a —(6—c)’] 
=(a—-b-c)(atb+c)(a-b+c)(at+b—e), 
at+b>c, atc>b, bt+cec>a, 
上 式 恒 小 于 0. 
故 选 (B). 
[ 解 2] 由 三 项 式 平方 公式 有 
原 式 = (a* + 6 -ec*) -4a’b? 
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=(a+t+bt+c)(atb-c)(a-b+c)(a-b -ce), 
其 余 步骤 同上 . 
故 选 (B). 
17"129 一 边 长 为 a 的 等 边 三 角形 ,一 新 的 等 边 三 角形 由 连接 原 
三 角形 各 边 中 点 而 得 ,第 三 个 等 边 三 角形 亦 由 连接 第 二 个 等 边 三 角形 
的 各 边 中 点 而 得 ,如 此 继续 下 去 .这 些 三 角形 周 长 的 和 的 极限 为 


(A) 不 定 . (B) 5 a (C) 2a. (D) 6a. (E) 4 方 a 


(第 2 届 美 国 高 中 数学 考试 ， 1951 年 ) 
[ 解 ] 依 题 意 这 些 三 角形 周 长 和 为 


34a+ 广 "(34)+ 训 "(3a)+… 





=3a(1+ 方 + 六 +…)=3a =6a. 
故 选 ( 品 ). 
第 3 三 角形 的 面积 


17*130 条件 甲 :两 个 三 角形 的 面积 和 二 条 边 对 应 相等 .条件 乙 : 
两 个 三 角形 全 等 . 则 

(A) 甲 是 乙 的 充分 必要 条 件 . 

(B) 申 是 乙 的 必要 条 件 . 

(C) 甲 是 乙 的 充分 条 件 . 

(D) 甲 不 是 乙 的 必要 条 件 ,也 不 是 充分 条 件 . 

(中 国 高 中 数学 联赛 ,1981 年 ) 

[ 解 ] 由 条 件 乙 显然 可 推出 条 件 甲 ,然而 由 条 件 甲 推 不 出 条 件 乙 . 

例如 入 ABC 和 和 ABC 中 , AB= ADBAC=AC AAA=120"， 
一 4 =60 ,这 符合 条 件 甲 ,然而 这 两 个 三 角形 不 全 等 . 

即 甲 是 乙 的 必要 条 件 . 

故 选 ( 虽 )、 

17*131 在 全 ABC 中 ,4B=12，A4AC=7，BC= 10. 若 边 AB, AC 
的 长 各 2 倍 , 而 BC 的 长 不 变 , 那 么 ,全 ABC 的 
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(A) 面 积 变 2 倍 . (B) 高 变 2 倍 . (C) 面 积 变 4 倍 ， 
(D) 中 线 不 变 . (EE) 面 积 变 为 0. 

(第 1 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1950 年 ) 
[ 解 ] 由 设 24B=24，24C=14, 且 BC= 10， 
故 2AB=2AC+ BC, 此 三 条 直线 不 再 能 构成 三 角形 而 共 线 , 故 


其 面积 为 0. 
故 选 (五 ). 
17.132 一 个 边 长 为 整数 , 周 长 为 8 的 三 角形 的 面积 是 
(A273. (B) 3. (C) 2 
(D) 4. (E) 4 v2. 


义 


这 时 不 满足 a + 5 这 c, 故 不 受 ; 


则 


(第 41 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1990 年 ) 
[ 解 1] 者 三 角形 三 边 分 别 为 a,5,c, 且 oo 委 5 委 c ,由 题 设 知 
at+pb+t+c=8, 
a,b,CcEN. 则 a 只 能 取 1 或 2. 
当 a=1 时 , 5+c=7, 则 65,c 只 能 是 3,4 或 2,5. 


cr 十 加 


角 
形 





当 c=2 时 ,5+c=6, 则 2,c 均 为 3. 
即 人 4BC 三 边 分 别 为 2,3,3， 


Saagc= 广 "2°2 V3=22. 





故 选 (4A). 
[ 解 2] 设 三 角形 三 边 长 分 别 为 zx,y,z, 依 题 意 有 
X+yt+z=8, 

jy 8 一 之 之 之 ， lp 
I 之 ， 

则 < 8 一 x>>x， 或 4y<4， 

?全 人， 8- y> [<4 3 3 
= y>y, z<4. 


因而 x,y,z 只 能 取 3 或 2 或 1. 但 x+y+z=8， 


故 (x,y,x) 只 能 是 (3,3,2) 的 某 个 排列 . 


则 Sa= 广 "2 VB -L205. 


故 选 (A). 
17"133” 合 ABC 的 周 长 是 24, M 是 AB 的 中 点 , MC = MA =5. 则 
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六 访 入 


全 ABC 的 面积 是 


(A)12. (B)16. (C)24. (D)30. 
z (中 国 初中 数学 联赛 ,1999 年 ) 
 [ 解 ] … MA= MB= MC=5, A 
机 /ACB=90°. 
已 知 周 长 是 24, 则 AC+ BC=14， AC?+ 4 
BC = 10°. 


B 
2AC: BC =(AC+ BBC) (AC + BC?) 
=14°—10*=4x24. 


SA ABC = 六 AC BC=24. 


改选 (C ). 

17'134 ”等 腰 公 ABC 中 一 上 腰 上 的 高 线 长 为 1. 这 个 高 与 底 边 夹 角 
为 4$ . 则 全 ABC 的 面积 是 

(A) 1. (B) 0.5. (C) 0.25. 

(D)Y3. (EE) 以 上 答案 都 不 对 . 

(中 国 北京 市 初中 数学 竞赛 ,1983 年 ) 

[ 解 ] 一 腰 上 的 高 BD 与 底 边 夹 角 DBC = 45', 故 底 角 C= 
43 . 则 人 ABC 为 等 腰 直 角 三 角形 (D 与 A 重合 ,如 图 ). 

故 AB=AC=1， 4(D) 


所 以 Saaec= 二 4AB.AC= 二 =0.5. 
故 选 (B). B c 


17*135 “等 腰 三 角形 底 边 上 的 高 是 8, 周 长 是 32, 则 三 角形 的 面 
积 是 
(A) 56. (B) 48. (C) 40. (D) 32. (E) 24. 
. (第 9 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1958 年 ) 


[ 解 ] 设 等 腰 三 角形 底 边 为 6, 则 腰 为 -> (32 -6). 由 勾 股 定理 


了 工 D 2_ {bY A 
得 p=12, S<= 方 :12.8=48， 
下 全 pb 


故 选 (B). 


[0 
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17.136 一 个 三 角形 的 一 边 是 2, 这 边 上 的 中 线 为 1, 另 两 边 之 和 
为 1+V3, 那 么 这 个 三 角形 的 面积 为 

(A) 1. (B) 二 3. (C3. (D) 不 能 确定 

(中 国 天 津 市 初中 数学 竞赛 ,1983 年 ) 

[ 解 ] 由 设 三 角形 一 边 长 为 2, 且 该 边 中 线 长 为 1, 则 知 该 二 角形 
为 直角 三 角形 , 且 和 斜 边 长 为 2. 

又 其 两 直角 边 和 为 1 + V3, 由 勾 股 定理 可 求 得 入、 
它们 的 长 分 别 为 1 和 V3. , 

则 S = 二 := 只 

或 由 其 两 边 和 为 1+Y3, 令 其 两 边 分 别 为 a,5， 


即 (a+B) =a2z+2a8+82=c2+4S、， 


则 Sa=1{(at6) -e127 


2 
故 选 (B). 
17.137 ”如 图 ,Sr=10, 又 4AD=2,BD=3, 绅 
SAABE 二 S 四 边 形 DBEF ; 则 SA^ABE 等 于 


(A)5. (B)6. (C)7. (D)8. F E 
(新 加 坡 数 学 奥林匹克 ,1988 年 ) 
[ 解 ] 连 DE, 如 图 显然 有 4 方 一 8 
SAABE 二 9A4E 二 SApDF， 
又 信 由 边 形 DBEF 二 SAPEF 十 SARPF， /A 
“Sape= Sapgr; 和 M AF// DE. MH 
BE : BC=BD: AB=3:5, CA ， 
有 Saape = 此 Se= 立 .10=6 
BC 5 
故 选 (B) 


注 ” 原 题 为 填空 题 ,这 里 改 为 选择 题 . 
17*138 ”九条 直线 平行 于 一 个 三 角形 的 底 边 ,分 其 他 各 边 成 为 10 
个 相等 的 线段 ,同时 将 面积 分 为 10 个 不 同 部 分 . 若 这 些 部 分 中 的 最 大 
面积 是 38 ,那么 原 三 角形 的 面积 是 
(A) 180.(B) 190. (C) 200.(D) 210.， (FE) 240. 
(第 22 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1971 年 ) 


世界 数学 奥林匹克 解 题 大 辞典 BA5 


角 
形 





cr 十 入 








[ 解 ] 用 5 和 上 六 分别 表示 底 和 高 的 长 度 , 因 为 


先 1 。 
和 38= 7 (b+0.96) 0.1h, 
题 1 四 
表 即 7°0.196h = 38, 
_ 1, 38 _ 
则 S<^= 方 阔 = 人 矿 19 200. 
故 选 CC ). 


17.139 在 和 ABC 和 和 人 DEF 中 ,AC,BC,DF 和 EF 的 长 都 相等 . 
AB 的 长 是 全 DEF 边 DE 上 高 的 2 倍 .下 列 说 法 : 
I .一 ACB 和 DEFE 必须 互 余 . 
王 . 必 ACB 和 DFE 必须 互补 . 
看 .全 ABC 的 面积 必须 和 公 DEF 的 面积 相等 . 
.全 ABC 的 面积 必须 与 人 DEF 面积 的 两 倍 相等 . 


正确 的 是 
(A) 仅 . (B) 仅 正 . (C) 仅 . 
(D) 仅 工 和 亚 . (E) 仅 下 和正， 


(第 27 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1976 年 ) 
[ 解 ] 设 CG 和 FE 分 别 是 4B 和 PDF 上 的 高 .因为 AG = DEF， 
月 AC=DF, 则 Rt 和 AAAGCSRtAFEHD. 


所 以 ”ACB+ LDFE=2/ACG+2/7DFH = 180°, 
因而 Sac =2SAac =2SaAprm = SApFF， 

故 选 (E). 

17"140” 底 为 (2 的 等 腰 三 角形 ,两 腰 上 的 中 线 相 交 成 直角 , 则 此 三 
角形 的 面积 为 

(A) 1.5. (B) 2. (C) 2.5. (D) 3.5. (E) 4. 

(第 10 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1959 年 ) 

[ 解 ] 由 设 BE、CF 系 等 腰 三 角形 两 腰 上 的 中 线 , 则 其 交点 G 为 

三 角形 重心 ,日 个 BGC 为 等 腰 三 角形 . 
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又 由 设 两 中 线 交 成 直角 , 则 人 入 BGC 为 等 腰 直 角 三 


角形 . 故 Sapoc= 方 ， 
XX Saagc = 二 3SABpcc( 注 意 到 G 为 重心 )， 


则 Sange=3 方 = 学 
故 选 (4). 
17*:141 在 C 为 直角 的 人 ABC 中 ,高 CH 和 中 线 
CM 三 等 分 该 直角 . 若 和 全 CHM 的 面积 是 &, 那 么 入 ABC 的 面积 是 
(A) 6k. {(B)4vy3k. (C)3Y3k. (D)3k. (E) 4k. 
(第 24 届 美 国 敲 中 数学 考试 ,1973 年 ) 





[ 解 ] 公 ABC, 人 AMC, 个 MBC 和 6 

全 HBC 都 有 同样 的 高 HC, 所 以 它们 的 面积 

与 它们 的 底 成 正比 例 . ， 
因为 AM = BM, 我 们 有 A MN HH 5 


SAAMC ~ SAMBC. 
类 位 地 Sawgc 二 Savyc + Sapgsc 二 上 + 上 =2k, 注 意 到 全 MHC 和 
个 HBC 是 全 等 的 30'-60" 直 角 三 角形 . 


SA ABC 一 SAAMc 十 SA MBC =2k+2k=4k. 


故 选 ( 上 ). 
17.142 ”如 图 ,已 知人 C = 90°,AD = DB,DEJ AB,AB =20 
及 AC=12, 则 四 边 形 ADEC 的 面积 为 C 
E 
(A) 75. (B) 58 . (C) 48. . 
(D) 37 广 ， (E) 其 他 . A 


(第 3 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1952 年 ) 
[ 解 ] 由 设 知人 BDEC? 人 A 人 BCA , 则 
SaBoe _ BD’ 
Sapca BC*’ 
其 中 BC = AB’— AC*=20° -12 = 106, 


又 BD=3AB=10, 得 
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Ean 


SABDE = (26 ) sa 一 (全 ) saae， 





2 
有 S 四 边 形 ADEC 一 SAABc 一 SABppE = 【1 (3) ] SAABC 
_13:3.AC:BC _13:3.12°:16_ ss 1 
82 2 82 2 2 
故 选 (B). 


17.143 在 全 ABC 中 ,E 是 BC 边 的 中 点 ,DD 在 AC 边 上 .者 AC 
的 长 是 1, BAC = 60', ABC = 100"， 
了 ACB=20", 了 DEC = 80°, 那 么 全 ABC 的 
面积 加 上 二 倍 的 全 CDE 的 面积 等 于 





(A) cos10". (B)B. 
x 1 AM? 1 .Si 了 
(C) cos40". (D) 二 cos50"， (E) 言 ， 


(第 30 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1979 年 ) 
[ 解 ] 设 下 是 过 B 的 AB 边 延 长 线 上 的 点 ,并 且 AF =11. 因 为 AF 
= AC 且 人 FAC=60", 公 ACF 是 等 边 三 角形 . 设 G 是 线段 BF 上 的 点 ， 
并 且 一 BCG = 20", 那 么 人 BCG ADCE, 有 自 BC = 2EC. 又 和信 FGC 饭 
人 ABC ， 
所 以 SAacr= SAaBc + SacE + Sag, 


3 一 QOSA4BC 十 4SAcpe 


因而 Sase +2Sacme— 

故 选 (B). 

17.144 已 知 AC 1 CE,D 为 CE 的 中 点 ,B 
为 AC 的 中 点 , 连 AD,EB, 若 AD 与 EB 交 于 F, 且 BC = CD = 15, 则 
全 DEF 的 面积 为 


(A) 50. (B) 50V2. (C0) 75. (D) 宁 V105， (E) 100. 


(第 16 届 美国 高 中 数学 考试 ,1965 年 ) 
[ 解 ] 作 FG LCE 于 G ,连结 AE. 由 题 设 则 下 为 人 ACE 的 重心 . 
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=75. 

故 选 (C). 

17:145 如 图 ,在 入 ABC 中 ， 已 知 BD: DC -3 1 
:2,AE:EC=3:4,M 是 AD 与 BE 的 交点 , 且 1 
入 4BC 的 面积 为 1 ,那么 ABMD 的 面积 是 下 

(D) 襄 (P)- 

(中 国 部 分 省 .市 初中 数学 通讯 赛 ,1985 年 ) 

[ 解 ] 如 图 , 作 EN/ AD 交 BC 于 N. 4 

AE_DN_3 BD_3 
因为 EC=NC= 了 ,及 pC = 六， /上 
则 NC:DN: BD=8:6:21. ] A\ 
4 4 2 - 
因为 SABEC ~ 7 OAABC 7 有 
27.4 





SABNE ~ 务 Saame= 35.7， 


又 因为 DM/AEN， 则 和 BDMcpA BNE. 
49 27.4 4 


所 以 Saov= (总) SABNE 7 B81 "35-7™ 15 
故 选 (DD). 
17.146 在 全 ABC 中 , 边 AB、AC 的 中 线 CE、BD 互相 科 直 ,又 
BD=8,CE = 12, 则 Saagc 等 于 
(A)24. (B)32. (C)48. (D)64. (E)96. 
(第 48 届 美国 高 中 数学 考试 ,1997 年 ) 


[ 解 ] 连接 FED, 由 设 BD | CE, 则 SmatacpE= 卫 


又 BD .CE 是 三 角形 中 线 则 SAADE = 让 SAagx， 从 而 今 四 边 撒 BCDE 二 


* BD' CE = 48, 
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3 
4 SAABC, 


故 Seaz=48.3 = 64. 





故 选 (DD). A 


注 BD=4,CE=6 时 间 题 为 中 国 初 中 数学 联 


赛 1998 年 试题 . 


17.147 ”如 图 ,全 ABC 的 面积 为 10. 义 D,E,F C 


分 别 是 AB,BC,AC 上 不 同 于 A,B,C 的 三 个 点 , 且 


相等 ,那么 它 的 面积 是 


AD 一 2, DB =3. 如果 全 ABE 和 四 边 形 DBEF 的 面积 a 
4 


(A) 4. (B) 5. ? 
(C) 6. (DD) VI. 
(E) 不 能 惟一 确定 . 

(第 34 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1983 年 ) 
[ 解 ] 连结 DE, 由 SAABE = SBEFD 


C 
SAaaApE = Sappe， 则 ED/ AC. A) 
勾 AD:DB=2:3, 人 
SAADE: SAFNB = 2:3. 2 
4 sp “3 8 


由 ED/AC， 有 
SarpB: SAapc =3°:(3+2)*=9:25, 
9 1 
SAFDB 35 AABC = 55 10= 全 ， 


2 2 18 12 
SAADE 3 OMEDB T3575 


因此 Saape = Sapns + SAApe = 二 + 尝 =6. 


故 选 (C). 
17.148 在 人 ABC 中 ,AM 和 CN 分 别 为 BC 和 AB 两 边 上 的 中 


线 , 且 相交 于 O 点 .PP 为 AC 的 中 点 ,有 日 MP 与 CN 相交 于 Q. 若 
全 OMQ 的 面积 为 n, 则 全 ABC 的 面积 为 


(A) l6n. (B) 18n. (C) 21n. (D) 24n. (E) 277 
(第 17 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1966 年 ) 
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[ 解 ] 由 设 O 为 重心 . 故 有 


再 设 为 人 OMQ 边 OQ 上 的 高 , 则 人 CNB 6 
边 CN 上 的 高 为 2h. 
1 


所 以 SAovo= 村 .OQA= 古 :CN 





则 Saagc =2SacB=2* 广 "CN:2h =2CN:h 
= 24n. 
故 选 ( 了 D). 
17:149 ”如 图 ,在 钝 角 三 角形 ABC 中 , AM = MB, MD | BC, EC 
J BC. 如果 公 ABC 的 面积 是 24, 那 么 全 BED 的 面积 是 


(A) 9. (B) 12. (C) 15. 1 

(D) 18. ”《E) 不 能 被 惟一 确定 . ,所 
(第 35 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1984 年 ) 

[ 解 ] 连 MC ,在 人 PDMC 和 信 DME 中 ,它们 8 pc 


有 公共 的 底 MD, 且 在 MD 上 的 高 相等 ,所 以 这 两 
个 三 角形 是 等 面积 的 . 


而 SApMc = SABMD + SApMc; 





SABED™ SABMD + SADME- 
所 以 SApMc = SABpED. 
下 面 有 两 种 方法 可 证 明 





SABMC = 2 SABAC. 
因此 Sapep = Sap = 方 SapAc =12. 
第 一 种 证 法 : 从 A 作 BC 边 上 的 高 , 交 BC 的 延长 线 于 下 ， 所 以 
MD/ AF. 


又 因为 M 是 BA 的 中 点 ,因此 MD= 方 AF. 


骨 者 入 BMC 和 公 BAC 有 公共 的 底 边 BC ,所 以 
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说 


] 
SABMC = 7 DABAC. 


第 二 种 证 法 : SApm = 地 BM- BCsinB = 让 | 二 BA * BCsinB | 


7 SABAC: 
故 选 (B). 
17.150 ”直角 三 角形 周 长 为 2+ vy6, 斜 边 上 的 中 线 为 1. 则 这 个 三 
角形 的 面积 是 
(A) 1. (B) 2. (C) 4. (D) 方 ， 
(中 国 吉 林 省 七 市 .地 初中 数学 竞赛 ,1987 年 ) 
[ 解 ] 由 题 设 知 其 斜 边 长 为 2. 如 图 可 有 


a+b+c=2+v6, OQ) 
a + b= co, (2) 
由 及 c=2 有 a+b=Y6， 则 4 
a“+p+2ap 三 6， ， 
有 ab=1. .. Sa= 方 6= 良 ， 。 
故 选 (DD). 1 


17*151 如 图 , 斜 边 为 AB 的 直角 三 角形 ABC ,其 。 人 6 
中 边 AC= 15. 斜 边 上 的 高 CH 分 AB 为 AH 和 HB, 其 中 
HB ==16. 三角 


形 ABC 的 面积 ce 
(A) 120. (B) 144. | ， 1 ” 
(C) 150. (D) 216. 
(E) 144 V5. 人 
(第 35 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1984 年 ) 
[ 解 ] 设 4 万 =x, 则 由 题 设 有 c 
225=z(zr+16)， js 、 
即 z2+16z 一 22S=0， 
或 (x+25)(7x -9)=0. 4 i 3 


得 二 9. (已 低 负 值 ) 
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这 样 AB=25, CH= V15~9=12. 

所 以 人 ABC 的 面积 是 。 方 25*12=150. 

故 选 (C). 

17-152 人 ABC 的 中 线 AD=1; AB+AC= 池 ,BC =2， 
则 全 ABC 的 面积 等 于 

(A) 训 (BY (C) 1. (D) 芯 . 


(中 国 部 分 省 .市 初中 数学 通讯 赛 ,1987 年 ) 
[ 解 ] 由 已 知 , 中 线 4AD =1 ,又 因为 BC=2, 则 BC=2AD. 
于 是 全 ABC 为 直角 三 角形 , 自 二 BAC=90”. 


由 题 设 及 勾 股 定理 可 得 
AB+AC= 子 ， 4 
人 NA 
所 以 4B,AC= 襄 . 8 一 一 一 一 一 < 
于 是 Saapc= 方 AB 4C= 臣 
故 选 (DD ). 


17.153 周 长 ( 以 cm 计 ) 与 面积 (以 cr 计 ) 在 数值 上 相等 的 不 全 
等 的 直角 三 角形 的 个 数 有 
(A) 没 有 . (B) 1. (C) 2. (D) 4. (EE) 无 数 个 . 
(第 34 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1983 年 ) 
[ 解 1j 设 a,65,c 分 别 是 一 个 直角 三 角形 的 两 条 直角 边 和 和 斜 边 的 
长 (以 cm 为 单位 ) ,那么 周 长 (cm) 与 面积 (co) 的 比 是 


2(at+b+e) 
ab : 


现 考虑 边 长 为 ka ,&6,kc 的 直角 三 角形 ,于 是 这 个 比 变 为 
2(kat+kbt+kc)_ 1 20+b+c) 六 


kakb k ap 
只 要 取 &= ~, 即 比值 为 1, 它们 就 相等 . 
这 就 说 明 : 直 角 三 角形 的 周 长 与 面积 的 比 可 根据 替换 与 原 直 角 三 
角形 相似 的 三 角形 而 任意 改变 ,并 且 其 中 总 有 一 个 , 它 的 周 长 ( 无 论 以 





广 
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什么 为 长 度 单位 ) 和 它 的 面积 (以 与 长 度 单位 相应 的 面积 单位 ) 在 数量 
上 是 相等 的 . 

因为 有 无 穷 多 个 不 相似 的 直角 三 角形 ,因此 也 就 有 无 穷 多 个 不 相 
似 的 直角 三 角形 ,使 得 它们 的 周 长 等 于 它们 的 面积 . 

故 选 ( 玉 ). 

[ 解 2] 设 a,b 是 直角 三 角形 的 两 条 直角 边 , 则 它 的 斜 边 长 为 

c= Valtb. 
此 直角 三 角形 的 周 长 与 面积 在 数量 上 相等 当 且 仅 当 


ab=atbt Va’+b’, 


这 是 一 个 含有 两 个 非 负 实 变量 的 方程 .一 般 地 ,这 种 方程 有 无 穷 多 
组 解 . 

故 选 (下 ). 

17*154 设 Pi,P;,P; 分别 是 以 Rt 全 ABC(C 为 直角 ) 的 边 AB， 
BC ,CA 为 边 的 正三 角形 . 则 Pi 的 ( ) 为 P;、P; 的 ( ) 之 和 . 

(A) 面 积 , 面 积 . (B) 周 长 , 周 长 . 

(C) 内 角 和 ,内 角 和 和 . (D) AB 边 上 的 高 , BC 与 CA 边 上 的 高 . 

(第 2 届 “ 五 羊 杯 ”初中 数学 竞赛 ,1990 年 ) 

[ 解 ] 由 勾 股 定理 及 题 设 知 

AB?= 4AC2 + BC?. 
V3 


Ea 


V3 





YY 2 — -2 
义 Sp FAP, Sp FBC’, 
S, = BAc?, 
则 Sp = Sp, + Sy,. 


故 选 (A). 
17"155 位 于 等 边 三 角形 ABC 内 的 点 PP 与 三 个 顶点 的 距离 为 
PA =6,，PB==8，PC = 10, 则 最 接近 这 个 全 ABC 面积 的 整数 是 
(A) 159. (B)131. (C)95. (D)79. (E) 50. 
(第 18 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1967 年 ) 


LA4=a,PB=p,PC=c, 又 过 忆 与 三 边 的 平行 线 被 已 截 得 的 三 段 长 分 
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别 是 xz, 则 以 ap,c 为 边 长 的 三 角形 HIG 内 一 点 Q 与 三 顶点 连 
线 夹 角 均 为 120°, 则 这 三 条 线段 长 分 别 为 u,v,%w. 





四 ， 
B pi Pn 他 


回 到 我 们 的 命 赴 ， 








SAapgc =2(SAT + SA 十 SA)+ SAD+ SAG + 四 


-2Sape + B+ tw?), 

在 全 QIH, 全 QIG, 合 QGH 中 由 余弦 定理 有 
u*+ w+ uv=8, 
u + tw + urw = 10°, 
v + w+ we = 6°, 

D+O@+@ 得 2 + vw tw) + uv t+ ww t+ w= 200. 

又 uv+ vwt+ wu 人 uw + w+w ，《 由 排序 不 等 式 ), 则 

2(u + vw + wu)R200R3( + vy + rw’), 





OOOO 


好 所 -二 Wu + w+ v100. 
又 2SA1 =0'8= 48, 
因此 48+ 3 ‘SSAA8+ 3 .100. 


即 76'9<.SAapgcS91.3. 
故 选 (DD). 
[ 解 2] 以 正和 ABC 顶点 C 为 原点 , AB 
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a 桨 和 区 并 


上 的 高 为 横 轴 建立 坐标 系 . 
若 设 正人 ABC 边 长 为 a, 则 A,B 点 的 坐标 分 别 为 


$4) (8 


2 2 2 
”又 由 题 设 可 有 方程 ， 
让 十 一 10 ， 
(de) , 
TT- 74 y 四 
Ne 
@D-@ 得 2ay=28 即 ay=14, 代 人 @ 和 利用 OD 得 
102 一 VY3ar+a*+14=64， 则 =- 


故 由 (ar)*+(ay)*=a*(x*+y) 得 

: (“#2 

V3 

即 41 一 200a? + 3088=0. 
解 得 ”a? 一 100+48 Y3( 舍 去 100 一 48 Y3, 因 a?>100). 


则 Sap = a25 3+36279. 


4 
故 选 (DD). 
[ 解 3] 以 PA 为 边 回 形 外 作 等 边 人 PAF , 连 BF. 
过 B 作 AP 延长 线 的 垂 线 , 垂 足 是 五 .于 是 
APAC=60°- APAB= 一 B4F. 
又 BA=CA, AP= AF， 
故 人 PACS 入 FAB. 
从 而 BF= CP= 10， 
则 ”全 BPF 为 直角 三 角形 . 
又 LABPE=180°-90°-60°=30’, 则 BE=4, EP=4x3. 


因此 AB = vBE*+FA*=vV4+(6+4V3) 
=2 V25+12V3， 





2 
) + 142= 102a?, 
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所 以 Saapc = AB:=Y3(25+12Y3)=36+25Y3 
>:79. 30. 
故 选 (DD). 
17.156 人 ABC 的 中 线 AD 和 CE 交 于 M,AE 的 中 点 为 N, 设 
全 MNE 的 面积 为 入 ABC 的 面积 的 & 倍 , 则 有 & 等 于 


1 ] 1 1 ~ 
(A)G (B) (C) 9 (D) 17: (下 ) 16: 

(第 12 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1961 年 ) 
[ 解 ] San = l 


js 

再 
490 RN 
二 SA 


127 
故 选 ( 口 ). 
17*157 .如 图 ,正信 ABC 面积 为 1.BP= 卫 和 
BC, AQ= BQ,PRJ AC 于 R. 则 全 PRQ 的 面积 
为 R 
(A) 蕊 . (B) 二 (C) 二 ， 
2 2 3 B Pp c 
3 2 
(D)3 3- (E)is: 


(中 国 北京 市 高 中 数学 竞赛 ,1984 年 ) 


[ 解 ] 容易 证 明 RC= 广 PC= 导 AC( 作 BD | AC 于 DD, 由 相似 


三 角形 性 质 可 得 ). 因 而 有 


故 选 ( 玉 ). 
17*158 等 边 三 角形 ABC 的 面积 为 36, 又 P,Q@,R 分 别 是 BC， 


AB,CA 上 的 点 , 且 BP= 全 BC， AQ= QB，PR 1AC, 则 入 PEOR 的 面 
积 等 于 
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(A) 10. (B) 12. (C) 14. (D) 15. 
(中 国 部 分 省 .市 初中 数学 通讯 赛 ,1988 年 ) 

[ 解 ] 设 等 边 人 ABC 的 边 长 为 6a， 

则 有 AQ= QB=3a, BP=2a, PC=4a, CR=2a, RA= 4a. 


机 Saagc = 地 (6a)?sin60"= 36， 六 

Pp 
... 方 azsin60" = 1]. < 
于 是 4 > 


SAPOR = SA 4BC ™ (SAaro+ SABoP + SAcpR) 


= 36 一 (> ‘4a*3asin60" + 六 “3a .2asin60 + 加 ‘4a'2asin60") 


-36-26. 荆 wzsin60"=36-26=10. 


2 
故 选 (A). 
17*159 如 图 ,把 和信 ABC 的 各 边 延长 a 
2 信 至 A',B',C', 则 全 A‘B'C’ 的 面积 是 
全 ABC 面积 的 x 
(A) 13 售 . ”(B) 4 倍 . A B 
(C) 19 售 . (D) 7 倍 . 


(第 S 届 “ 绍 云 标 "初中 数学 站 请 赛 ,1988 年 ) 

[ 解 ] 连 BC , 且 设 Saagpc = SS. 由 三 角形 面积 公式 及 题 设 有 

SABcor ~=2SAApc = 25. 0 
同 理 Sacpp=2SApcr =45S. 
则 Saccp =SAgc+Secsp=69S， A 
同 理 仿 上 方法 可 有 SAAATC = SABB'A' = 4 

65. 

则 SAABt=3:6S5+S=19S. 
故 选 (C). 
17*160 如 图 ,CD, AE 与 BF 为 各 边 长 的 人 


方 , 据 此 ,AN2: NzNi: NID=3:3:1. 仿 此 ,BE 与 。 < 
AR 
D 


CF 亦 然 , 则 三 角形 Nj NN; 的 面积 是 B 
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(A) 古 全 ABC (B) 二 


(D) 去 人 ABC. (E) 非 上 述 答案 . 
(第 3 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1952 年 ) 


A ABC. (C) 廊 人 ABC. 


[ 解 ] 由 设 CD= 广 BC， 则 SAAD= 3 Saage. 
又 ANy: NyNI:NID=3:3:1, 有 NI = 林 4D 


1 1 
则 SAcpv = 本 Seaam = 让 “3 SAABC = 31 DAABC: 


_ 1 
同 理 SAAEN, ™ OABFN, = 5 SAABC- 
故 95ANNN 二 9A4BC 一 [SAaacp + SAaapE + SaAcpr | + DACDN， 


+ SAAEYN, + SABFY, 


1 1 
= Saapc 3° 3 Saagc + 3°3] SAABc 


= 地 Saagc. 
故 选 (C). 
17.161 如 图 ,在 正和 人 ABC 的 边 BC, C4， A 
AB 上 分 别 有 内 分 点 了 ,下 ,下 ,将 过 分 成 2: (一 FL 
2)( 其 中 nn >>4), 线 段 4D，BE， i 所 成 的 WM 
全 PQR 的 面积 是 入 4BC 面积 的 地 : 则 = 的 值 是 /> E 
(A)5. (BB)6. (©O7. (DD)8. B Ce， 


(中 国 河北 省 初中 数学 竞赛 ,1995 年 ) 
[ 解 ] 如 题 图 , BD : DC=CE: EA=AF: FB=2:(n-2). 
注意 到 直线 BPE 分 别 交 人 ADC 的 边 或 其 延长 线 于 P,B,E, 由 梅 
涅 劳 斯 定理 有 
AP DB CE AP2 2 


PD BC EA PD n n-2 


因此 22-72) A = 
节 4 n(n—m2)+4: 


从 而 SA = n(n—2) n(n~—2) 


n(n 2) td 人 SABD™ n(n -2)+4 SSA 
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220x772) 


jn 2) 4 人 SAB 
一 了 
同 理 AR = SacAR= San 
_ 6( 一 2) 
内 而 SAapp + Sapco+ SAR= Tn 2)+4 -3) AAABC- 
6(n-2) _6 但 一 

由 已 知 n(n—-2)+4 7 了 7: 解 得 n=6. 

故 选 ( 召 ). 

17.162 公 ABC 和 公 A'B'C' 是 等 边 三 角形 , 且 对 应 边 平 行 ,两 
者 具有 共同 的 中 心 (如 图 ), BC 与 BC 之 图 的 距离 为 人 ABC 的 高 的 


上 , 则 入 ABC 与 AAABC 的 面积 之 比 为 


信访 个 


6， 
(A) 云 ， (BB) 坪 ， (C0) 地 
(DB (E)9 二 8 .3 





(第 39 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1988 年 ) 
[ 解 ] 设 生 ABC 和 和 ABC 的 高 分 别 为 h 和 
hh, 且 设 它们 的 中 心 为 0. 


# 1 # 1 
hl = 一 -= 
则 OF 村 和， OH= 3 h. 
又 HH= 友 hh， 则 OH = 二 有 h， 
1 1 





故 h':h =OH :OH= Th: sh=1:2. 

则 Sarape :SAapc=1 :2°=1:4. 

故 选 (C )， 

17.163 三 角形 三 边 长 分 别 是 2,3,4, 其 中 最 大 角 的 平分 线 分 原 

三 角形 成 两 个 小 三 角形 . 则 较 小 的 较 大 的 小 三 角形 面积 之 比 是 

(A) 4:9. (B) 2:3. (C) 1:3. (D) 1:2. 
(“江汉 杯 ” 初 中 数学 竞赛 ,1991 年 ) 

[ 解 ] 题 设 如 图 所 示 , 则 


SAAEC: SAAEB 


=( 广 "AC*AE'sinLEAC):( 廊 "AB:AEsn 人 EAB) 
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= AC: AB A 
故 选 ( 吾 ). ， 8 TE tC 
17.164 在 全 ABC 中 ,AC:AB=1:2. 了 人 A 的 


内 ,外 角 平 分 线 分 别 为 AE 和 AF, 则 面积 Sa ape: 4 
(A) 3:2:4. (B) 3:2:6. B 
(C) 3:1:4. (D) 2:1:4. 
《中 国 四 川 省 初中 数学 竞赛 ,1992 年 ) 
[ 解 】 由 设 AF 为 人 A 的 平分 线 ,日 AC: AB=1:2, 则 
CE: BE=1:2. 
同 理 FC: FB= 1:2. 


设 SAABC = S, 则 Saape = 所 5， SAABF = 25. 


Saapc: SaApE: SABr=S : 4S:2S=3:2:6. 
故 选 (B). 
17*:165 如 图 ,在 全 ABC 中 ,DEVABC, 且 Snr:SAemr=1:3. 则 
SAAapE : SapBc 等 于 

(A) 1:5. (B) 1:12. 4 
(C) 1:8. (D) 1:9. s/s 

(中 国 四 川 省 初中 数学 竞赛 ,1990 年 ) 
[ 解 ] 由 设 Saape :Sacpe =1:3， 则 





AE: EC=1:3. 
又 DEVBC， 则 人 ADEWAABC. 

故 SAapr:SAaAp=1:(1+3)2=1:16. 

则 Saape: Sapsc =1:(16-1-3)=1:12. 

故 选 (B). 


17.166 正人 DEF 内 接 于 正信 ABC (如 图 ), 又 DE | BC, 则 
SApDEF : SAagc 等 于 


(A) 广 (B) 闻 ， (CO 本. 
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(D) 亏 . (E) A 


(第 46 届 美国 高 中 数学 考试 ,1995 年 ) £ 
[ 解 】 显然 人 AFEQABDFACED, 有 下 
BD= EC. 
CD _ CD 1 I ” D " 
BP FC™ ‘BAC 7 知 CD= 了 本 
BC. 
_ _y3 DE _y3 
且 ED=v3 CD= 号 BC， 因而 = 六 


., Saper : Saapce = ED’ ; BC*=1:3. 

故 选 (C ). 

17.167 车 DD 是 全 ABC 边 BC 上 一 点 ,又 全 ABD 和 公 ACD 的 重 
心 分 别 是 玉 、. 玉 , 则 SAAEF . SAagc 等 于 


(A)4 :9. (B)1 : 3. (C)2:9. (D)1 :9. 
(中 国 四 川 省 初中 数学 尝 赛 ,1994 年 ) 

[ 解 ] 如 图 ,延长 AE, AF 分 别 交 BC 于 A 
M,N, 于 是 M,N 分 别 是 BD 和 DC 中 点 。 Sf 

由 三 角形 重心 性 质 知 : 

SA aAFF 。 SA = 2° ， 3=4 ， 9 ， 

多 SaAAMY : SAaABC=1 :2， BH Ny C 

从 而 OA AEF . OAapc=2 . 9. 

故 选 (C). 

17"168 , 设 M 为 全 ABC 中 AB 边 的 中 点 ,PP 在 AB 上 且 位 于 A， 


M 之 间 的 一 点 , 作 MD 平行 于 PC 并 与 BC 交 于 DD. 若 + 表示 和信 BPD 对 
入 ABC 的 面积 比 , 则 

(A) 直 <<1, 按 的 位 置 而 定 ， 

(8) r= 址 ,不 论 P 位 于 何 处 . 

(C) 六 所 r<1, 按 尸 的 位 置 而 定 ， 


(D) 读 <r< 壮 , 按 P 的 位 置 而 定 . 
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(E) -= 二 ,不 论 已 位 于 何 处 ， 
(第 17 届 美国 高 中 数学 考试 ,1966 年 ) 
[ 解 ] 连 CM,DP. 由 设 PC/ MD, 则 有 Sampc = SA Mpp- 


因而 SAppp= SABMD + SAMpPp = SABMD + SAMPC 


= SABMC = 方 Sea 


注意 到 CM 为 AB 上 的 中 线 即 可 . 6 
SABppp 1 2D 
故 -二 云 一 “二 五. 六 
SAARC 2 / 
直选 (BY LY ~ 


17.169 在 人 ABC 的 边 AB, BC, CA 上 分 别 
取 点 卫 , 下 , 节 , 使 得 4AD:DB=BE:CE=CF:EA=11 则 和 人 DEF 与 
全 ABC 的 面积 之 比 为 





2 一 7 十 1 1 27 
(A) (nt+1)2 (B)7 1 (Orr 1 
(D) (E)22 

(nt+1)3 ntl 


(第 18 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1967 年 ) 
[ 解 ] 设 入 4BC 三 边 分 别 为 a,5,c, 其 边 上 的 高 分 别 为 h ,有 h,， 








及 
又 令 S= Sa, 同时 令 人 ADF, 和 APBED， c 
ACEF 边 AD,BE,CF 上 的 高 分 别 为 上 ,7 ,已 .由 AS 
设 知 MS 
lh lb_ ln A 


故 SA EFD 一 SA ABC 加 SAADF SA BED SACEF 


-Si( 广 wet+ 方 b+ 二 ab) 
379 2 一 7 
(n+1) (n+1)? 





故 选 (A). 
17.170 ”如 图 ,在 全 4BC 中 ,PP 是 AC 上 一 点 , 取 BP 的 中 点 Q , 连 
结 CQ 并 延长 与 4B 交 于 DD. 则 全 ABP 的 面积 Sasapp 与 全 ACD 的 面积 
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SAacp 的 大 小 关系 是 





选 (A) SAABp < SAAcD: 
着 (B) SAABP = SAAD:. 
类 (C) Sanapp > SAAcD. 
(D) 不 能 确定 . 
(中 国 北京 市 初中 数学 竞赛 ,1990 年 ) 
[ 解 ] 过 PP 作 PE/ AB 交 DC 于 EE. 4 
… 人 BPC>ABP, 则 E 在 QC 上 . 
又 BQ=QP, 则 和 BDQQAPEQ. ,和 
。。 SABDQ = SAPEQ < SAPQC, 2 " 
则 SAABP < SAACD- 2 人 一 到 C 
故 选 (A). 
17.171 在 全 ABC 中 ,AB+ AC=10, 且 了 A= 30", 则 这 个 三 角形 
的 面积 
(A) 有 最 大 值 和 最 小 值 . (B) 有 最 小 值 ,没有 最 大 值 . 


(C) 有 最 大 值 , 没 有 最 小 值 . (D) 没 有 最 大 值 和 最 小 值 . 
(第 2 届 “ 希 望 杯 " 全 国 数 学 邀请 赛 ,1991 年 ) 
[ 解 ] 设 AB=x, 则 AC=10-z， 
1 


由 Sange= 方 (10- z)sin30'= -地 


__1, _\2,23 
因为 0<x<10, 且 5€ (0,10), 


则 Su = S1 -5= 合 . 

因而 Sangc 所 Snax= 令 ， 

又 x10 寺 ，SAapc 环 0， 则 S 不 存在 . 

故 选 CC). 

17.172 ”如 图 ,点 了 PP,Q,R 分 别 在 全 ABC 的 边 AB,BC,CA 上 ,是 
BP=PQR=QR=RC=1, 那 么 ,全 4BC 面积 的 最 大 
值 是 


(A)Y3.  (B)2. (C5. (D)3. 
(中 国 初中 数学 联赛 ,1990 年 ) ， 
[ 解 ] 首先 ,车 以 号 码 工 ,本 ,于 ,分 别 表示 “ 


”5 一 一 一 一 其 学 灿 林 下 克 角 是 大 帮 册 











人 APR, 人 BQP, 人 CRQ, 人 PQR, 则 Si, Sg, SK 均 不 大 于 方 "1*1- 


广 . 
又 因为 了 PQR=180'-(B+C)= 一 A， 
所 以 易 证 : hy 达 h 有 (hi, hh 分 别 为 全 QRP， 
全 APR 公共 边 PR 上 的 高 . 因 夺 作出 公 PQR 关于 
PR 的 对 称 图 形 人 PQ R, A 都 在 以 PR 为 纺 的 含 
4 的 弓形 弧 上 ,是 因 PQ 一 QR, 所 以 Q' 为 这 弧 
中 点 , 故 可 得 出 h; 亿 有 1). 





从 而 SIT<Sr<s 了 > ， ， 
这 样 Sax=SI+SI + SH + SNS4: 方 =2. : 
最 后 , 当 AB= AC=2， 人 A=90" 时 ，Saagc=2 即 可 以 达到 最 | 放生 

大 值 . 形 
故 选 (B). 





17*173 ”如 果 一 个 三 角形 的 面积 和 周 长 都 被 一 直线 所 平分 ,那么 
该 直线 必 通 过 这 个 三 角形 的 
(A) 内 心 . (B) 外 心 . (CO) 重心 . (D) 垂 心 . 
(中 国 初 中 数学 联赛 ,1996 年 ) 
[ 解 】 如 图 , 设 平分 人 ABC 的 面积 和 周 长 的 直线 分 别 交 AB 和 AC 
于 D,E, 且 了 为 人 ABC 之 内 心 ,r 为 其 内 切 圆 半径 . 则 有 


Sip= 方 r(AE+ AD), 


Sazp= $7(BD+ BC+ CE ). 


因 言 线 ED 平分 三 角形 周 长 , 故 有 
AE+ AD= BD+ BC+ CE, 





于 是 有 SIEAD = BCEID: 

由 已 知 SAADE = 9BCED， 
故 ”SAE 二 0， 即 直 线 DE 过 工 
故 选 (4). 


17.174 在 人 ABC 的 AB 边 上 取 点 也 ,下 ,在 CA 边 上 取 点 下, G， 
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入 个 


连接 BF, FE ,EG ,GD. 将 全 ABC 分 割 成 五 个 面积 相等 的 小 三 角形 ,有 即 


SACBF = SAFBE = SAEFG = SAGED = SapGA- 


则 比值 志 等 于 。 C 
4 G 

Ai (B)Ts. 

2 7 
《C) (D)3a6: 4 D E B 

(中 国 江西 省 南昌 市 初中 数学 竞赛 ,1990 年 ) 

[ 解 】 依 题 意 有 Sacrs= 志 Sacws，-， CF= 专 CA. 
X SAACE =2SA0FF, :» AG=2GF. 


CA= AG+GF+FC=2GF+ GF+ 志 CA. 


SC4=3GF， 因 而 总 = 襄 . 
故 选 (B). 

17.175 ”如 图 ,将 全 ABC 的 边 AB 进 

行 n 等 分 (nn > 1990 ),， 过 这 

nn 一 1 个 分 点 分 别 作 BiC; /BC (i=1, a/ 

2,3,…,7 一 1), 那 么 





SAAB, 0 : 四边形 B1o89B Bioo0t 1990C 1989 
的 比值 是 
(A) 1:1989. (B) 1:1990. (C) 1:3979. (D) 1:3977. 
(第 6 届 “ 结 云 杆 "初中 数学 洲 请 赛 ,1989 年 ) 
[ 解 ] 由 题 设 及 相似 形 性 质 有 


SDAABIC, 1 
X DBio8g Blog0 Cigo0 Clo89 二 Saw 
则 Dib og0 Bioo0 C1o0 198 _ 19907 ~ 1989? 
DAABoo0 Cio 19907 
Saap.c, 


1 
SWB 000 Bioop Cioo0 Ciogg 1990? — 1989? 
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加 1 1 
~ (1990 + 1989)(1990 ~ 1989) 3979° 
故 选 (C). 


第 4 节 三 角形 的 形状 与 计数 


17*176 某 三 角形 三 边 的 比 为 6:8:9, 则 
(A) 此 三 角形 是 钝 角 三 角形 . 

(B) 三 个 角度 量 成 6:8:9. 

(C) 此 三 角形 为 锐角 三 角形 ， 

(D) 对 最 大 边 的 角 为 对 最 大 边 的 角 的 两 倍 . 
(下 ) 非 上 述 答案 . 





cr 十 小 


(第 2 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1951 年 ) 
[ 解 ] 由 设 注意 到 (61)*+ (81)*= (10:)*>(91:)*, 知 三 角形 最 大 
边 所 对 角 为 锐角 . 
故 选 (C). 
17*177 设 一 个 直角 三 角形 的 两 条 直角 边 为 a,5, 斜 边 为 c, 斜 边 
上 的 高 为 h, 那 么 ,以 c+ 及 ,a +5,h 为 边 构 成 的 三 角形 的 形状 是 
(A) 直 角 三 角形 . (B) 锐 角 三 角形 . (C) 钝 角 三 角形 . 
(D) 不 能 确定 ,形状 与 a,5,c 大 小 有 关 . 
(中 国 “ 祖 冲 之 杯 " 初 中 数学 邀请 赛 ,1989 年 ) 
[ 解 ] 根据 色 股 定理 ,有 ez + 刀 = cc ,又 三 角形 面积 
S= 方 ab= 方 
则 (c+h) :=e +2ch+h’. 
~ (at+6b) =ar*+2ab + b=a+2ch+ce ~ a =c +2ch. 
(ct+h)*=(at+6) +h’. 
则 新 构成 的 为 直角 三 角形 . 
故 选 (A). % 
17.178 在 等 腰 直 角 三 角形 ABC 的 斜 
边 AB 上 取 两 点 M,N, 使 MCN =45°, 记 
AM=m, MN=zx,BN=7n. 则 以 x .mn 
为 边 长 的 三 角形 的 形状 是 AmM zs N 7 3 


角 
形 





ch. 
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入 讲 


(A) 锐 角 三 角形 . (B) 直 角 三 角形 . 

(C) 钝 角 三 角形 . (DD) 随 x、m 7 的 变化 而 变化 的 . 
(中 国安 徽 省 初中 数学 竞赛 ,1997 年 ) 

[ 解 ] … 了 MCN= 4=B=4S"， 


人 CMNOAAACNODA BMC. 
BC _mt+2x 
Xn AC 
BC= AC. “. BC’=(zr+n)(rtm). 
又 2BC*= AB’:, .. 2(r+tm)(rt+n)= (m+zr+n)’, 
化 简 得 Xx = m+ ns. 


故 选 (B). 

17*"179 公 ABC 的 三 条 外 角 平 分 线 相交 成 一 个 全 LMN, 则 
人 LMN 

(A) 一 定 是 直角 三 角形 . (B) 一 定 是 钝 角 三 角形 . 

(C) 一 定 是 锐角 三 角形 . (D) 不 一 定 是 锐角 三 角形 . 

(E) 一 定 不 是 锐角 三 角形 . 

(中 国 天 津 市 初中 数学 竞赛 ;中 国 初中 数学 联赛 ,1984 年 ) 
[ 解 ] 如 图 ,lL 是 人 ABC 的 外 角 平 分 线 的 一 个 交点 , 则 


LL1AB=3(LB+ AC), 

ALBA= 方 (LA+LC)， 
故 LAB+/LBA 

=3(LA+LB+2LC) 





=90°+ 广 人 C>90' 

则 入 L 达 90°, 即 为 锐角 . 同 理 人 M,N 也 是 锐角 . 

故 选 (C). 

17*180 全 4BC 中 有 一 边 是 另 一 边 的 2 倍 ,又 有 一 个 内 角 等 于 
30", 则 正确 的 结论 是 

(A) 和 ABC 不 是 直角 三 角形 . (B) 全 ABC 不 是 锐角 三 角形 . 

(C) 和 ABC 不 是 钝 角 三 角形 . (DD) 这 样 的 全 ABC 不 存在 . 
《中国 山东 省 初中 数学 竞赛 ;中 国 北 京 市 初中 数学 竞赛 ,1993 年 ) 
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[ 解 】 如 下 图 所 示 知 (A),(C) 不 真 ,进而 可 人 否 (D). 


\ 
| 2 
\ ? 
故 选 (B). 
17.181 对 于 全 体 边 长 为 整数 , 周 长 为 12 的 三 角形 ,以 下 结论 不 
正确 的 是 
(A) 其 中 必 有 一 个 等 边 三 角形 . 
(B) 其 中 必 有 一 个 直角 三 角形 . 
(C) 其 中 必 有 一 个 等 腰 直 角 三 角形 . 
(D) 其 中 每 一 个 都 是 等 腰 三 角形 或 直角 三 角形 . 
(第 3 届 “ 五 羊 标 " 初 中 数学 竞赛 ,1991 年 ) 
[ 解 】 设 三 角形 三 边 长 为 ae,b,c, 且 a 所 pc. 
由 a+5+c 夺 3c， 即 12 科 3c<， 知 “ 王 4. 
又 a+pbo+c=(a+p)+c>2c， 即 12>2c， 知 c<6. 
故 c=4 或 5. 
这 样 符合 题 设 的 三 角形 边 长 仅 三 种 
(4, 4, 4)， (3, 4, 5), (2, 5, 5). 
它们 中 无 等 腰 直 角 三 角形 . 
故 选 (C). 
17.182 车 方程 +*+2ar + 6*=0 与 x*+2cr 一 56*=0 有 一 个 相 
同 的 根 , 且 a ,5,c 为 一 个 三 角形 的 三 条 边 , 则 此 三 角形 是 
(A) 锐 角 三 角形 . (B) 钝 角 三 角形 . 
(C) 以 ce 为 斜 边 的 直角 三 角形 .(D) 以 a 为 斜 边 的 直角 三 角形 . 
(第 3 届 “ 结 云 杆 "初中 数学 邀请 赛 ,1986 年 ) 
[ 解 】 设 ac 为 两 方程 相同 的 根 , 由 题 设 有 
a* +2ag +b =a +2ca— bb?, 
印 b*= (ca)a. 
又 由 设 知 2 天 0， 故 c 一 a 关 0. 
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cr 十 入 





a 


则 a=- 如 -， 代 入 方程 有 
p4 2ab” 
(ca ca 
日 p+c-a:=0 或 a*=4b*+c*. 
故 选 (DD). 
17.183 若 和 4BC 的 三 边 长 为 a ,b,c 且 同 时 满足 


=b4+c4— pb?e’, b4— ct+at— a’?c’. 








+ b=0, 


则 全 ABC 是 
(A) 不 等 边 三 角形 . (B) 等 边 三 角形 . (C) 直 角 三 角形 . 
(D) 钝 角 三 角形 . (下 ) 等 腰 直 角 三 角形 . 
(中 国 部 分 省 市 初中 数学 通讯 赛 ,1985 年 ) 
[ 解 ] 由 题 设 我 们 有 





a4~ 6b4=c4- pb2e2, OD 
bm a4= ct— a?c’, © 
于 是 2c4= (a? + 6 )e?, 
则 a + b’=2c°. 3 
把 史 式 代入 名 ,名 可 得 
a + c=26°, b*+ c=2a’, 
于 是 a= 5 二 c. 即 全 ABC 为 等 边 三 角形 . 
故 选 (B). 
17*184 ”三 角形 三 边 之 长 a ,b,c ,满足 关系 式 
1 1.1 1 
a 5b C a-b+ec 
的 三 角形 一 定 是 
(A) 等 边 三 角形 . (B) 以 a 为 底 边 的 等 腰 三 角形 . 


(C) 以 c 为 底 边 的 等 腰 三 角形 . (D) 不 等 腰 的 三 角形 . 
(E) 以 上 结论 都 不 对 . 

(中 国 北 京 市 初中 数学 竞赛 ,1982 年 ) 
[ 解 ] 由 设 有 从 ~ 和 + 他 = 一 一， 即 


abc a—bte 
(a—~b+t+e)(be—actab)= abc, 
则 (a— bbe— actab)t+ bc ~ ac’+ abc= abc, 
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或 (a- bbc-actab)- cla-6b)=0. 
即 (a-b)(bc—-actab—ce)=0. 
尔 即 (a~-b)(6-c)(at+c)=0. 
由 设 知 e+c 天 0， 则 a~5=0 或 5 一 c=0， 所 以 





a 二 5 或 b=c. 
即 三 角形 为 等 腰 三 角形 . 
故 选 ( 玉 ). 
17.185 ” 边 长 为 a,5,c 的 三 角形 满足 : 
1 1 1 1 
ap rc atb-—ec’ 
则 此 三 角形 是 
(A) 等 边 三 角形 . (B) 等 腰 三 角形 . 
(C) 不 等 边 三 角形 . (D) 直 角 三 角形 . 
(第 1 届 “ 五 羊 杯 "初中 数学 竞赛 ,1989 年 ) 
[ 解 ] 由 二 + 





两 边 同 乘 abc (a + b 一 c) 移 项 化 简 后 有 
(b—c)(a*+ab—-cat+bc)=0. 

故 65~c=0 或 a*+ab-cat+bc=0. 

下 证 a*+ ab 一 ca+bc=0 不 可 能 . 

在 a=5， 则 a +ab— catbcA0; 

_a’+t+ab 








车 a 了 关 56， 则 一 >0， 故 a>56. 

又 a+b>c， 则 a+6b>e stab 

故 有 7 或 a— b>a, 
这 也 是 不 可 能 的 . 

因而 bp-c=0 或 8=c. 

故 选 (B). 

MP PN 

17.186 PP 为 已 知 线段 MN 上 一 点 ,有 PN = MN- 以 长 1 MPL,， 

INP1*, | MN1? 的 线段 为 边 , 则 


(A) 能 作成 锐角 三 角形 . (B) 能 作成 直角 三 角形 


世界 数学 奥林匹克 解 题 大 辞典 571 





(C) 能 作成 钝 角 三 角形 . (D) 不 能 作成 三 角形 . 











先 (中 国 辽 宁 省 沈阳 市 “育才 杯 ” 初 中 数学 竞赛 ,1988 年 ) 
枯 [ 解 ] 设 MN=a, PN=x, 则 MP=a 一 x. 代 入 等 式 
和 MP _PN 
关 PN 二 MN， 
得 二 = 过， 即 x*+ar~a =0. 

区 ut 

解 得 IPNI= x ta, IMP|=a- zx-3a. 

则 |PN|?2=3 0, [MP|j2= 歼 六 


IMPI?*+ |PN|*— |IMN|: 
= 13a 


= (4—2Vy5)a?<0, 
IMPI?*+|PNI?<|IMNI?. 
则 以 | MP12， | PN1*, | MN1? 线 段 为 边 作 不 成 三 角形 . 
故 选 (DD). 

17*187 已 知人 ABC 由 给 定 的 边 a( 其 对 角 为 A), 角 BB 以 及 过 CC 
的 高 h. 所 构成 , N 为 由 此 确定 的 不 重合 的 三 角形 的 数目 , 则 N 等 于 
(A) 1. (B)2. (C) 0. (D) 无 限 ， (E) 0 或 无 限 . 

(第 18 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1967 年 ) 
{ 解 ] 如 图 , 设 BC=4a4, 香 过 8B 引 直 线 / 使 其 4s! 
与 BC 夹 角 为 作 B. AR 
(1) 若 C 到 1 距离 为 凡 , 则 顶点 A 可 位 于 1 上 \ 
任何 点 ( 除 B 点 外 ), 即 有 无 穷 多 解 ; " ” « 
(2) 若 C 到 1 的 距离 不 等 于 h., 则 问题 无 c 
解 . 5 
综 上 , 故 选 (EE). 
17'188 如 图 ,在 Rt 个 ABC 中 人 C4 一 
=90" ,CD 是 斜 边 4AB 上 的 高 ,在 BC 和 CA 
土 分 别 取 玉 和 下 ,使 人 FED 和 和 4BC 相似 .这 样 的 AFED 个 数 为 
(A) 1. (B) 2. (C) 3. (DD) 多 于 3. 
(中 国 江苏 省 初中 数学 竞赛 ,1991 年 ) 
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[ 解 ] 显然 ,只 要 人 EDF=90, 由 FF,D,E,C 四 点 共 圆 可 证 


A EFD= /BCD. 
而 由 CD14LAB， 知 了 BCD= CAB， 这样 就 有 
Rt 人 FDEIRtIA ACB. 
则 使 与 全 ABC 相似 的 全 FED 有 无 穷 多 个 . 
故 选 (万 ). 
17.189 ”如 图 所 示 , 锐 角 人 ABC 的 三 边 各 不 相等 ,三 条 高 AD， 
BE,CF 交 于 昌 点 . 则 图 中 形状 不 同 ( 互 不 相似 ) 的 4 
三 角形 共有 p 
(A) 6 种 . (B) 7 种 . \ 
(C) 9 种 . (D) 10 种 . B 。 


D 


(中 国 部 分 省 .市 初中 数学 通讯 赛 ,1990 年 ) 
[ 解 1] 图 中 共有 大 小 三 角形 16 个 ,它们 是 和 ABC , 全 AFH,， 
人 FHB,ASBHD,AHDC,ACEH, 
人 AEH, 人 人 ABE, 人 人 ACF, 人 人 BEC, 信 BFC, 人 人 ABD, 
人 ADC, 人 人 AHB, 人 A 人 AHC,ABHC. 
其 中 有 9 对 相似 三 角形 ,它们 是 
人 BHD,A 人 BCE; 人 AAHE,A 人 ACD; 人 人 BHF,A 人 BAE:; 
人 人 AFH,ACDH; AFHB,AEHC; 人 AHE,ABHD; 
人 ABE,AACF; ABEC,AADC; ABFC,A BDA. 
故 图 中 形状 不 同 的 三 角形 共 7 种. 
故 选 (B). 
[ 解 2] 图 中 互 不 相似 的 三 角形 有 三 类 : 
(1) 人 ABC:; 
(2)A AHF, ABHD,A 人 CHE; 
(3) 人 AHB, 人 人 BHC,A 人 CHA. 
总 计 七 种 . 
故 选 (B). 
17*190 ”四 条 线段 的 长 分 别 为 1,9,x,5( 其 中 x 为 正 实数 ) ,用 它 
们 拼 成 两 个 相似 的 直角 三 角形 , 且 AB 与 CD 是 其 中 的 两 条 线段 (如 
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该 往 


图 ). 则 x 可 取 值 的 个 数 为 z B 

(A)1 个 .(B)3 个 .(C)6 个 .(D)9 个 . 
(中 国 河北 省 初中 数学 竞赛 ,1995 年 ) 

[ 解 ] 显然 , AB 是 最 长 的 ,长 度 为 9“ C 
或 4 

若 AB=x,CD=9, 则 x= V117=3 v13; 

车 AB=x,CD=5, 则 x= V125=5Y5; 

若 AB=zx,CD-=1, 则 x= V197; 

若 AB=9,CD=x, 则 x= V45=3Y5; 

若 AB=9,CD=5, 则 z= v8L-25--1=2 v14-1; 

车 AB=9,CD=1, 则 x= V81-1~-5=4Y5-5. 

故 选 (C). 

17*191 在 全 ABC 中 ,有 一 内 角 为 36" ,过 顶点 A 的 直线 AD 把 这 
个 三 角形 分 成 两 个 等 腰 三 角形 . 则 满足 上 述 条 件 的 不 同形 状 的 (相似 的 
认为 是 同一 形状 ) 公 ABC 的 个 数 是 

(A) 2. (B) 3. (C) 4. (D) 5. 

(中 国 广州 .武汉 、 福 州 等 五 市 初中 数学 联赛 ,1991 年 ) 
[ 解 ] 只 须 注意 到 下 面 五 种 情形 ; 


信人 A 


中 © 
A A 
,A 1 一 
© 
它们 均 为 符合 题 意 的 全 ABC. 
故 选 (D). 
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17.192 ”如 图 ,EF, 下 分 别 是 全 ABC 的 边 1 
AB,AC 的 中 点 , 则 图 中 面积 相等 的 三 角形 共有 

(A) 10 对 . (B) 9 对. 

(C) 8 对 . (D) 6 对 . 

(中 国 四 川 省 初中 数学 竞赛 ,1988 年 ) 

[ 解 ] 图 中 面积 相等 的 三 角形 有 : 

人 ABF, 人 人 CBF.; 人 ACE, 人 人 CBE; 人 人 BEF, 人 CEF; 

人 EBC, 人 FBC; 人 EOB, 人 A 人 FOC; 人 ABF, 人 ACE; 

人 AFE, ABFE; 人 AFF,ACEF:; 和 人 ACE ,和 人 BCF; 

人 ABF, 个 BCE. 

共 10 对 . 

故 选 (A). 

17.193 在 人 ABC 中 (如 图 ) 一 ABC = 
60" ,一 ACB=43 ,又 AD,CF 都 为 三 角形 边 上 
的 高 ,它们 交 于 也 ,而 ABC 的 平分 线 BE 分 别 
交 AD,CF 于 Q,S. 则 图 中 等 腰 三 角形 个 数 为 

(A)2. (B)3. (C)4. (D)5. 

(中 国安 徽 省 初中 数学 竞赛 ,1994 年 ) 

[ 解 ] 易 知 全 QAB, 公 SBC, 公 BAE, 公 PQS 和 公 DAC 都 是 等 腰 

三 角形 , 共 5 个 . 
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故 选 (也 ) p 
17.194 ”如 图 ,EE 是 凸 四 边 形 ABCD 对 4 

角 线 的 交点 ,下 在 BC 边 上 ,AB/ CD/ EF,， 

和 BCF 面积 为 S. 则 图 中 面积 为 S 的 三 角形 B 六 C 

个 数 为 
(A)1. (B) 2. (C) 3. (D) 4. 


(第 3 届 “ 五 羊 标 ” 初 中 数学 竞赛 ,1991 年 ) 
[ 解 ] 由 三 角形 面积 公式 及 题 设 有 
SAAFC ~ SABCE = SO. 
同 理 Saprp=S. 
又 SAaapc 一 Saapp， 则 SAape 一 S. 
这 样 ,图 中 有 4 个 三 角形 面积 为 S. 
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a 


邦 选 (DD). 
17:195 ”在 平行 四 边 形 ABCD 中 ,P 为 BC 的 A 


Ea 
中 点 ,过 PP 作 BD 的 平行 线 交 CD 于 QQ@, 连 PA， 
PD, QA, QB, 则 图 中 与 人 ABP 面积 相等 的 三 角 « 
Bs 


形 , 除 全 ABP 外 还 有 Pp C 
(A)3 个 . (B)4 个 . (C)5 个 . (了 D)6 个 . 


(中 国 初中 数学 联赛 ,1985 年 ) 
[ 解 】 由 题 设 条 件 ,Q 是 CD 的 中 点 ,这 样 图 中 与 人 ABP 面积 相 
等 的 三 角形 有 两 类 : 
(1) 与 全 ABP 等 底 等 高 的 三 角形 有 两 个 :人 BPD, 人 PCD， 
(2) 一 边 为 BP 边 的 二 倍 , 而 高 为 BP 上 的 高 之 半 的 三 角形 有 三 
个 :全 BCQ, 人 ADQ, 人 QDB. 
故 选 (C). 
17*196 已 知 五 条 线段 的 长 分 别 是 3,5,7,9,11. 若 每 次 以 其 中 三 
条 线段 为 边 组 成 三 角形 , 则 最 多 可 构成 互 不 全 等 的 三 角形 
(A) 10 个 . (B) 7 个 . (C) 3 个 . (D) 2 个 . 
(中 国 广州 武汉、 福州 等 五 市 初中 数学 联赛 ,1992 年 ) 
[ 解 ] 由 三 角形 三 边 长 性 质 知 这 些 线段 中 可 构成 三 角形 三 边 的 组 有 
3,5,7; 3,7,9; 3,9,1]; 5$,7,9; 
5,7, 11; 5,9, 11; 7,9,11. 


故 选 (B). 
17*197 ”以 1995 的 质 因 数 为 边 长 的 三 角形 共有 
(A)4 个 . (B)7 个 . (C)13 个 . (D)60 个. 


(中 国 河北 省 初中 数学 竞赛 ,1995 年 ) 
[ 解 ] 1995=3x5x7x19, 可 组 成 的 三 角形 有 : 
等 边 三 角形 : (3,3,3),， (5,5,5)，(7,7,7)，(19,19,19); 
等 腰 三 角形 : (3,3,5),， (S$,5,3),(5,5,7)，(7,7,3)，(7,7,5)， 
(19,19,3), (19,19,5), (19,19,7); 
不 等 边 三 角形 : (3,5,7). 
综 上 ”共有 13 个 . 
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故 选 (C ). 
17*198 三 角形 的 三 边 长 分 别 为 11,15 各 (kE 2Z'), 使 得 三 角 
形 为 钝 角 三 角形 的 & 值 个 数 为 
(A)5. (B)7. (C)12. (D)13. (E)14. 
(第 46 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1995 年 ) 
[ 解 ] 首先 由 三 角形 一 边 小 于 其 他 两 边 和 、 大 于 其 他 两 边 差 知 
4<k<26. 
又 三 角形 为 钝 角 三 角形 则 有 
11+1S 一 上 <0 或 112+42-152<0 或 19+&42 一 112<0. 
解 得 《 委 10 或 & 宇 19. 
综 上 ,满足 题目 要 求 的 & 值 有 
5,6,7,8,9,10 和 19,20,21,22,23,24,25 共 13 个 . 
故 选 (DD). 
17*199 平面 上 给 定 四 点 ,其 中 无 三 点 共 线 者 .它们 可 组 成 四 个 三 
角形 .其 中 锐角 三 角形 最 多 有 


cr 十 和 溃 


色 
形 





(A) 4 个 . (B) 3 个 . (C) 2 个 . (D) 1 个 . 
(中 国 江 苏 省 苏州 市 初中 数学 竞赛 ,1987 年 ) 
[ 解 ] 者 其 中 一 点 在 其 余 三 点 连 线 组 成 的 三 角形 内 ,如 图 名 可 知 ， 


四 点 组 成 的 四 个 三 角形 至 少 有 一 个 不 是 锐角 三 角形 . 


用 


B [到 
图 @ 图 @ 

铬 四 点 恰好 为 一 晤 四 边 形 四 个 顶点 如 图 名 , 则 该 四 边 形 至 少 有 一 
个 内 角 不 是 锐角 (否则 其 四 个 内 角 和 将 小 于 360") , 则 其 四 点 组 成 的 四 
个 三 角形 至 少 有 一 个 不 是 锐角 三 角形 . 

换言之 ,四 点 组 成 的 三 角形 中 最 多 有 3 个 锐角 三 角形 . 

故 选 (B). 

17'200 设 S 是 相交 成 120" 角 的 两 条 射线 上 的 点 组 成 的 集合 , P 
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给 澳 蒂 岂 


是 角 平 分 线 上 且 在 角 内 的 一 个 定点 ,考虑 一 切 不 同 的 等 
边 全 PQR ,其 中 Q 和 R 是 S 中 的 点 .( 点 Q 和 R 可 以 在 
同一 条 射线 上 ;另外 ,本 题 中 约定 :“ 交 换 Q 和 R 的 名 称 
并 不 产生 一 个 不 同 的 三 角形 ” ) 这 样 的 三 角形 

(A) 恰 有 2 个 . ” (B) 怡 有 3 个 (CC) 恰 有 7 个 . 

(D) 恰 有 15 个 ，(E) 多 于 15 个 . 

(第 44 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1993 年 ) 

[ 解 1] 如 图 , 记 O 为 120" 角 的 顶点 ,A,B,C 是 S 上 的 三 点 , 且 
满足 APO = 60", 因 此 全 APO 是 等 边 三 角形 . 

点 B 是 AO 上 的 任 一 点 ,点 C 在 另 一 条 边 上 ， 





且 有 4B = OC. 
因为 PA= PO, AB= OC,. B 
LPAB=60°= /POC., 0 P 
所 以 人 PABQAPOC. 
因此 LAPB= OPC， “ 
则 AAPO= /BPC. 


又 因为 BP= CP, 人 BPC=60 "， 所 以 全 BPC 也 是 等 边 三 角形 . 

因为 B 是 AO 上 任 一 点 ,这 表明 有 无 穷 多 个 等 边 三 角形 满足 条 
件 . 

故 选 (五 ). 

[ 解 2] 以 OP 为 弦 作 任意 圆 交 角 的 两 边 于 R,Q 点 . 则 入 PQR 
为 正三 角形 . 


a 
注意 到 ”PRQ= /POQ=60°, /PQR = | 
QAroa-o Zrar= fy, 


LPOR=60° 即 可 . Ny 
则 这 样 的 三 角形 可 作 无 穷 多 个 . \ 


故 选 (E). 
17.201 平面 上 5 个 点 ,其 中 无 三 点 共 线 者 . 则 以 它们 为 顶点 所 组 
成 的 钝 角 三 角形 最 少 个 数 是 
(A) 4 个 . (B) 3 个 . (C) 2 个 . (D) 1 个 . 
(中 国安 徽 省 合肥 市 初中 数学 竞赛 ,1986 年 ) 
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[ 解 ] 若 该 $ 点 不 构成 凸 五 边 形 的 顶点 , 则 其 所 组 成 的 钝 角 三 角 
形 多 于 2 个 (注意 无 三 点 共 线 者 ). 

若 该 5 点 恰 为 一 凸 五 边 形 的 顶点 , 因 凸 五 边 形 的 钝 角 不 少 于 2 个 ， 
则 以 该 $ 点 为 顶点 的 钝 角 三 角形 最 少 有 2 个 . 

故 选 (C). 

17*202 一 不 等 边 三 角形 ,其 边 各 为 整数 , 周 长 小 于 13, 则 这 种 三 
角形 的 个 数 为 

(A) 1. (B) 2. (C) 3. (D) 4. (E) 18. 

(第 7 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1956 年 ) 
[ 解 ] 讽 x,y,z 为 三 角形 三 边 长 , 依 题 意 及 三 角形 两 边 和 大 于 第 


三 边 有 z 
T+yt+z< 13, dQ) 
X+y 之 z， 四 
了 十 之 人 > 了 | 全 ) 
+X>y， CD 


因 xz,y,z 均 为 整数 , 故 由 由 有 x + y+z 太 12. 

冉 设 z 为 最 大 边 ,由 巴 有 2z<12， 即 z<6. 

又 z 之 4, 否 则 者 z= 3, 其 他 两 边 分 别 为 1,2 ,这 不 能 构成 三 角形 . 
综 上 即 有 4<z<<6， 

zx=4 时 ,有 y=3，x=2; 

Zz 二 5 时 ,有 y=4，zr=3 或 y=4, x=2. 

由 上 分 析 , 故 选 (C). 
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和信 


第 十 八 章 ”四 边 形 


第 1 市 四 边 形 


18.1 平面 内 到 凸 四 边 形 四 个 顶点 距离 都 相等 的 点 如 果 存 在 , 则 
这 个 点 
(A) 在 四 边 形 内 (B) 在 四 边 形 外 . 
(C) 在 一 边 上 . (D) 以 上 都 有 可 能 . 
(第 2 届 中 国 天 津 市 “中 华 少年 标 ” 数学 邀请 赛 ,1988 年 ) 
[ 解 ] 题 设 的 点 即 为 西 四 边 形 外 心 , 它 可 能 在 四 边 形 形 内 , 形 外 
或 一 边 上 . 
故 选 (D). 
18.2 ” 若 四 边 形 ABCD 的 对 角 BAD 与 人 BCD 的 平分 线 互 相 平 
行 , 则 和 B 与 人 D 的 关系 为 
(A) ZB = LD. (B) 人 人 B 与 人 D 互补 . 
(C) LB > LD. (D) LB < LD. 
(中 国 北 京 市 初中 数学 竞赛 ,1991 年 ) 
[ 解 ] 设 AE ,CF 分 别 为 四 边 形 ABCD 对 角 
了 BAD 和 人 BCD 的 平分 线 , 且 AE // CF. 则 


LD= 180 — (A1+ 6) 3 6 
= 180 — (A2 + A3) ,A AT \, 
= 180° - (LS+ LA4) = ZB, | 
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故 选 (A). 
18.3 ” 凸 四 边 形 ABCD 中 ,已 知 和 DAB = 人 BCD = 90 ,并 且 


了 CDA :人 ABC =2:1，AD :0B=1:VY3. 则 了 BDA 的 度数 是 


(A) 30°. (B) 45°. (C) 60°. (D) 不 能 确定 . 
(第 1 届 “ 希 望 杯 ”全 国 数学 汶 请 赛 ,1990 年 ) 
[ 解 ] 如 图 ,由 CDA + ABC = 180" 及 题 设 人 CDA : ABC 


二 2:1 可 有 
LCDA = 120°, /LABC = 60°. 
延长 CD 与 BA 交 于 巨 ,连结 BD. 个 、\ 
则 由 人 C=90, 得 ZE = 30". 5 
设 AD = x, 则 BC=v3zr,， 且 DE = 2x. 
又 BE = 2BC = 2Yy3x, 故 CE = 3x. + 
于 是 CD = x， 此 时 ACDB = 60"， 则 BDA = 60". 人 


染 信 电 


故 选 (C). 
18.4 ”在 凸 四 边 形 ABCD 中 ,AC 平分 BAD. 过 C 点 作 CE | 


AB 于 E, 且 AE = 方 (4B + AD). 那 么 ,人 ABC 与 人 ADC 的 关系 是 


则 


(A) LABC = /ADC. (B) LABC + /ADC = 180°". 
(C) LABC + /LADC = 150°. (D) ABC 尖 人 ADC 
(中 国 北京 市 初中 数学 竞赛 ,1991 年 ) 


[ 解 ] … AE = 方 (4B+ AD)， 


AFE = AB + AD - AE, 

4F = AD + EB. 
延长 AD 到 下 ,使 DF = EB, 则 AF = AE. 
连结 FC ,又 AC 平 分 人 BAD， 

和 人 AAECS 人 AFC， 
LF=90, 有 CE= CF. 
故 ”人 CBE 人 CDF, 则 LB = 人 CDF, 人 LDCF = /BCE. 
因而 ADC = LAF+ /LDCF = LCEB+ /BCE. 
LB+ LADC= LB+ /LCEB+ /BCE = 180°. 

改选 (B). 
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(C) 小 于 2. (D) 大 于 -> 上 且 小 于 2， 
(中 国 北 京 市 初中 数学 竞赛 ,1986 年 ) 
[ 解 ] 长 为 4 的 线段 分 成 长 为 x,y,x,u 的 四 段 , 意 即 
二 yy+xzw+U=4. 
对 其 中 任 一 边 比 如 ,都 有 x+y+z>>u. 所 以 +t+y+z+u> 
2 ,好 2x < 4, 因 而 x < 2， 
故 选 (C). 
18.8 ”在 四 边 形 ABCD 中 ,了 A = 120', 而 了 B.D 是 直角 ,同时 
AB = 13,4D = 46, 则 AC 等 于 
(A)60. (B)62. (C)64. (D)65. (E)72. 
(第 49 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1998 年 ) 
[ 解 ] 由 题 设 知 A、B、C.D 四 点 共 圆 ,日 
AC 为 该 圆 直径 . 
连结 BD, 设 BD = a .在 人 4BD 中 由 正弦 
定理 有 : 











_ VAB’+ AD’ -~ 2AB.: AD cos/ BAD 
sin120° 





32 
故 选 (B). : 

18.9 ”长 度 为 1 的 线段 分 成 四 段 , 则 当 且 仅 当 每 一 线段 满足 哪个 
条 件 时 , 才 存 在 以 此 四 线段 为 边 的 四 边 形 . 


(A) 等 于 二 (B) 等 于 或 大 于 去 且 小 于 良 ， 
(C) 大 于 襄 或 小 于 放 。。。〈(D) 大 于 革 或 小 于 十， 
(E) 小 于 六 ， 


(第 19 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1968 年 ) 
[ 解 ] 首先 证 明 下 面 的 事实 ， 
四 条 线段 可 组 成 四 边 形 全 四 线段 中 的 每 一 段 名 小 于 其 他 三 线段 
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之 和 . 

一 显然 . 

二 耕 四 线段 长 记 为 91y 90929394 , 苔 其 中 任 一 线段 和 丝 小 于 其 他 三 
线段 和 , 则 必 有 其 中 两 条 线段 和 不 大 于 另外 两 条 线段 和 .无 妨 设 为 

Si + S; 和 9 + S54. 

这 样 便 存 在 以 S1 + S;,S;3, Sa 为 边 长 的 三 角形 ,此 可 视 为 四 边 形 
的 特殊 情况 . 

由 上 面 的 结论 ,看 S1,S2,S;,Sa 可 组 成 四 边 形 , 则 

SI< S++S3+S94, XX SI+ S++ S;+ S54=1. 


显然 S,+ Si1=2S,<1, 即 SI < 本. 


= 1 1 。 -1 
同 理 S39< 7, S77, <. 


另 一 方面 , 若 S < 7 = 1,2,3,4) 且 Si+ Sy+S3+ Ss=1， 


1_L1 
2 2; 
这 样 S1 < 六 < S++ Ss 
同 理 可 有 其 他 线段 相应 的 不 等 式 .此 即 说 长 为 S1,S,,S;, Sa 的 线 
段 可 组 成 四 边 形 . 
故 选 (E). 
18.10 四边形 ABCD 的 边 AB, BC ,CD,DA 之 长 ,分 别 是 1,9,8， 
6( 如 图 ), 对 于 以 下 命题 . 
Q@ 四 边 形 ABCD 外 切 于 圆 ; 
@ 四 边 形 ABCD 不 内 接 于 图; 
@) 对 角 线 不 互相 垂直 ; 6 8 
由 ADPC > 90°; 
全 BCD 是 等 腰 三 角形 . ! C 
正确 的 认识 是 
(A) 四 真 ,@ 假 , 引 真 . (B) 全 真 , 旨 假 ,@ 真 . 
(C) 印 真 ,由 假 ,@ 假 . (D) 忆 假 ,名 假 ,名 真 . 


(中 国 初中 数学 联赛 ,1986 年 ) 


则 S23+S3+S4=1—-S,>1- 
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[ 解 ] 车 人 ADC = 90°, 则 AC = 10; 

日 车 ADC > 90', 则 AC > 10， 得 AC 过 10. 

但 在 人 ABC 中 ，AC< AB+ BC = 10, 矛 盾 ， … 由 假 . 

又 1+8 夭 全 +9 知 4AC,BD 不 互相 垂直 ，…@ 真 . 

同时 … BD<1+6，.…ABCD 不 是 等 腰 三 角形 ， 即 @ 假 . 

故 选 (C). 

18.11 已 知 四 边 形 ABCD 内 有 一 点 .连接 AFE, BE ,CE,DE ,将 
四 边 形 ABCD 分 成 四 个 面积 相等 的 三 角形 ,那么 命题 

甲 ;ABCD 是 是 四边形 ， 

乙 :E 是 对 角 线 AC 的 中 点 或 对 角 线 BD 的 中 点 ， 

再 ;ABCD 是 平行 四 边 形 ， 
之 中 

(A) 只 有 甲 正确 . (B) 只 有 乙 正 确 . 

(C) 甲 , 乙 , 丙 都 正确 . (D) 甲 , 乙 , 丙 都 不 正确 . 

(中 国 初 中 数学 联赛 ,1987 年 ) 

[ 解 1] ”如果 ABCD 是 以 AC 为 对 称 轴 的 四 四 边 形 , 易 见 AC 的 中 
点 具有 题 中 五 点 所 要 求 的 性 质 . 所 以 甲 , 丙 都 不 正确 . 

设 AE,BE,CE,DE 将 四 边 形 ABCD 分 成 四 个 面 A 
积 相 等 的 三 角形 . 

由 SapE = Saape 得 B， DD 到 直线 AE 的 距离 相等 . 

设 直线 BD, AE 交 于 下 , 则 F 是 BD 的 中 点 ， 3 D 
即 瓦 在 直线 AF 上. 

如 果 下 与 五 重合 , 则 五 是 BD 的 中 点 , 乙 成立 . 

如 宁 开 与 已 不 重合 , 同 理由 SAagc = Sa^pgc 得 巨 在 直线 CEF 上 ,也 
就 是 说 A,C 都 在 直线 EF 上 ,所 以 A ,E,F,C 在 一 条 直线 上 . 

再 由 SA = Sapgc 得 AE = EC. 所 以 EE 是 AC 的 中 点 , 乙 成 立 . 

故 选 (B). 

[ 解 2] 如 下 页 图 ,点 玉 在 四 边 形 ABCD 内 ,线段 AE 也 在 图 内 , 即 
射线 AFE 在 人 BAD 内 . 

从 而 ,B,D 两 点 分 别 在 射线 AE 的 两 侧 . 

由 SanpE = Saape ;可知 B,D 到 AE 的 距离 相等 ,AE 与 BD 的 交 
点 下 ,下 为 BD 的 中 点 . 


C 


世界 数学 奥林匹克 解 题 大 辞典 585 








3 


如 果 下 与 玉 重 合 , 则 玉 也 是 BD 的 中 点 . 则 乙 成 A 

3. 

车 下 与 EE 不 重合 , 同 理 由 SapEgc = Sapgc 得 CE 

也 过 BD 的 中 点 F, 即 A,C 都 在 直线 EF 上 , 故 A,C， 

E, 下 在 一 条 直线 上 . 2 F “ 
于 是 ,由 SAAFB 一 SA BEC 可 知 下 点 是 AC 的 中 点 , 则 乙 成 立 . 
故 选 (B). 

1]8.12 ”如 图 ,在 四 边 形 DFSR 中 ,人 人 RFS = FDR,， FD = 4， 


DR = 6， FR = 5，FS = 7 十 , 则 RS 为 。 _R 


D 
(A) 无 法 决定 。 (B) 4 (C) 5 方 ， WN 


(D) 6. (E) 6 于 四 7 ” 


(第 1$ 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1964 年 ) 


[ 解 ] 由 设 人 RFS = 人 FDR， 又 = 站 或 这 =- 实 


FS ， 
有 全 RFD cp ASRFE. 
所 以 上 2 _ SE 





RF ”RD， 
SF.RF 5.7.5 1 
册 一 _ 了 
则 RS RD E 6 
故 选 (五 ). 


18.13 ”在 梯形 ABCD 中 ,AD // BC,AB = 30°, 人 AC = 60°,F、 
M .FN 分别 为 AB、BC .CD 、DA 的 中 点 ,已 知 BC = 7,MN = 3. 则 
EF 之 值 是 


(A)4. (B)4 了 (C)5. (D)6: 
《中国 初中 数学 联赛 ,1997 年 ) 
[ 解 ] 如 图 ,延长 BA ,CD 交 于 点 HH. 万 


机 /B= 30°, /AC = 60°, “~ 
在 Rt 全 BHC 中 ， B . C 


MN 分 别 为 BC 、AD 的 中 点 ， 
M,N,H 三 点 共 线 ， 
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1 
则 HM -= 二 BC = 二 ,因而 HN = 本 ,AN=HN= 六 ， 


放 AD =1，EF = 方 (4D+BC) =4 

故 选 (A). 

18.14 ”如 图 ,四 边 形 ABCD 中 ,人 A, 了 人 C 为 直角 ,点 上 ,下 在 AC 
上 ,DE,BF 惟 直 于 AC, 如 果 AE =3,， DE = 5， B 
CE = 7, 那 么 BF 为 . 

(A) 3.6. (B) 4. (C) 4.2. , 

(D) 4.5. (E) 5. 

(第 41 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1990 年 ) 

[ 解 ] 由 设 易 证 个 AED c 和 BFA， D 

和 BFC co ACED , 则 

BFE_AF 日 BE_EFC 





AE FED’ EC ~ ED’ 
设 FC = x, 则 AF = 10 一 x， 则 上 两 式 化 为 
BF 10-x BF zx 
3 5 ， 是 7 5? 
BF _zr_»_ Br 
因此 3 -2 5 =2 了 ， 
Br BF _ 
即 3 十 了 一 2， 
得 ”BF = 4.2. 
故 选 (C). 


18.15 ”如 图 ,已 知 了 A = 用 B,AA1l、PP| .BB 均 生 直 于 A1B， 
又 441 = 17,PP| = 16，BB = 20，AjB1 = 12. 则 AP+ PB 的 值 是 
(A)12. (B)13. (C)14. (D)15. 
《中 国 初中 数学 联赛 ,1997 年 ) 日 
[ 解 】 如 下 页 图 ,延长 BP 交 AA| 于 A', 过 PP 作 AP 
PP // A1B1 交 AAl 于 点 P' ,又 过 A 作 AD// A1Bi 交 


BB 于 点 DD. 
人 A= /AB, 
AP = A'P. A B 
AP = PA.. 
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这 


OD 


AP’ = AA! - PP， 
= 17 - 16 = 1， 
AA =2x1l=2. 
BD = BB| - AAA 
= 20- (27 -2) = 5. 
由 勾 股 定理 
AB= VAIB + BD’ 
= V12+5 = 13. 
即 AP+ PB = 13. 
故 选 (B). 
18.16 ”在 四 边 形 ABCD 中 ,对 角 线 AC 与 BD 交 于 O,0OB = 4， 
=6，04=8，OC=3 以 及 4B = 6， 则 AD 的 长 度 为 
(A)9. (B)10. (C6Y3. (DD)8Y. (E) vi66. 
(第 18 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1967 年 ) 
[ 解 ] 过 A 作 DB 延长 线 的 垂 线 AF, 日 令 BF = rz，AF = y. 
故 由 勾 股 定理 有 
x2 十 y -6 
(r+4)*°+y=8 


四 -中 得 8x+16= 28, ff 








将 x 代入 人 〇 @ 得 y rk 

AD? = (10+ 7) + y= (多 ?+= 166 
即 AD = V166. 
故 选 ( 互 ) 


18.17 “在 凸 四 边 形 ABCD 中 ,AD = DC = CB = x,AC = BD 


= 4B = 7 则 人、 的 值 为 


VS 一 1 


/3—1] (3+1 
2 


B+1 
(B) (C) 一 7 (D) 5 


(中 国安 微 省 安庆 等 县 市 初中 癌 学 竞赛 ,1990 年 ) 
[ 解 ] 由 题 设 易 证 人 DBA 必 人 CAB. 


(A) 
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再 由 DD,C 到 AB 踢 离 相 等 可 证 DC // AB. , > 
由 平行 线 及 全 等 三 角形 性 质 可 证 | 


LDAC = /CAB, 1 yA 
妈 AP 平分 人 DAB. 
又 PB=PA=AD=z, 4 ? 
则 PD=y-x. 
PD _ DY- 六 工 
于 是 由 PA AB TT yy’ 
即 rx’+xy-y=0 
之 之 1 
或 (三 ) 1 = 
4 六- 二 | 第 
解 得 了 = 3 + 
故 选 (A). a 人 
18.18 ”将 凸 四 边 形 ABCD 的 边 AD, BC 各 经 D,C 延 长 交 于 点 E， | 
设 s = CDE + DCE, 5 = 人 BAD + 人 4BC. 如 果 r = 过， 则 
(A) 或 者 r = 1, 或 者 r > 1. (8B) 或 者 r = 1 ,或 者 r < 二 
(C)0<r<l1. (Dr>1. 


(E)r=1. 

(第 19 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1968 年 ) 
[ 解 ] 在 和 EDC 中 ,由 设 有 
LE+ACDE + ADCE = LAE+s = 180°. /A\ 


而 在 人 EAB 中 ,由 设 亦 有 ‘of 人 
LE+/BAE+/ABE= /E+s = 180°. 
A B 


则 = = 180- /EFE. 

故 选 ( 玉 ). 

18:19 在 连接 下 列 四 边 形 各 边 中 点 所 得 的 四 边 形 中 ,是 中 心 对 
称 图 形 ,但 不 是 轴 对 称 的 是 

(A) 对 角 线 互相 垂直 的 四 边 形 . 

(B) 对 角 线 相等 的 四 边 形 . 

(C) 对 角 线 垂直 且 相 等 的 四 边 形 . 
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3 和 


(D) 对 角 线 既 不 垂直 又 不 相等 的 四 边 形 . 
(第 5 届 “ 结 云 杆 ”初中 数学 邀请 赛 ,1988 年 ) 

[ 解 ] 任意 四 边 形 四 边 中 点 连 线 成 一 平行 四 边 形 .一 般 平行 四 边 
形 系 中 心 对 称 图 形 . 

者 原 四 边 形 对 角 线 互相 垂直 , 则 中 点 四 边 形 为 矩形 ,其 为 轴 对 称 图 
形 , 故 (A) 不 真 . 

在原 四 边 形 对 角 线 相等 , 则 中 点 四 边 形 为 壮 形 ,其 亦 为 轴 对 称 图 
形 , 故 (B) 不 真 . 

从 而 (C) 不 真 . 

故 选 (DD). 

18.20 ”在 下 列 四 个 命题 中 : 

Q 奇 a,b 为 实数 , 则 (a + 8) = 1; 

@ 基 a <0, 且 -1<65<0. 则 a6 > ap > oo2; 

(9 符 一 个 四 边 形 的 两 条 对 角 线 把 它 分 成 四 4 
个 面积 相等 的 三 角形 , 则 这 个 四 边 形 是 平行 四 边 x 
形 ; 

曲 茶 忆 是 矩形 ABCD 内 任 一 点 ,点 EE,F,G， 
五 分 别 是 已 点 关于 抢 形 四 边 的 对 称 点 , 则 Ser 
= 2Sagp. 

正确 命题 的 个 数 是 

(CA) I. (B) 2. (C) 3. (D) 4. 

(中 国 四 川 省 初中 数学 竞赛 ,1992 年 ) 

[ 解 ] 中 中 当 a =- 2 时 命题 不 真 ; 

名 由 设 知 ac > 0, 且 ad4<0，apb2 < 0， 

又 一 1<5<0， 则 5<5， 因而 ap4> ao2. 





综 上 有 ap > ap4 > ab’; D 
四 和 若 四 边 形 ABCD 两 对 角 线 交 于 O, 且 把 四 
边 形 分 成 四 个 等 积 的 三 角形 . ‘<A 
SaAap = Sapw, :: AO = OC; > 
义 Sam = Saco, .. DO = OB， 


又 对 角 线 互相 平分 的 四 边 形 是 平行 四 边 形 . 知 命题 @ 成 立 . 
对 于 中 ,由 设 知 EG = 2BC，HF = 24B( 注 意 到 五 ,P,G 和 F,P， 
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五 共 线 ). 


SEFGH = SAEFG + SAEHG ~ 
一 才 一 一 
EG. FP1L.EGAHP E> 


. EG(FP + HP) 


| 


| 


I 


综 上 知 有 3 个 命题 正确 . 

故 选 (C). 

18.21 设 五 是 凸 四 边 形 ABCD 对 角 线 的 交点 ,又 设 P,Q,R 和 5S 
分 别 是 全 ABE ,全 BCE, 公 CDE 和 公 ADE 外 接 圆 的 圆心 .那么 

(A) PQRS 是 平行 四 边 形 . 

(B) PQRS 是 平行 四 边 形 当 日 仪 当 ABCD 是 萎 形 . 

(C) PQRS 是 平行 四 边 形 当 且 仅 当 ABCD 是 秆 形 . 

(D) PQRS 是 平行 四 边 形 当 且 仅 当 ABCD 是 平行 四 边 形 . 

(E) 以 上 没有 一 个 是 正确 的 . 

(第 28 届 美国 高 中 数学 考试 ,1977 年 ) 

[ 解 ] 三 角形 外 接 圆 的 圆心 是 该 三 角形 三 
边 的 垂直 平分 线 的 交点 ,所 以 P,Q,R 和 S$S 是 线 ，_/ \ 
段 AE,BE ,CE 和 DE 的 垂直 平分 线 的 交点 . SX 

因为 系 直 于 同一 条 直线 的 线段 是 平行 的 (又 “| RN 
因为 直线 AE 和 CE 重合 , BE 和 DE 重 合 ) ,因而 四 5 、/ 7 
边 形 PQRS 是 一 个 平行 四 边 形 . 4 

故 选 (A). 

18.22 ”如 图 ,在 四 边 形 ABCD 中 ,人 A = 一 C. 则 各 内 角 平 分 线 
相交 所 围 成 的 四 边 形 KLGH 是 

(A) 只 有 两 个 角 相 等 的 四 边 形 . 

(B) 平行 四 边 形 . 

(C) 梯形 . D 

(D) 等 腰 梯 形 . H 
(中 国安 徽 省 安庆 等 县 市 初中 数学 竞赛 ,1991 年 ) 6 
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四 
边 
形 








兴 痪 条 用 


[ 解 ] 由 设 人 人 A = LC, 则 人 DAG = 人 DCH. 


又 了 ADG = /CDH, 

人 ADG co 人 CDH. .. /DHC = /AGD. 
x /DHC= /KHG, .. /AKHG = /LGH. 
由 LBKC + LAGD 


= (LA+LB+LC+ LD) 
= 180 ， 
。. LKH+ /KHG = 180° 
因而 KL // GH. 


综 上 知 四 边 形 KLGH 是 等 腰 梯 形 . 
故 选 (万 ). 


18.23 ” 凸 四 边 形 ABCD 的 边 AB, BC ,CD 和 DA 分 别 长 3,4,12 和 
13, 了 CBA 是 直角 . 四边形 的 面积 是 


(A) 32. (B) 36. c 
(C) 39. (D) 42. 1 Bp 
(E) 48. 人 


(第 31 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1980 年 ) 


[ 解 ] 连 AC, 在 Rt 全 ABC 中 ,根据 勾 股 定理 ,AC = V3 + 人 =5. 
又 因为 +12 = 13 ,根据 义 股 定理 的 道 


4 


定理 得 到 公 DAC 是 直角 三 角形 . 12 B 
, SABCD = SAABC + SAAm Dp 人 
13 
-了 工 .3.4+ 寺 .5. 
= 了 3 .4 十 3 3 12 
= 36. 


故 选 (B). 

18.24 在 三 角形 ABC 中 ,CBA = 72°,E 是 边 AC 的 中 点 ,DD 在 
BC 边 上 且 2BD = DC, AD 与 BE 相交 于 下 . 则 全 BDF 和 和 四边形 FDCE 
的 面积 之 比 是 


1 1 1 
(D) 全 (E) 这 些 都 不 对 . \ 2 
B 
(第 31 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1980 年 ) 
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[ 解 ] 如 图 ,从 EE 作 DC 中 点 G 的 连 线 . 
因为 EG 是 全 ACD 中 AC 边 和 DC 边 中 点 的 连 线 ,EG // AD, 则 


2 中 
SA FBG 三 DAFBC, A c 
3 > 


1 
且 SABDF = 二 SaEgo = 6 SAEac: 


所 以 SpCE 一 6 SAEBc- 





18.25 ” 凸 四 边 形 ABCD ,分 别 过 B,C,D 和 A 延长 边 AB ,BC， 第 
CD 和 DA 到 点 B,C ,D 和 A4 -同时 AB = BB = 6,BC = CC = 7， 

CD = DD = 8 和 DA = AA“ = 9. 若 ABCD 的 面积 是 10, 则 A'BCD” | 
的 面积 是 
(A) 20.  (B) 40. (C)45.  (D)50.  (E) 60. 

(第 29 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1978 年 ) 
[ 解 ] 因为 人 AA'B 的 底 AA' 的 长 与 全 ABD 的 底 4D 的 长 相同 ， 
个 AA'B' 的 对 应 高 是 公 ABD 对 应 高 的 两 倍 , 则 


SAAAB’ 一 2SAABD. 








同样 地 SABBC = 2SABAC, 

及 DAccD' = ZSAcBD, 

且 Sappya = 2Sapea. 
SABCD 


= (SAa4p’ + SABBC) + (Sacep + Sapp'a’) + Sancp 
= 2(Saapp + SapAc) + 2(Sacgp + Sapca) + Sapgep 
= SSapcp 
= S$S0. 
故 选 (DD). 
18.:26 ”任意 是 四 边 形 ABCD 的 对 角 线 相交 于 O, 记 人 4BO， 
全 BCO, 全 CDO, 人 DAO 的 面积 为 $1,S;,S;,Ss, 下 面 结论 一 定 正确 
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a 


的 是 


(A) SI1 + S3 = 92 + 94. 
(B) S1 -S = §,— Sa. 
(C) S$S1. Si = S$ Sa. 
(D) Si: S3 = S,: Sa. 

” (“祖冲之 杯 ” 初 中 数学 洲 请 赛 ,1991 年 ) 
[ 解 ] 由 三 角形 面积 公式 有 


S1= 方 A0: BO sinL AOB， S$; = 六 BO ,CD sinL COB, 
1 


Si = 了 CO DO .sn 一 COD， SS, = 


这 样 ”SS; = 地 AO . BO . CO . DO . sin/ AOB . sin/ COD, 





DO . AQO :sin AOD. 


$2S4 = 4 AO . BO C00. DO sinZ BOC sinZ AOD. 
由 AOB + LBOC = 180°, /COD + /AOD = 180°, 
sin/ AOB = sn BOC, HH sn COD = sin AOD. 
因而 SSi = SS 
故 选 (CC ). 
18:27 ” 白 四 边 形 内 一 点 称 作 好 点 ” ,假如 它 与 四 顶点 的 连 线 将 


此 四 边 形 分 成 四 个 面积 相等 的 三 角形 . 


命题 甲 : 凸 四 边 形 内 存在 一 个 “好 点 ”. 
命题 乙 : 凸 四 边 形 一 条 对 角 线 平分 男 一 条 对 角 线 . 


则 正确 的 是 


tr 


,和 且 设 巨 ,下 分 别 为 对 角 线 AC, BD 中 点 . \~ 
由 ”Saoap = Saogc; 知 点 O 应 在 有 FE 上 . 5 。 >7 


(A) 甲 是 乙 的 充分 但 不 必要 的 条 件 . 
(B) 乙 是 甲 的 充分 但 不 必要 的 条 件 . 
(CO) 甲 是 乙 的 充分 必要 条 件 . 
(D) 乙 是 甲 的 既 不 充分 又 不 必要 的 条 件 . 
(中 国安 徽 省 芜湖 市 高 中 数学 竞赛 ,1990 年 ) 
[ 解 】 者 O 为 凸 四 边 形 4BCD 内 的 一 个 “好 4 


类 似 地 分 析 知 点 O 应 在 CF,DE,AF 上 , 换 言 
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之 ,9 为,CF,DE,AF 的 交点 . 
今 证 直线 AF 和 CE, 或 BE 和 DE 重合 . 
若 AF 与 CF 不 重合 , 则 O 是 它们 惟一 的 公共 点 , 则 O 与 下 重合 . 
又 直线 BE,DE 过 O 即 过 F, 又 下 在 BD 上 , 则 BE,DE 和 BD 重合. 
即 B, 忆 ,DD 共 线 ,因而 BD 过 对 角 线 AC 的 中 点 . 
反之 ,大 四 边 形 ABCD 对 角 线 BD 被 AC 平分 , 易 证 得 


SAABE ~ SAAED, SABCE = SADE, 4 


CO 人 
则 AC 中 点 O 即 为 “好 Wg 


。 SA ABD 一 SABA, 
而 SA ABO = SAABE 十 SABEO; 4 
XX SABE0 = SAEDO: ‘«: SAABO = SAapo， 
OO 是 AC 中 点 ，.… SAapo = SApoc， 
. SABOC = SA40B = 9A4hon = SAcopD. 
即 命题 甲 是 命题 乙 的 充 要 条 件 . | 
故 选 (CC ). 
18.28 ”大 方程 2z -18z+36=0 和 zx-20z+75=0 的 根 分 
别 为 四 条 线段 的 长 , 则 这 些 线段 
(A) 能 围 成 周 长 是 38 的 四 边 形 . 
(B) 能 围 成 周 长 是 29 的 四 边 形 . 
(C) 不 能 构成 四 边 形 . 
(D) 非 上 述 答案 . 
(中 国 江苏 省 初中 数学 竞赛 ,1989 年 ) 
[ 解 ] 不 难 求 得 两 方程 的 根 分 别 为 3,6 和 5,15. 


由 3+5+6= 14< 15, 
即 其 中 一 条 线段 长 大 于 其 他 三 条 线段 和 ,显然 不 能 构成 四 边 形 . 
故 选 (C). 
18.26 ”七 角 星 形 中 凸 四 边 形 的 个 数 有 
(A) 7 个 . (B) 8 个 . 
(C) 9 个 . (D) 10 个 . 


‘中国 上 海 市 初中 数学 竞赛 ,1982 年 ) 
{ 解 ] 逐条 边 来 分 析 : 
以 AB 为 一 边 的 四 边 形 中 , 西 四 边 形 有 ABLG 
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和 ABCP 两 个 . 


先 同 理 对 其 他 6 条 边 亦 有 同样 结果 . 
笃 注意 到 每 个 凸 四 边 形 在 上 述 计算 中 算 了 两 次 , 则 图 中 凸 四 边 形 有 
x 7 个. 

故 选 (A). 


第 2 市 ”平行 四 边 形 


18.29 ”下列 四 个 命题 ; 

GO 一 组 对 边 平 行 , 另 一 组 对 边 相 等 的 四 边 形 是 平行 四 边 形 ; 

色 一 组 对 边 平 行 ,一 组 对 角 相 等 的 四 边 形 是 平行 四 边 形 ; 

(3 一 组 对 边 相 等 ,一 组 对 角 相 等 的 四 边 形 是 平行 四 边 形 ; 

两 组 对 角 分 别 相 等 的 四 边 形 是 平行 四 边 形 . 
其 中 正确 的 命题 是 

(A) © ,®. (B) ©®,@. (C) O,. (D) ®,@. 

(中 国 湖北 省 黄冈 地 区 初中 数学 竞赛 ,1991 年 ) 

[ 解 ] 如 图 ,AD/BC, 且 AB= CD, 但  ， p 
ABCD 不 是 平行 四 边 形 . 故 否 @; 

如 图 四 , 作 和 人 4BC, 其 中 4B > AC, 以 A 为 
端点 ,在 BC 上 截取 AE = AC, 交 BC 于 巨 点 ,再 图 中 
分 别 以 A、C 为 圆心 , BE 、AB 长 为 半径 作 弧 ,两 
张 交 于 吃 点 , 则 4B = CD， 和 人 4BF 人 CDA， 

所 以 人 LB = 人 D, 但 AD 关 BC, 所 以 ABCD 不 是 
平行 四 边 形 . 故 否 @，; 

易 证 结论 @ .由 都 正确 . 

故 选 (B). 

18.30 ”下 列 命题 中 为 真 命题 的 是 

(A) 一 组 对 边 相等 , 且 一 条 对 角 线 平分 另 一 条 对 图 @ 

角 线 的 四 边 形 是 平行 四 边 形 . 
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(B) 一 组 对 边 相 等 , 且 两 条 对 角 线 也 相等 的 四 边 形 是 平行 四 边 形 . 

(C) 硕 次 连结 四 边 形 四 边 中 点 得 到 一 和 矩形 , 则 该 四 边 形 是 萎 形 . 

(D) 车 四 边 形 一 组 对 边 的 平方 和 等 于 男 一 组 对 边 的 平方 和 , 则 四 
边 形 两 条 对 角 线 互相 垂直 . 

(中 国 湖 北 省 黄冈 地 区 初中 数学 竞赛 ,1989 年 ) 

[ 解 ] 如 图 ,考虑 四 边 形 ABC'D 满足 题 设 ,但 其 不 是 平行 四 边 
形 . 可否 (A). 

考虑 等 腰 梯 形 ABCD( 如 图 名 ), 则 可 否 (B). 





图 @ 人 
考虑 稳 形 ABCD( 如 图 @), 则 可 否 (C). 
考察 图 加 ,车 AB? + CD* = AD2 + BC2， 


沪 信 各 





则 AB* -BC? = AD? - CD?. 

作 BO | AC 于 O, 则 AB?* -BC = AO?- CO2. 

作 ”DO” | AC 于 O’, 则 AD? -CD? = AO? - CO2. 

由 前 式 有 AO* - CO = AO” -C0O”, 故 O' 与 0 重合 . 则 (DD) 真 . 

故 选 (D). 

18.31 ”下面 有 四 个 命题 . 

(1) 一 组 对 边 相 等 旦 一 组 对 角 相 等 的 四 边 形 是 平行 四 边 形 ; 

(2) 一 组 对 边 相等 且 一 条 对 角 线 平分 另 一 条 对 角 线 的 四 边 形 是 平 
行 四 边 形 ; 
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兴 赛季 你 


(3) 一 组 对 角 相 等 旦 这 一 组 对 角 的 顶点 所 连结 的 对 角 线 平分 兄 一 
条 对 和 角 线 的 四 边 形 是 平行 四 边 形 ; 
(4) 一 组 对 角 相 等 且 这 一 组 对 角 的 顶点 所 连结 的 对 角 线 被 男 一 条 
对 角 线 平分 的 四 边 形 是 平行 四 边 形 . 
其 中 ,正确 的 命题 的 个 数 是 
(A) 1. (B) 2. (C) 3. (D) 4. 
(中 国 初中 数学 联赛 ,1988 年 ) 
[ 解 ] 对 于 (1),(2),(4) 可 分 别 给 出 反例 .例如 : 
(1) 如 图 个 中 的 四 边 形 ABCD,, 其 中 公 ABD 性 人 CDE. 
(2) 如 图 名 , 作 等 腰 人 4ADP ,延长 底 边 PD 至 任意 点 DO, 以 O 为 对 
角 线 的 交点 可 作出 平行 四 边 形 ABCP. 
而 此 时 的 四 边 形 ABCD 满足 条 件 AD = (AP =)BC, 且 AO = 
CO ,但 不 是 平行 四 边 形 . 
(4) 如 图 号 中 的 四 边 形 ABCD ,其 中 ,B,D 是 AC 的 垂直 平分 线 上 
的 任意 两 点 . 





A B 
图 Q@ 图 @ 
D 
4 C 
Or 一 一 一 之 
LN 
图 @ 图 @ 


以 下 证 明 命题 (3) 是 正确 的 . 

如 图 中 ,已 知 ZBAD = 人 DCB, 且 0B = OD. 

以 O 为 中 心 , 将 全 4BD 逆 时 针 旋 转 180" ,由 于 OB = OD, 所 以 也 
与 B 重合 ,8 与 DD 重合 ,点 A 与 射线 OC 上 的 某 点 A’ 重合 . 
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如 果 4 不 是 C, 则 BA 了 > BCD(A 在 线段 OC 内 部 ) 或 
了 了 BAD < 人 BCD(A' 在 OC 的 延长 线 上 ) ,都 与 了 人 BA 了 了 = 人 BAD 


= BCD 矛盾 . 

从 而 A 即 是 C, 即 QA = O4 = OC, 所 以 四 边 形 ABCD 是 平行 四 
边 形 . 

综 上 , 仅 有 命题 (3) 正确 . 

故 选 (A). 


18.32 全 ABC 为 非 等 边 的 锐角 三 角形 ,O 为 人 ABC 内 一 点 且 满 
下:O4 = 0B = OC ,分 别 作 O 点 关于 BC,C4 ,4B 的 对 称 点 A“,B”， 
C ,以 4A,B,C,O0,4 BC 中 任 四 点 作 四 边 形 , 其 中 平行 四 边 形 有 

(A) 3 个 . (B) 6 个 . (C) 9 个 . (D) 12 个. 

(第 2 届 “ 结 云 杯 ”初中 数学 邀请 赛 ,1985 年 ) 
- [ 解 ] 由 题 设 知 O 为 人 ABC 外 心 . : 

又 由 题 设 知 图 中 以 所 给 七 点 组 成 的 四 边 形 
中 为 平行 四 边 者 有 两 类 . 

总 AOBC' , 乙 AOGCB ,BOCA” 等 共 3 个 . 
又 易 知 四 边 形 BCB'C” 亦 为 平行 四 边 形 , 这 类 图 Bt 
形 亦 有 3 个 ( 另 两 个 是 二 4ABA 写 , 乙 AC4ATC)， 

此 外 再 无 其 他 平行 四 边 形 . 

故 选 (B). 

18.33 下 为 上 DABCD 的 边 AD 延长 线 上 的 一 
点 , BF 交 AC 于 FE, 交 CD 于 G， 若 EF= 32, GF = 24， 






则 BE 等 于 
(A) 4. (B) 8. (C) 10. 
(D) 12. (E) 16. 4 


《第 14 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1963 年 ) 
[ 解 ] 设 BE=xr, DG= y, 且 AB=5b. 
易 证 人 BEA 四 和 GEC ,如 图 有 全 = 人 一 >， 
即 y = er 


义 会 FDG 全 BCG， 则 
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a 


24 _ yy F 

r+8 pbp—y 人 

24 

将 y = 如 一 如 代入 化 简 后 为 / ,| 

zx2 - 64 = 192， / 

解 得 ”x = 16( 已 舍 负 值 ). A 至 
故 选 (五 ). 

18.34 ”如 图 ,在 忆 ABCD 中 ,对 角 线 AC 和 BD 交 于 O, 在 BC 上 


取 点 下 ,使 EC = 二 BC,DE 交 AC 于 FF. 则 SF 


AO : OF : FC 等 于 
(A)3:2:1. (B)4:3:1. B Ec 
(C)5:3:2. (D)7:4:3. 
(中 国 江 苏 省 初中 数学 竞赛 ,1990 年 ) 


[ 解 ] 由 题 设 知 EC = 二 BC, 且 AD = BC, 则 





AD : EC = 1 
日 AF:FC= AD:EC=4:1. 
因而 AO: FC= 代 下 :FC=4i :1=5:2 
XX OF = OC—- FC= AO- FF, 
AO:OF:FC=5:(5-2):2=5:3:2. 
故 选 (C). 


18.35 已 知 菱形 的 一 对 角 线 长 是 另 一 对 角 线 长 的 2 倍 ,者 & 表 未 
此 菱形 的 面积 , 则 其 边 长 为 


(A) VE. (B) “28. (C) Bk. 
(D) Y 儿 (BE) 非 上 述 答案 


(第 12 届 美国 高 中 数学 考试 ,1961 年 ) 
[ 解 ] 设 萎 形 边 长 为 a, 两 对 角 线 分 别 为 d 和 24d. 
由 题 设 


二 .d .2d=k， 即 ada*=&. 
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d k 
又 ca2=+( 和 =4+ 人 = 六 
则 a 二 全 
故 选 ( 上 ). 
18.36 已 知己 为 乙 ABCD 的 对 角 线 BD 的 中 点 ,在 


AD 上 取 一 点 ,使 DF = 本 DA， 连 EF, 则 人 DEF 的 面 


积 与 四 边 形 ABEF 的 面积 之 比 等 于 
(A)1:2. (B) 1 : 3. (C) 1 : 5. 
(D) 1 : 6. (E)1:7. 
(第 15 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1964 年 ) 


[ 解 ] 由 设 DF = 他 DA, 则 Saprs = 计 Sapea. 


D CG 
从 而 Spmjw 形 ABEF = 6 2 SADBA- 


SADFE : 人 四 边 形 4BEF = 1 : 5. 


故 选 (C) 

18.37 ”如 图 ,ABCD 是 平行 四 边 形 ,直线 DP 平分 BC 于 N 
并 与 AB( 延 长 线 ) 相交 于 P, CQ 平分 边 2 7 
AD 于 M 并 与 BA( 延 长线 ) 相交 于 Q. 生 YA 
DP 和 CQ 相交 于 O. 车 平行 四 边 形 /~ 


ABCD 的 面积 是 ,那么 AQPO 的 面积 “ 
等 于 


(A hk. (B) Sp  (C) Qk (D) hk. (FE) 2A. 


(第 25 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1974 年 ) 
[ 解 ] 因为 DM = AM, QMA = ~DMC 及 CDM = 
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QAM, 则 个 QAM 人 CDM. 


选 类 似 地 有 个 BPN 连 人 CDN. 
入 XX SAaop = SFABD + SApor， 
的 1/1 k 
天 并 且 SA = 于 (Seagen ) = 8， 
所 以 Seorg = + 上 = 
故 选 (C). A B 
18.38 ”如 图 , M 是 坊 ABCD 中 CD 边 上 的 一 
点 ,也 是 人 ABE 中 AE 边 上 的 点 , 且 EM = 34AM. “元 ‘ 
则 SOABCD : SAABE 等 于 
(A)3:2. (B) 2 : 3. 
(C)2:1. (D)1 :2. E 


(第 2 届 “ 五 羊 杯 ” 初 中 数学 竞赛 ,1990 年 ) 
[ 解 ] 连 BM, 由 多 边 形 面 积 性 质 有 


SOABCD = ZSAABM = 2°: 二 Saag 
所 以 Soapcp :Sr = 1:2. 
故 选 (D). 
18.39 ”如 图 : 乙 PQRS 四 边 上 分 别 有 点 A， 
B,C,DD, 使 得 SrPORS 三 2Sm 为 形 4B0D ; 则 必 有 
(A) AC // QR 或 BD // PQ. p o 


(B) AC // QR HLBD // PQ. KI 
(C) 4C ] PQ 或 BD 上 QR. ? 
(D) AC | PQ HBD | QR. Q 
(第 1 届 “ 五 羊 标 ” 初中 数学 竞赛 ,1989 年 ) 
[ 解 ] 若 BD 与 PQ 不 平行 , 则 在 SP 上 Ar ， 
妨 取 一 点 D' 使 BD // PQ ,如 图 .这 样 有 ， /Np 


二 SS 四 边 形 4BCD’ 二 SAABD + SABcp 





1 
= 7 SOPQBD + 7 SODBRS 
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1 .. 
一 7 SrPQRS 


二 六 四 边 形 4BCD 三 SAABC + 9AACD， 
SAACD’ = SAACD; 
故 AC/W DD’, 即 AC/ RQ. 
同 理 , 阁 AC 与 QR 不 平行 ,可 证 BD // PQ. 
.AC // RQ 和 BD // PQ 两 者 至 少 之 一 成 立 . 
故 选 (A). 
18.40 ”平行 四 边 形 ABCD 的 面积 为 10， AB = 3， BC = 5. 在 
AB, BC 和 AD 上 分 别 取 点 EE,F 和 G, 使 AE = BF = AG = 2. 过 G 作 
GH // EF 交 CD 于 瑞 . 则 四 边 形 EFHG 的 面积 为 


(A)4. (BB)4.5. (C5 (D5.5.  (E)6. 1 
(第 43 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1992 年 ) 从 
[ 解 ] 由 题 设 GE V EF, 则 人 人 BEF ;ps ， 边 
人 DHG. 1 形 
pH E 
所 以 DH -= 了 羡 . 日 CH= 了 立 
2 2 ? 3 0 2 4 
又 Spapp = 10=3.5.sinA， 则 
sinA = 了 
1 | 
故 Sorce = 方 AG* AE sinA = 广 '2.2. 仓 = 分 


同 理 Sm = 卫 ， Sear = 与， SApHo 二 ， 

则 Sgr = Siapcp - (SaaoE + SaBEF + SacHF + Sapye) = 5. 

故 选 (C ). 

18.41 如 图 , 己 是 乙 ABCD 内 一 点 , 且 SApmBg = 5， Sapap = 
2, 则 SApac 等 于 


] D 
A) 2. (CC) 3 二. z 
(A) (B) 3 (O33 (D) 4 一 
(中 国 湖北 省 黄冈 地 区 初中 数学 竞赛 ,1993 年 ) /~ 
[ 解 ] 考虑 极端 的 情形 ,P 在 忆 ABCD 对 角 线 4 8 
BD 上. 


由 题 设 知 SAPAB 二 5， SAPAD = 2. 又 设 SA APO) = 5， 
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es 高 视 际 


则 Saaoys+S=5, SAaa0p -5S = 2， 


2 C 
又 SA AB = SA DY 和 一 Sg 
解 得 ”S = 1.5, 从 而 Saar = 2S = 3. pi 
A nm、 


故 选 (B). 3 
18.42 ”点 上 ,FF 分 别 是 平行 四 边 形 D c 
ABCD 边 AB ,BC 的 中 点 , 记 图 中 阴影 部 分 面积 的 
和 为 Si( 匈 图 ) , 记 非 阴影 部 分 的 三 个 三 角形 的 面 F 
积 和 为 S,. 那 么 ,S| : S$, 等 于 1 
(A)1:1. (B) 3 : 2. 
(C)2:1. (D) AB : BC. 


(“祖冲之 杯 ” 初 中 数学 邀请赛 ,1990 年 ) 
[ 解 1] 连 BD 交 AC 于 O. 旦 设 各 部 分 图 形 D c 
分 别 为 工 , 由 …, 看, 页, 胡 . 设 平行 四 边 形 面积 为 /NY 
>. /0 
由 Si+Si= 方 Saatp， 


1 
且 Si 十 Sl = 7 SAABD, 故 Sl 一 SH- 


同 理 有 31 三 SR， DW 三 SY， SW 三 Sy. 


多 证 AG = GH = HC. 
. 1 l 
地 ST 十 SV 一 3 DAAPC 一 663; 
2 I 
且 SI+oy = 3A = 本 = 


注意 到 上 面 的 等 积 关系 , 则 S| : S，, = 2. 45 :2. AS =2:1. 
故 选 (C). 
[ 解 2】 考虑 正方 形 的 情形 , 且 设 其 面积 为 1. 


如 图 , 则 有 S] 一 SI SS 一 二 NS 


fi 


区 SI + 一 


则 Sh = 
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则 





1 1 
改 Sut+SxtSv 6+1+ 0273， 
从 而 S1: Si= 盾 : 广 =2:1 
故 选 (C ). 
[ 解 3] 由 前 解 1 知 AG = 沁 AC, 又 AE = 六 4B, 则 
SAAEC 一 让 * AG :AR sin A GAE 
_ 二 . 了 4C . AB. sinL GAE 
- 去 . 广 4C . AB .sinGAFE 
1 第 
一 人 9A4H 一 1 和 3c4BCD， 二 
1 人 \ 
同 理 SAcrr = 6 AA = 15 OSABD: 
形 
又 OA 人 per 一 本 Saarx 一 二 Soaam (… GH = 村 4C)， 
、 1 1 1 
52 二 (二 +17+ 6 ) Sagew = 3 IDEABD’ 
1 
S1 = (1 ~ 广 ) Siagep = 3 IFABD; 
。。 SI ， > 一 1 
故 选 (C).， 


18.43 ”和 若 四 边 形 四 条 边 a ,65 ,c,d 满足 关系 式 a4 + bi 二 c+adt 


= 4abcd , 则 此 四 边 形 是 


(A) 任意 四 边 形 . (B) 定形 . (C) 葵 形 . 
(D) 等 腰 梯 形 . (EE) 梯形 . 
(中 国 江 苏 省 徐州 市 初中 数学 竞赛 ,1985 年 ) 

[ 解 1] 由 设 知 af+ bt4+c4+d4 一 4abcd = 0, 而 

at+ bt+ct+ qd — 4abcd 
= (at—2ab +b) + (ct ~ cd + dt) +2(ab? — 2abcd 

+ cq”) 
一 《az 一 六 2 )2 十 (c+ 一 cd)+2(008 _ cd )*, 
坷 上 式 为 0, 则 有 a = 65 = c = 4. 知 四 边 形 是 萎 形 . 
故 选 (C). 
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这 


[ 解 2] 由 设 a >0, 5 >0, c >0, a > 0, 由 算术 -几何 平均 不 
等 式 
ad+bi+cd+ai 守 4 y a4p4c4cd4 = 4abcd, 
当 且 仅 当 a = 6 = cc = 4d 时 等 号 成 立 . 
变 选 (C). 
18.44 ”在 净 形 ABCD 中 引 平 行 于 对 角 线 BD 的 线段 ,此 线段 长 视 
为 A 点 至 此 线段 距离 的 函数 时 ,其 图 像 为 
(A) 过 原点 的 一 条 直线 . (B) 与 两 坐标 轴 正 向 都 相交 的 直线 . 
(C)“ VY ”型 折线 段 . (D) 和 A ”型 折线 段 . 
(E) 非 上 述 答案 . 





(第 $ 属 美国 离 中 数学 考试 ,1954 年 ) 
[ 解 ] 分 两 种 情形 考虑 : 





图 个 
对 于 图 形 由 
7 _2B0 
， = 4 方 ，0< 和 | 49 1， 
_ 2BO 
有 1 = 人， 0< 和 芝 |40 1 
对 于 图 形 人 同 理 有 
_ 2B0O _ 
! = 0 (AC t ) ， 国 四 


| AO0 j 过 1 <IAC|. 
综 上 , 陋 数 图 像 见 图 @. 
故 选 (DD). 
18.45 ” 边 长 为 5 的 萎 形 , 它 的 一 条 对 角 线 的 长 不 大 于 6, 另 一 条 
不 小 于 6, 则 这 个 莹 形 两 条 对 角 线 长 度 之 和 的 最 大 值 是 
(A) 10 72. (B) 14. (C) 5 v6. (D) 12. 
(中 国 高 中 数学 联赛 ,1987 年 ) 
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[ 解 1] 设 萎 形 的 两 条 对 角 线 长 分 别 为 x 及 y, 因 平行 四 边 形 两 条 
对 角 线 长 的 平方 和 等 于 四 边 的 平方 和 ,于 是 问题 归结 为 :在 条 件 


z+ y = 100, OD 
工 之 06， C2) 
y< 委 6. (3) 


下 求 函 数 x + y 的 最 大 值 . 
考虑 平行 直线 族 zx + y = c, 当 直线 x+ y= c 与 圆 
周 x* + y = 100 相 切 , 且 切 点 位 于 第 一 象限 时 (如 图 )， 
易 知 c = 10 v2. 这 时 只 考虑 条 件 @ 时 ,x + y 的 最 大 值 . 
由 于 x,y 还 受到 约束 条 件 @ 及 的 限制 ， 
我 们 把 直线 x + y = c 向 下 平移 ,显然 , 当 此 直线 








过 点 (8,6) 时 ,得 x + y 的 最 大 值 14. + 
故 选 ( 吾 ). 中 从 
{ 解 2] 设 T=6+ta,y=6- 8B, 
其 中 a 宇 0，B8 宇 0, 将 x,y 值 代 人 人 @， 

得 (6+ a)* + (6 8) = 100, 

即 (a— B)*+12(a— 8)+2a8 -28=0. 
解 得 a-8=-6+VvV64- 2a8. 


当 8 = 0, 并 取 正 号 得 a - 8 的 最 大 值 2. 
T+y 二 12+ (a 一 B) 的 最 大 值 为 14. 
故 选 (B). 


第 3 节 算 形 


G ,五 ,使 EFGH 为 矩形 , 则 这 样 的 矩形 
(A) 仅 能 作 一 个 . (B) 可 以 作 4 个. 
《C) 一 般 情况 下 不 可 作 . (D) 可 作 无 穷 多 个 . 
(中 国 河北 省 初中 数学 竞赛 ,1993 年 ) 
[ 解 ] 对 角 线 相等 日 互相 平分 的 四 边 形 是 矩形 . 
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a 


CD 边 分 别 于 E,G. 


HF 中 ,至 少 有 一 条 与 EG 相等 . 


设 O 为 矩形 ABCD 对 角 线 交点 .过 O 任 作 一 直线 EG 交 延 形 AB， 
在 过 0 〇 与 矩形 边 AD , BC 相交 的 线段 


这 时 ,四边形 EFGH 为 矩形 . 
由 于 EG 的 任意 性 , 知 矩形 可 作 无穷 多 个 . 





故 选 (DD). 

18.47 ”将 一 矩形 的 每 一 角 三 等 分 ,连接 靠近 同一 边 上 的 两 三 等 
分 线 所 交 成 的 四 点 形成 

(A) 一 正方 形 . (B) 一 和 矩形. 


BD, 


(C) 一 不 等 边 的 平行 四 边 形 . (DD) 一 萎 形 . 
(E) 一 任意 四 边 形 . 
(第 4 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1953 年 ) 


[ 解 ] ”由 题 设 可 证 明 , ， 

AAHE @ ABFE 2 ACFG @ ADHG, > 
EF = FG = GH = EH. 

ABZB WE CAE EN 

帮 选 (D). 


18.48 已 知 四 边 形 ABCD 中 ,AD / BC,AA = 90, CD 上 
DE | BC, 生 是 为 ， 下 为 BC 的 中 点 , 则 下 列 判 断 中 错误 的 是 

(A) CD 是 过 A,B,D 的 圆 的 切线 . 4 Dp 

(B) BD 是 过 C,D,E 的 圆 的 切线 . 

(C) AD 是 过 B,D,C 的 圆 的 切线 . | 

(D) CB 是 过 B,D,E 的 圆 的 切线 . 


(中 国 广州 .武汉 ,福州 等 五 市 初中 数学 联赛 ,1988 年 ) 
[ 解 ] 根据 题 设 , 知 人 BDC 是 等 腰 直 角 三 角形 ,故人 BDC 的 外 接 


圆 是 以 上 为 圆心 ,以 BC 为 直径 的 . 则 (C) 成 立 . 


同 理 可 证 (A),(B) 也 是 成 立 的 . 
`.… BC 不 镁 直 BD， 
BC 不 可 能 是 人 BED 外 接 圆 的 切线 . 
故 选 (万 ). 
18.49 ”一 人 不 绕 窍 形 农场 的 两 邻 边 走 ,而 取 捷 径 沿 农场 的 对 角 
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线 走 ,如 此 省 去 了 -> 矩形 长 边 的 距离 .那么 , 短 边 对 长 边 的 比 为 
I 2 、_] 3 ~、2 
(A) >. (B) 志 (0 (D) 可 . (E) 3. 
(第 4 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1953 年 ) 
[ 解 ] 设 矩 形 长 , 宽 分 别 为 z,y, 则 其 对 角 线 长 为 Vaz + 史 . 依 是 


意 有 2 十 只 二 半 一 人 二 


2 
化 简 后 有 = 区， 

即 了 = . ! AT7 
故 选 (D). . 
18.50 ”如 图 ,在 矩形 ABCD 中 ,已 知 4AB = 8， BC = 22， 

EF,F 是 BC 上 的 点 , 且 AE = EF = FD. 则 EF ， D 


(A) 9. (B) 10. (C) 11. (D) 12. 


B E F CG 
(中 国 四川 省 初中 数学 竞赛 ,1991 年 ) 
[ 解 ] 设 AE=x， 则 BE =11- 六 . 





2 
由 AF’* - AB* = BE?, 
2 
有 z2-64= (11- 却 )， 
即 3xz2 + 447r -740 = 0. 
解 得 z=10 或 -号 ( 舍 去 ， 即 EF = 10， 
故 选 (B). 


18.51 了 为 矩形 4ABCD 内 一 点 ,具有 PA =3，， 

PD = 4, PC = 5, 则 PB 等 于 z 4 
(A) 2 v3. (B) 3 v2. 
(C) 3 v3. (D) 4Y2. (E) 2. 4 6 


(第 1$ 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1964 年 ) 
[ 解 ] 过 P 作 EF// AB, 且 设 DE=c,AE =d, PB= 7. 
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该 柱 


16- c=9-4a’, 


由 勾 股 定理 有 ys 2 2 

得 xz-18=0， 故 z=3Y2( 已 舍 负 值 ). 

故 选 (B). 

18.52 ”长 方形 场地 上 竖 有 一 根 电线 杆 , 如 果 。 c 
已 知 电线 杆 底 部 到 三 个 顶点 的 距离 , 则 电线 杆 底 部 。 RA e 
到 第 四 个 顶点 的 距离 I F 

(A) 可 以 确定 . 4 B 


(B) 必须 知 场地 两 条 边 长 后 才能 确定 . 
(C) 当 且 仅 当 已 知 场地 一 边 的 长 后 可 以 确定 . 
(D) 当 且 仅 当 场地 是 正方 形 时 可 以 确定 . 
(中 国 江苏 省 初中 数学 竞赛 ,1986 年 ) 
[ 解 ] 设 长 方形 为 ABCD( 如 图 ) ,是 过 已 作 EF | AB. 
邻 AE=x, BE=y, PD=d. 
又 AP=a, BP=6b, CP= i.. F 


由 勾 股 定理 有 
pal= yz, 
2 7 


所 以 5-a =c -ad’, " 
即 d=a +c-6， 或 d= Va*t+c:- 06. 

故 选 (A). 

18.53 ”把 一 个 矩形 前 去 一 个 正方 形 , 所 剩 矩 形 与 原 和 矩形 相似 , 则 


原 和 矩形 长 边 与 短 边 之 比 为 
(A) (1 + Y5) :2. (B) 3 : 2. 
(C) (1 + Y3) : 2. (D) (1 +V6) : 2. 


(中 国 吉林 省 七 市 .地 初中 数学 竞赛 ,1984 年 ; 
中 国 浙江 省 初中 数学 竞赛 ,1992 年 ) 
[ 解 1] 设 年 形 长 为 x , 宽 为 1, 依 题 设 有 ) 





YX 一 一 | 
1:r=(x-1):l1, { 
即 7*—x—-1=0, 1 
。 1] 十 VS 
解 得 = 5 (省 人 负 值 ). | 
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故 ”矩形 长 边 : 短 边 = (1 + VY5) : 2， 
故 选 (A). 

[ 解 2] 设 矩 形 长 为 x, 宽 为 y, 且 x>y. 

剪 去 正方 形 后 ,所 剩 矩形 长 宽 分 别 为 y 和 x 一 y. 





依 题 意 有 Xi:y=y:(7rx~y), | 
即 x*-xy-y=0. | 
(3) 
有 y ~-y-1-0, FF 一 一 
解 得 二 = 上 三 全 ( 合 去 负 值 ) 
故 选 (A). 


注 车 设 r= 上 方 汪 , 则 tr-1 或 十 即 为 0.618…, 它 即 为 有 名 的 "黄金 数 ”， 
相应 的 线段 分 割 , 称 为 “黄金 分 割 ” 
.18.54 ” 若 矩 形 ABCD 的 周 长 为 20 英寸 , 则 对 角 线 AC 的 最 小 值 
(以 英寸 计 ) 为 
(A) 0. (B) V50. (C) 10. (D) V200. (E) 以 上 都 不 是 . 
(第 18 届 美国 高 中 数学 考试 ,1967 年 ) 
[ 解 ] 设 矩 形 边 及 对 角 线 长 分 别 为 a ,65,c, 周 长 为 p, 则 
p= 2(a + 5). 1 


加 
2 如 
Pp ~ 
= ~ 2. Bs 


由 题 设 p 给 定 , 则 当 ab 最 大 时 ,c? 最 小 . 

由 2 Vab 过 a + 65, 等 号 当 且 仅 当 a = 2 时 成 立 . 
此 即 说 : 周 长 给 定 的 矩形 中 ,以 正方 形 对 和 角 线 长 最 短 . 
故 选 (B). 

18.55 ABCD 是 矩形 (如 图 ),P 是 AB 上 任 一 4 


大 B 
点 ,PS | BD, PR | AC, AF | BD,PQ | AF， SA 
则 PR + PS 等 于 地 > 
(A) PQ. (B) AE. (C) PT + AT. A ~ 


D C 
(D) AF. (E) EF. 
(第 9 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1958 年 ) 
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9 洪 访 售 


[ 解 ] 连结 PE .由 设 ABCD 是 第 形 , 则 AFE = BE = DE , 设 其 为 a. 





一 a(PR + PS), 
XN 
而 eaED 二 了， DE AF = 7 aAF 
OAAEB = SAAFED 

可 PR + PS = AF 

故 选 ( 疡 ). 

18.56 ”将 一 张 正 方形 的 纸 如 图 按 竖 直 中 线 对 折 , 再 将 
对 折纸 从 虚线 处 剪 开 ,于 是 得 到 三 个 矩形 纸 片 一 个 大 
的 两 个 小 的 . 问 每 个 小 矩形 周 长 与 大 矩形 周 长 之 比 是 

(A) 方 ，(B) 邹 ，(CO) 字 (DD) 后 (已 之 ， 





(第 5 届 美 国 初中 数学 考试 ,1989 年 ) 
[ 解 ] ”大邱 形 长 为 1, 宽 为 广 ( 设 原 正方 形 边 长 为 1); 小 矩形 长 为 
1, 宽 为 地 . 则 它们 周 长 比 为 


1 、. 1、_ 5 
2° (lt ):2.(1+ 7) = 6 
故 选 (FE). 
18.57 ”者 矩形 的 底 增加 10% ,而 面积 不 变 时 , 则 其 高 减少 
(A) 9% . (B) 10% . (C) 11%. 
1 ol 
(D) 11 二 %. (E) 9 41%. 


(第 3 届 美 国 高 中 数学 考试 ,19S2 年 ) 
[ 解 ] 设 矩 形 底 为 5 ,高 为 ,高 减少 x% .由 设 有 
bh = (1+ 10%)6b. (1— x%)h, 


4 1 
得 7 = 977- . 
故 选 (). 


18.58 一 个 18 英 寸 x 24 英寸 的 画 镶 在 一 个 纵 边 较 长 的 木 制 框 
染 内 , 框 顶 与 框 底 的 木头 宽度 是 框 边 木 头 宽度 的 二 倍 , 如 果 框 架 面 积 等 
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于 画 的 面积 , 则 此 画 框 的 较 短 与 较 长 边 的 扩 寸 之 比 为 
(A}1:3. (B)1:2. (C2:3. (D)3:4. {(E)1:1. 
(第 19 届 美国 高 中 数学 考试 ,1968 年 ) 


[ 解 ] 设 框 顶 , 框 底 宽 为 xz , 框 边 宽 为 与 , 依 题 意 一 18f+z 一 -~- 





有 | 
(2x +24)(x + 18) = 2. 18.24, ~ 
即 7 + 30r — 216=0. 时 
解 得 ”x = 6 或 -36( 爹 去 ). | 
则 画 框 边 之 比 为 ; 
(++18): (2r+24)= 24:36=2:3. 
故 选 (C ). 
18.59 甜 形 ABCD 的 对 角 线 DB 被 两 平行 B 


直线 /与 /分 成 三 段 长 度 均 为 1 的 线段 ,这 里 /与 。 

! 分 别 通过 点 A 与 C 且 垂直 于 BD. 则 ABCD 的 

面积 为 (保留 一 位 小 数 ) C 
(A) 4.1. (B)4.2. (C0C) 4.3. 
(D) 4.4. (E) 4.5. 

(第 36 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1985 年 ) 

[ 解 ] 如 图 , 设 AE =a,， EF= 5b. 
在 Rt 全 ADB 中 由 射影 定理 有 


4 8 
a = DE.EB=1.2=2, Ne 
a = 42, 
又 在 Rt 人 ADF 中 同 理 有 a6 = 12， > \, 
和 p= + 





Sump =2. | 二 (org Urol 


一 ro A 
= 2 (2 十 方 )= 3 v2 SN 4.23 ~ 4.2. 
故 选 (B). 


18.60 ”如 图 中 ,AE ,CF 垂直 于 矩形 ABCD 的 对 角 线 BD,EE,F 分 
别 为 垂 足 , 关 BE = 1， EF = 2, 则 和 矩形 ABCD 
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a 


的 面积 是 4 p 
(A) 4 V3. (B) 3 V5. \,_X 
(C) 6. (D) 不 能 确定 的 . 、 AN 

(中 国 部 分 省 、 市 初中 数学 通讯 赛 ,1989 年 ) -一 人 , 
[ 解 1] 连 AC, 交 BD 于 O, 日 设 AE,BC 交 
于 点 G. 
由 题 设 有 BE = EO = 1, 则 AE 为 BO 的 垂直 平分 线 . 
又 ”一 BDC = BGA 站 
= 一 GC4 + LGAC, N\_ 一 
LGAC = LGAB = /GCA. 一 AN 
. LBDC = 2 一 DBC， G 


故 LDBC = 30?. 
ED 4 /万 -一 
CD= = =2, BC= V4 -2 =2V3. 
则 SwapgD = BC. GD=2V3.2=4V3. 
故 选 (A). 


[ 解 2] 由 设 BE= 1，EF =2， 

知 FD=1, FD=3, BD= 4. 

由 人 AEB cy 人 DEA, 有 AF?*= BE.ED=1.3, 

从 而 ARE = 3. 

则 Sagcp =2SAam = BD. AE = 4V3. 

故 选 (A). 

18.61 ”如 图 ,长 方形 ABCD 中 ,FF 为 边 CD 的 中 点 , 边 BC 的 长 等 
于 BF 长 的 3 倍 . 则 此 长 方形 面积 等 于 阴影 4 
部 分 面积 的 倍数 是 

(A)2. (B)3. (C) 4. (D) 5S. 

(第 2 届 “ 五 羊 杯 ” 初中 数学 竞赛 ,1990 年 ) 

[ 解 ] 设 CF= 4a,BE = 

则 CD = 2a, BC = 36, HBH CE = 20. 

则 9 阴影 二 SABCD 一 SAEcF 
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上. 上 
= 了 24…，38 7 *a 20 
= 2ap. 
又 SaBcp = 2a .3D = 6ab = 39 阴 影 


故 选 (B). 

18.62 ”将 一 长 方形 切 去 一 角 后 得 一 边 长 分 别 是 13,19,20,25 和 
31 的 五 边 形 ( 顺 序 不 一 定 按 此 ). 则 五 边 形 面积 为 

(A)459. (B)600. (C)680. (D)720. (E)745. 

(第 46 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1995 年 ) 

[ 解 ] 考虑 到 切 去 的 直角 三 角形 三 边 12 
关系 : ; 

(31 — 19)? + (25 - 20)2 = 13, 
知 原 长 方形 边 长 分 别 为 25 和 31{ 如 右 图 ). 

… 今 五 边 形 二 长 方形 一 今 二 角形 


=31x25- 让 X12x5 


= 745. 
故 选 ( 玉 ). 
18.63 ”和 矩形 ABCD 的 人 人 C 被 CE,CF 三 等 p Cc 


分 ,其 中 在 AB 上 ,下 在 AD 上 ,又 AF = 2,BE 
= 6, 则 Sapcp 最 接近 ， 
A E 





(A)110. (B)120. (C)130. 
(D)140. (E)150. 
(第 47 届 美 国 高中 数学 考试 ,1996 年 ) 


[ 解 ] 由 题 设 人 ECB = DCB ~ 30°, 


则 CB = Y3BE = 6Y3,..DF = 6Y3 -2. 
同 理 可 求 得 CD = Y3DF = 18 -2V3. 
.， Sapcp = CB CD = 108Yy3 - 36 ~ 150. 
故 选 ( 玉 ). 
18.64 一 和 矩形 R 的 边 长 为 a 和 65， 其 中 w < 6 ,要 得 到 边 长 为 之 ， 
y(x < a,y < a) 的 矩形 ,使 其 周 长 为 尺 的 周 长 的 了 ,面积 为 玉 的 面积 
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ni 


的 -3 ,这 样 的 不 同 的 矩形 的 个 数 为 
(A)0 (1 (OO2，  (D)4， (B) 无 限 多 
(第 14 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1963 年 ) 
[ 解 ] 由 题 设 可 有 3(z + y) = a + bp， 且 3zy = ob, 两 式 两 边 


or 
因 >z<a<0，vyv<a<vD, 则 上 式 不 能 成 立 . 
故 选 (A). 


18.65 ”在 Rt 人 ABC 中 ,BC = 5,AC = 12,AM = zr,MN | AC， 
NP | BC. 若 y= MN + NP 为 矩形 MCPN 的 半 周 长 , 则 


(A) y = (5+ 12). B 
AN 
(B) y = 3 1 
12 S 
A C 


_ 7 M 
(CO) y= (DD) y= 12. 
12 
~) ,3 
(E) y= >+6 


(第 8 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1957 年 ) 

[ 解 ] ”由 相似 三 角形 性 质 有 和 = 言 ， 即 MN = 证 x 

又 NP=12- x, 
则 y= NP+tMN= 5 

故 选 (C). 

18.66 ”三 角形 的 抵 为 5, 高 为 ,一 矩形 内 接 于 三 角形 ,其 底 在 三 
和 角形 的 底 边 上 ,其 高 为 x , 则 和 矩形 的 面积 为 

(A) 姑 ( - x) (B) 符 (6 - 7) (C) FE(h -2x). 

(D) x(b — x). (E) r(h — zx). 

(第 11 让 美国 高 中 数学 考试 ,1960 年 ) 
[ 解 】 设 算 形 长 为 y( 如 图 ) ,由 相似 形 性 质 有 


yh AN 
mo 本 让 
He 一 一 
| 一 一 一 一 一 一 
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故 选 (A). 


第 4 节 正方 形 


18.67 在 全 ABC 中 ,CA = CB, 以 全 ABC 的 边 BC 向 外 侧 作 正方 
形 BCDE , 若 DAB 的 度数 为 a, 则 

(A) a 视 个 ABC 而 定 . 

(B) ea 与 三 角形 无 关 . 

(C) a < /CAB. 

(D) a = /CAD. 

(E) 45° < «a < 90°. 

(中 国 广东 省 深圳 市 初中 数学 竞赛 ,1988 年 ) 
[ 解 ] 设 人 CAD = 8, 由 三 角形 内 角 和 性 质 有 
[180° ~ 2(@ + 8)] + 90° + 28 = 180°, 

得 a = 45". ” 即 a 与 等 腰 三 角形 形状 无 关 . 

故 选 (B). 站 4 

18.68 ”如 图 ,ABCD 是 正方 形 , 义 知人 ABE 
是 等 边 三 角形 量 玉 点 在 正方 形 ABCD E 
之 外 .一 AFED 的 度数 是 C 

(A)10. ，  (B)12.S. (C)15. 

(D)20. (E)25. 





(第 30 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1979 年 ) 
[ 解 ] 在 全 ADE 中 ,因为 人 DAE = 90°+60° = 150°, 晶 DA = 
AB = AE, 


则 LAED = ( 吉 =1) = 15°. 

故 选 CC ). 

18.69 ”在 全 ABC 中 ,CA = CB, 以 和 ABC 的 边 BC 向 外 侧 作 正 方 
形 BCDE , 若 DAB 的 度数 为 x , 则 


(A) x 视 人 ABC 而 定 . (B) xz 与 全 ABC 无 关 . 
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综 这 条 迪 


(C) r= /CAD. (D) z 不 可 能 等 于 人 CAB. 
(E) 45° < x < 90°. 
(第 7 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1956 年 ) 


[ 解 ] ”由 题 设 知 ， 
/LACB = 180° -2 一 CAB. 
且 由 AC = CD 知 
| I 
人 《CAD = 六 [180" - (ZACB + 907)]， B F 
即 ZCAD = 45° - 示人 ACB 45° - 方 (180' ~ 2/ CAB) 
= /CAB -45", 
又 ACAD= ACAB-x， 泵 x = 45.. 


故 选 (B). 

18.70 ”如 图 ,在 等 腰 梯 形 ABCD 中 ,AB// 4 B 
DC,AB = 998,DC = 1001,AD = 1999, 点 PP 在 
线段 AD 上 , 则 满足 条 件 ~BPC = 90° 的 点 P 的 
个 数 为 : 

(A)0. (B)1. 

(C)2. (D) 不 小 于 3 的 整数 . 

《中国 初中 数学 联赛 ,1999 年 ) 

[ 解 ] AD 的 中 点 M, 对 BC 张 成 90° 角 ; 

又 设 N 在 AD 上 , 旦 AN : ND = 998 : 1001， 

由 入 4ABN 和 和 DCN 都 为 等 腰 三 角形 推 知 , N 对 BC 张 成 90* 角 . 

注意 到 以 BC 为 直径 的 圆 与 AD 至 多 有 两 个 交点 ,可知 所 求 点 的 个 
数 为 2. 

故 选 (C ). 

18.71 ”如 图 ,着 ABCD 为 正方 形 , DE = EC, 了 人 CDE = 60", 则 下 
列 关系 式 : 

(1D)A1:A4=4:1; 4 D 

(2)/1:A3=1:1; . f 

(3)L1+ LA2): (L331+ /4)=5:3. p> 
其 中 正确 的 是 A 


C 


D C 


8 
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(A) (1),(2),(3). (B) 仅 (1). 
(C) 仅 (1) 和 (3). (D) 仅 (2) 和 (3). 
(中 国 广州 ,武汉 ,福州 等 五 市 初中 数学 联赛 ,1989 年 ) 
[ 解 ] 显然 人 CDE 为 等 边 三 角形 . 
又 /3= /2, LDAE = /ADEA = /EBC = 15°. 
故 /2 = /3 = 90°+15 = 105°, 
A1= 60°+45°+15° = 120°, /4= 45° -15° = 30°, 
(LA1+ /2):(L3+/4)= 225:135=5:3. 
综 上 (1),(3) 成 立 , (2) 不 成 立 . 


故 选 (C). 

18.72 ”如 图 ,ABCD 是 正方 形 , BF 
/ AC,AEFC 是 变形 , 则 人 ACF 与 F 度 ) C + 
数 的 比 是 四 人 

(A) 3. (B) 4. 

(C) 5. (D) 不 是 整数 。 ， 0 


(中 国 天 津 市 初中 数学 竞赛 ,1983 年 ) 
[ 解 1] 连 BD 交 AC 于 O, 过 E 作 EM / BD, 则 EM | AC. 
易 证 四 边 形 BEMO 为 矩形 . 

EM = BO = 方 AC. F 
又 ”AEFC 为 次 形 ,有 AE = AC， 则 


EM = 六 AE. 


从 而 在 RIA4AEM 中 ,FEAM = 30"， 
因而 人 F = 30". 

这 样 LACF = 180"- 30° = 150°. 

则 ~ACF 的 度数 : 人 F 的 度数 = 150 : 30 = 5. 

故 选 (C). 

[ 解 2] 设 正方 形 边 长 为 1, 则 AC = Y2. 在 个 ABE 中 ,ABE = 
90" + 45” = 135". 则 由 正弦 定理 有 


AFE AB 
sin ABE sin AEB’ 


由 AE = AC = v2,AB = 1, 
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人 


又 ”4AFB 为 锐角 ， 则 一 AEB = 30". 
由 CF/ AE, 知人 LF = 30",， 从 而 了 ACE = 150". 
LACF: /AF=150:30=5:1=5. 
故 选 (B). 
18.73 ”由 一 正方 形 的 各 角 处 截 去 相等 的 等 腰 直 角 三 角形 得 到 一 
个 正八 边 形 , 辱 正方形 的 边 长 为 1 , 则 这 些 三 角形 的 直角 边 长 为 


2+ /2 2 - V2 1 +V2 
(A) Ei (B) 一 7 . (Ca . 
1+ /2 2 -~ /2 
(D) 一 (E) 3 . 





(第 8 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1957 年 ) 
[ 解 ] 设 截 去 的 等 腰 直 角 三 角形 一 厢 长 为 x， 





则 底 边 长 为 V2>. 
则 x+y2xr+xr=1. 
Pa 2 一 2 
得 To 7 
故 选 (B). 


18.74 ”已 知 正方 形 工 的 对 角 线 长 为 a + 5, 正 方形 了 的 面积 为 
正方 形 工 的 面积 的 2 倍 . 则 正方 形 J 的 周 长 为 
(A) (a + bp). (B) Y2(a + 56)2. (C) 2(a + 6b). 
(D) y8(a + 4). (E) 4(a + 65). 
(第 11 届 美国 高 中 数学 考试 ,1960 年 ) 


a+p 


. 2 
[ 解 ] 正方 形 的 面积 为 (<“ 方 ”) = 证 (a + 5)?, 则 正方 形 


的 面积 为 (a + b)“, 其 周 长 为 4(a + 5). 
故 选 (EE). 了 ~ 
18.75 下 为 正方 形 ABCD 的 边 AD 上 的 任 一 

点 ,CE | CF 交 AB 延 长 线 于 五 , 若 正方 形 ABCD 

的 面积 为 236, 人 CEF 的 面积 为 200, 则 BE 的 长 为 4 ee 
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(A) 12. (B) 14. (C) 15. (D) 16. (E) 20. 
(第 14 届 美国 高 中 数 守 考试， 1963 年 ) 
[ 解 ] 由 设 有 CD = CB, 人 DCF = BCE, 
故 ”Rt 人 CDF RtACBE, 有 CF= CE 


则 SACEF 一 六 “CE:CF= 方 CE? 一 200 ， 


即 CE? = 400. Si 方形 AD = CB’ = 256, 

又 由 勾 股 定理 ”BE? = CE* - CB? = 400 - 2$6 = 144， 
所 以 BE = 12. 

故 选 (A). 

18.76 ” 若 一 正方 形 的 面积 与 其 周 长 在 数值 上 相等 ,而 一 正三 角 
形 的 面积 也 与 其 周 长 在 数值 上 相等 , 则 前 者 的 边 心 距 与 后 者 的 边 心 距 
比较 时 ,前 者 边 心 距 的 长 


(A) 等 了 后 者 。 。”(B) 分 俯 于 后 者 。  (C) 后 倍 于 后 者 


迷信 于 后 者 。 (FE) 与 后 者 的 关系 不 定 . 


V3 
(第 2 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1951 年 ) 
[ 解 ] 设 正方 形 边 长 为 a1, 边 心 距 为 p1; 正 三 角形 边 长 为 az, 边 
心 距 为 p,, 高 为 . 
由 设 有 af = 4ai， 又 25 = al, 
故 (2p1} 三 4(2p1), 得 p! = 2. 


(D) 到 


又 由 设 20 = 3a2， 及 3p;= 二 有 ,而 有 = 部 aa， 
故 az = 2V3p2， 


从 而 省 (2V3p27 = 3 .2V3p， 


得 p=2= pi. 


故 选 (A). 9— c 
18*77 正方形 ABCD( 如 图 ) 的 边 长 为 12 英 寸 ，。 

于 其 中 作 线 段 AE,E 在 DC 边 上 ,DE 长 5 英寸 . AE / 

的 垂直 平分 线 分 别 与 AE,AD 和 BC 相交 于 M,P 和 /~ 
Q ,线段 PM 和 MQ 的 比 是 
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尖 党 得 低 





(A) 5:12. (B) 5:13. (C)5:19. (D)1:4. (E) 5 :21. 
(第 23 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1972 年 ) 
[ 解 】 如 图 ,过 M 作 AB 的 平行 线 ,与 AD 相交 于 R, 与 BC 相交 
于 S, 那么 


1 _) 
RM = DE = 2 地 英 十 . 7 
因此 MS 的 长 是 12 -2 方 = 9 六 英寸 ? s 
~” RtA PMR co RIA QMS, / ~， 
4 日 


PM : MQ = RM : MS 
= 2 六 : 9 六 
= 3 :19. 
故 选 (C). 
18.78 PP 为 边 长 为 a 的 正方 形 内 的 一 点 ,P 到 正方 形 的 一 边 的 两 
个 端点 以 及 到 这 边 的 对 边 等 距离 , 若 d 表示 这 个 相同 的 距离 , 则 4 等 于 


3a da 3a V2a a 
(A). (B) 8 (C) 8 (D) 5 ， (E) 7 
(第 14 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1963 年 ) 

[ 解 ] 作 PF | CD 于 下 , 则 在 Rt 全 PDF 4 p 


中 ,由 勾 股 定理 有 有 2 


($) re 3 


解 得 4d = 2 B c 
故 选 (B). | 
1879 ”如 图 ,两 面 墙 间 的 距离 为 w, 它 们 之 R 
间 的 已 点 处 有 一 个 梯子 .梯子 的 长 度 为 a. 梯子 向 
一 侧 坪 靠 去 ,上端 触 博 于 Q 点 . Q 到 地 面 的 距离 为 k. 
此 时 梯子 与 地 面 成 45° 角 , 梯子 向 另 一 侧 墙 靠 去 ,上 端 ,| \ a 
触 墙 于 R 点 .R 到 地 面 的 距离 为 ,此 时 梯子 与 地 * 
面 成 75° 角 . 那么 两 墙 闻 的 距离 w 为 
(A) a. (B) RQ. (C) &. ~ / 
(D) 2 34. (BE) 大 
(第 33 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1982 年 ) 
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[ 解 ] 如 图 , 作 RX | BQ, 交 BQ 延长 线 于 


X. 
因为 ~QPR = 60°, 所 以 全 PRQ 是 等 边 三 角 局 
形 , 即 RQ = a. h 
同时 人 QRX = 90° -15° -60" = 15° 
= /ARP, A 





所 以 AARP 轨 ANXRQ， 因 而 z=j 上 一 一 一 

故 选 (E). 

18.80 ”一 个 8 x 10 的 果子 如 图 中 所 示 , 放 在 正方 形 房间 的 一 
角 , 房 屋 的 主人 想 搬 动 保 子 ,如 图 人 放置 . 

设 房间 的 长 为 S ,那么 要 使 移动 能 够 实现 . 而且 既 不 倾斜 人 桌 子 ,也 
不 把 桌子 锯 断 ,S 的 最 小 整数 值 是 

(A) 11. (B) 12. (C) 13. (D) 14. (E) 15. 

(第 39 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1988 年 ) 


了 | -| 


图 由 图 已 
[ 解 ] 因为 矩形 桌面 大 由 竖 变 模 挪 动 , 则 房 闻 最 窄 应 容许 桌面 对 
角 线 挪动 ( 变 向 ). 


V102 二 8 不 是 整数 ， /A 


SS =[VI0 +8]+1=[VI64]+1- 13. DA 
故 选 (C ). 


18.81 ”一 个 周 长 为 20 的 正方形 内 接 于 一 个 周 长 为 28 的 正方 
形 ,在 内 的 正方 形 的 一 个 顶点 与 在 外 的 正方 形 的 一 个 顶点 的 最 大 距离 
是 





(A) v58. (B) 23 (C)8. (D) v65. (FE) 5Y3. 


(第 44 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1993 年 ) 
[ 解 ] 内 接 正 方形 与 外 面 大 正方 形 的 每 边 都 交 于 一 点 . 设 这 些 点 
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把 边 分 成 x ,y 两 部 分 . 
这 样 ++y=7，x 二 y= 二 25，Xx 守 yy. 


解 得 x = 4,y = 3. 所 以 从 里 面 正方 形 的 顶 z y 
点 到 外 面 正方 形 的 顶点 的 最 大 距离 为 > 3 _ 
AB = VCTTy = VRTT | 
~ /65. y 
故 选 (万 ). 3 zB 


18.82 ”一 个 边 长 为 2 的 正方形 被 分 为 四 部 分 ,如 图 中 ,其 中 下 ， 
下 是 一 组 对 边 BC,AD 的 中 点 ,AG 垂直 于 BF. 这 四 个 部 分 能 重新 组 成 


一 个 矩形 ,如 图 @ ,那么 ,3 等 于 


大 Ww 
pal 
BB FE C 了 2 
图 中 图 从 
(A) 4. (B) 1 + 2 3. (C) 2 v5. 
(D) s+403. (E) 5. 


(第 39 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1988 年 ) 
[ 解 1] 由 图 中 可 以 看 出 : 
XY = BF+ED=2BF, YZ= AG. 


在 Rt 人 ABF 中， BF = Vl1?+2? = VS， 


AG _ AF 
又 Rt 人 AFG Rt 人 人 BFA， 有 AB = FH’; 
AB.AF 2.1 2 
邵 AG = 一 一 一 一 = 一 一 = 二 
FB VS VS 
所 以 XY: YZ = 2BF: AG =2/5: =5 
故 选 (五 ). 
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[ 解 2] 由 XY=2ED=2wv1+2=2y3$， 由 图 形 等 积 性 有 
又 XY. YZ= AB*， 故 yz B22, 
XY 2Y5 5 
即 全 二 = 5. 
故 选 (五 ). 
18.83 ”如 图 ,一 正方 形 的 旗子 上 有 一 等 宽 的 红 
十 字 ( 十 字形 关于 对 角形 对 称 ), 正 中 央 是 蓝 色 的 小 正 | 
方形 , 其 余地 方 为 白色 . 如 果 整 个 十 字形 (包括 红 , 蓝 ) exk 
占 旗 面积 的 36% ,那么 蓝 色 正方 形 面积 占 旗 面积 的 百 XA 
分 数 为 
(A) 0.5. (B) 1. (C) 2. (D) 3. (E) 6. 
(第 40 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1989 年 ) 
[ 解 ] 设 正方 形 边 长 为 10, 则 其 面积 为 100. 由 题 设 有 
Sp = 100: (1 ~- 36% ) = 64, 
县 四 个 白色 小 三 角 可 拼 成 一 个 方块 , 它 的 边 长 
为 V64 = 8. 
这 样 ,如 图 所 示 , 有 


4B = 六 (10 - 8) = |， 
所 以 EB= v12+ 和 = v2 自 
则 S¥ = (Y2)* = 2. 个 
故 选 (C). 


18.84 ”如 图 ,AB 和 BC 是 正方 形 ABCD 的 邻 





边 ;M 是 AB 的 中 点 ,六 是 BC 的 中 点 ,AN 和 CM 相交 ， C 
于 OO. 四 边 形 AOCD 和 ABCD 的 面积 比 是 
(A) 5 :6. (B) 3 : 4. N 
(C) 2 :3. (D) V3 : 2. 7 
(E)(Y3 -1):2. 4 


(第 26 届 美国 高 中 数学 考试 ,1975 年 ) 
[ 解 ] 连 AC,DB. 因 为 ABCD 是 正方 形 , 则 AC 和 DB 互相 乖 直 平 
分 于 P. 若 a 表示 正方 形 的 边 长 ,那么 
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四 
边 
形 








入 该 闷 


AC = DB = av2. D 
因 O 是 入 ABC 的 三 中 线 的 交点 ,所 以 


1 2 、 “ 
OP = 3 ‘a 这 样 SA ACOC 一 生 . 


这 样 Sxocn = 全 + 分 = 了 az. 因而 所 求 的 比 是 ” ” 
2 :3. 

故 选 (C). 

18.85 ”如 图 ,ABCD 是 一 个 正方 形 , CMN 是 一 pp C 
个 等 边 三 角形 . 若 ABCD 的 面积 是 一 平方 英寸 ,那么 ， 
CMN 面积 的 平方 英寸 数 是 














(A) 2yY3 - 3. (B) 1 - v3/3. 
(C) Y3 /4. (D) Y273. A 
(E) 4 - 2Y3. 


(第 25 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1974 年 ) 
[ 解 ] 设 DM = NB = zx; 那么 AM = AN = 1->x. 又 若 用 > 表 
示 等 边 人 CMRN 的 边 长 ,由 勾 股 定理 我 们 有 
+1 =y 和 (1-x)+(l-xr)= yy. 
将 第 一 个 方程 代入 第 二 个 方程 中 ,我 们 得 
2(1—- x) = x +1, 妈 Tx*-4x+1=0. 
解 得 x = 2 上 +y3. 但 因为 2+y3 > 1, 则 我 们 只 能 选择 
r=2-y3. 
SACMN = SODABCD ~ SAANM — SANBC ~ SAcpM 
机 


1 2 人 人 
= 1 > (1 x) 7 7 


- 方 (1 x?). 
代入 并 = 2 一 Y3, 我 们 得 到 Sacww = 2Vv3 -3 
故 选 (A). 
18.86 ”等 边 人 ABE 的 顶点 瓦 在 正方 形 ABCD ， 
内 ,F 是 对 角 线 BD 和 线段 AE 的 交点 . 若 AB 长 


VI 万 ,那么 人 ABF 的 面积 是 \ 
NL DY. On /NN 
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(D) 4- 23. (E) +. 

(第 29 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1978 年 ) 

[ 解 ] 作 公 AFB 的 高 FG ,又 设 x 表 示 AG 的 长 .p 

从 右 图 中 可 以 看 到 FG = Y3x， 

且 V1+ 厅 =A4B=x+Yy3)， 
即 1+Y3 = xz2(1+V3)2， 

两 边 除 以 1+Y3 有 1 = x2(1+VY3)， 








所 以 SaaBr = 了 AB .FG 
= 总 ， xz (1 + v3) .V3 
1 
= V3. 
故 选 (C ). 


18.87 ”如 图 ABCD 是 2x2 的 正方 形 ,F 为 4B 的 中 点 ,下 是 BC 
的 中 点 ，AF 和 DE 相交 于 1 ,又 BD 和 AF 相交 于 五 , 则 四 边 形 BEIH 的 


面积 为 
了 国语 (05: \ 7 
8 3 
(D) 1s. (E) 志 . 7 
(第 42 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1991 年 ) 2 
[ 解 ] 易 证 全 ABF 心 作 DAE, 则 ADE = AAA 


了 BAF ,月 邻 其 为 .又 可 得 AIE = 90". 





则 sna = 让 -一 =- ， 
ED VE+2 5 


由 万 = ADcosa = 
又 易 证 DH = 所 BD - 12 
(从 下 页 图 可 看 出 五 为 BG 中 点 地 末 ,G 三 等 分 BD). 


则 S AD 一 六 ， 1D. DHsin IDH 
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六 沉 和 芒 许 





1 4 4 。 4 ? 
2 3 sin(45 Q ) 元 
-卫生 .4 和. 昂 (二 -二 ) 2 
2°% 3 2\/5 5 全 
_8 
1 
从 而 Sun =1- 基 = 二 


故 选 (C). 

18.88 区 米 将 一 块 正方 形 的 钟 面 天 成 一 块 投 镖 的 靶 板 , 利用 
“钟点 位 置 ”作为 边界 线 (如 图 所 示 ). 如果 上 是 8 个 三 角形 之 一 (例如 ， 
12 点 与 1 点 间 的 区 域 ) 的 面积 ,g 是 4 个 角 上 的 四 边 形 之 一 (例如 ,1 点 


与 2 点 间 的 区 域 ) 的 面积 ,那么 等 于 | \ 
(A 275-2 (BI. (OL 
(D) v3. (E) 2. 





(第 44 属 美国 高 中 数学 考试 ,1993 年 ) 
[ 解 ] 设 钟表 的 中 心 为 0, 用 AOB 标记 从 12 点 到 1 点 的 三 角形 ， 
用 OBCD 标记 从 1 点 到 2 点 的 四 边 形 ,EF 表示 3 点 的 位 置 ( 如 图 所 示 )， 
那么 人 AOB 宪 人 EOD. 
令 AB = 1， 因为 AOB = 30"， 





所 以 OA = V3. SOAacE 二 3， SA aAOB 一 3, 
S S -25 
9 _ DOBD _ JOACE 人 AOB 
因此 i SAAOB SAA0B 
- RUE _ ~ 23-2 
SAAOB 
故 选 (A). 
18:89 ”如 图 ,ABCD 是 面积 为 1 的 正方 形 , 全 BPC 为 正三 角形 ， 
则 全 BPD 的 面积 为 4 p 
Pp 
/3—1 2v3 -1 V3 
(A) 本 ， (B) 8 (C) 于， 
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.一 上 (E) 二 
(中 国 北 京 市 初中 数学 竞赛 ,1984 年 ) 


(D) = 


[ 解 ] 连 AC 交 BD 于 O, 连 PO, 则 PO /DC. ， 


有 Sappo = SAcpo. 





SABPD = Sagr 一 SARX = 3 一 本 ， 
1 8 
= 
故 选 (DD). 
18.90 ”如 图 ,已 知 边 长 为 a 的 方形 ABCD ,为 AD 的 中 点 ， 
PP 为 CE 的 中 点 ,下 为 BP 的 中 点 . 则 会 BFD 的 
面积 是 
(A) a (B) a 
(C) 让 a2 (D) 二 42. 





(中 国 浙江 省 初中 数学 竞赛 ,1993 年 ) 
[ 解 ] 连 PD,BE, 由 设 下 ,P 分别 为 AD,EC 中 点 ,利用 矩形 对 角 
线性 质 ( 见 图 @) 可 证 BE // PD. 





图 人 


SABED = 7 SA BDP; 


XX SeEm = SAppp， 则 SABpEp = Sagm = 本 Seo 


1 
而 Sacpe = 4 DAB 则 SAarp = 起 a?. 


故 选 (CC ). 
18.91 ”如 图 ,图 形 了 与 于 是 等 边 三 角形 ,它们 的 面积 分 别 为 
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这 术 


32 V3 与 8Y3 平 方 英寸 ,图 形 [[ 是 一 个 面 
积 为 32 平方 英寸 的 正方 形 , 设 线段 AD 
的 长 减少 了 12.5% ,但 4B,CD 的 长 仍 AANA 
保持 不 变 , 则 此 正方 形 面积 减少 的 百 分 4 B C D 
数 是 

(A) 12 方 。 (B)25. (C50 (D) 75。 (BE) 87 二 . 

(第 19 届 美国 高 中 数学 考试 ,1968 年 ) 
[ 解 ] 若 正三 角形 边 长 为 a, 则 其 面积 
S = Be 
由 上 公式 于 等 边 三 角形 工 , 焉 ,可 求 出 
AB = 8Y2, CD = 4V2. 

此 外 可 求 出 正方 形 边 长 BC = 4 2. 

故 AD= AB+ BC+ CD = 16. 

而 AD 的 12.5% 即 2Y2, 当 BC 减少 2Y2 时 还 剩 2Y2, 此 时 它 的 面 
积 为 8, 即 面积 减少 了 75% . 

故 选 ( 品 ). 

18.92 ” 边 长 为 1 的 正方 形 ABCD, 点 ,下 各 在 边 A4B 与 4D 上， 
且 AE = AF, 车 四 边 形 CDFE 有 最 大 面积 ,最 大 面积 是 

(六 (B) 训 (OO 荔 。 (D 襄 (BE) 冯 ， 

《第 13 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1962 年 ) 

[ 解 ] 令 AE = AF = xr, 作 EG | DC， 则 


rm _1-x 

SAEoc = 7 EG GC = 7 
1 

5 梯形 DFEG = 5 XIl + (1 ~ zx)] 4 r EE B 


] z 
F772 — 7), 有 


9 四边形 CDFE 三 全 APoC 十 梯形 DFEC 


三 六 (1 十 之 一 六 2)， 
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当 一 让 时 ,有 极 大 值 全 E ET 
故 选 ( 品 ). B 
18.93 ”如 图 , 边 长 为 4 的 正方 形 截 去 一 角 成 

五 边 形 ABCDE ,其 中 AF = 2,FB=1. 在 AB 上 求 

一 点 了 ,使 矩形 PNDM 有 最 大 的 面积 , 则 P 点 位 置 2 Ac 

在 


(A) A 点.(B) AB 的 中 点 .(C) 全 = 2 的 点 ，(D) B 点 ， 
(中 国 江苏 省 徐州 市 初中 数学 竞赛 ,1988 年 ) 


[ 解 ] 延长 MP,NP 分 别 交 FC,EF 于， fg ， 
G,K, 设 PK = x， 则 MM 
BG=1-x. 
.. . PG _ AF _ 
. 全 BGP WA 人 人 BFA,.. BGC = BF = 2， 
即 PG = 2(1 — x). 0 





日 MP=4-2(1~ x). 

义 SpypM = MP. PN= (4- x)[4-2(1 -zx)] 
= 一 2z2+6z+8， 

当 0 帮工 入 1 时 ,Spwpm 的 最 大 值 为 12. 

即 PP 与 B 重合 时 ,Sprvpw 最 大 . 





故 选 (DD). 
18.94 如 图 , 正方形 OPQR 内 接 于 4 
个 ABC. 已 知人 AOR .全 BOP 和 公 CRQ 的 AN 
面积 分 别 是 S = 1， S: = 3 和 S; = 1. 那 9 R 
么 ,正方形 OPQR 的 边 长 是 A A 
(A)Y2. (B)Y3. (C)2. (D)3. 8B 万 oo 
(中 国 初中 数学 联赛 ,1991 年 ) 
[ 解 ] 设 正方 形 OPQR 的 边 长 为 x, 即 OP 1 
= PQ= QR= OR= zx. 0 AN 
作 全 ABC 的 高 4D ,并 交 OR 于 FF. 一 | \ 
在 人 4OR 中 , 已 知 S1=1，OR=x.， ] 了 , 
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该 傈 


故 得 AF = 


同 理 可 得 ”BP = 人 ， QC = 之 . 


故 Sawc = 二 4D.BC= 本 ( 生 +z) (全 + 全 
= 地 (+10+ 芒 | 


又 ”SAa = S1+ Sy+ S3+ Sorwr = + 


由 (+10+3)=5+r, 


zz1=16, 则 x =2. 
故 选 (C). 
18.95 “等 腰 直 和 角 全 ABC 中 有 两 种 作 内 接 正 方形 的 方法 ,如 图 由 


~ : 
图 人 心 图 人吉 


作 的 内 接 正方 形 面积 是 44lcm- , 则 同一 个 全 ABC 中 按 图 @ 作 的 内 接 
正方 形 面积 是 
(A) 378. (B)392. (C) 400.(D) 441，《〈(E) 484. 
: (第 38 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1987 年 ) 


— 
二 








图 @ 图 由 
[ 解 ] 设 AB = a, 则 AC = V2a. 又 设 图 图 中 正方 形 边 长 
为 x, 图 由 中正 方形 边 长 为 y, 由 题 设 
Xx "二 441 得 x = 21. 
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利用 等 腰 直 角 三 角形 性 质 ,不 难 从 右 图 中 看 出 ; 
4a=4P=27z=42. 


且 y= -34C= 本 .42 人 =144 
则 Sy = y = 392. 
故 选 (B). 


18.96 一 个 等 边 三 角形 的 周 长 比 一 个 正方 形 的 周 长 大 
1989cm, 三 角形 的 边 长 比 正 方形 的 边 长 大 gcm, 且 正方 形 的 周 长 大 于 
0 ,那么 4 不 能 取 的 正 整数 的 个 数 为 

(A) 0 (B) 9. (0C) 221.  (D) 663， (E) 无 穷 多 个 . 

(第 40 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1989 年 ) 

[ 解 ] 车 设 正方 形 和 正三 角形 边 长 分 别 为 5,a, 依 题 意 有 


3a - 45 = 1989, 中 

a—b=4d, © 

bp>0. 3 
将 加 代入 中 有 ”3d -5 =- 1989, 即 d = 663+ 之 ， 


3 

又 5>>0, 则 4 > 663, 因 而 a 不 能 取 1 一 663 这 663 个 正 整 数 . 

故 选 (DD). 

18.97 ”如 图 ,把 正方 形 ABCD 的 对 角 线 AC 分 成 段 ,以 每 一 
段 为 对 角 线 作 正 方形 , 设 这 ?个 小 正方 形 的 周 长 p 
为 p, 下 方形 ABCD 的 周 长 为 !, 则 p 与 7 的 关系 是 

(A)p>1. (B)p=1. 

(C) p<l. (人 (D) p 与 1 无关. 
(第 5 届 “ 结 云 杯 ” 初中 数学 洲 请 赛 ,1988 年 ) 

[ 解 ] 设 2 个 小 正方 形 的 对 角 线 长 分 别 为 3 


D211 772 72,,, 则 





A C 


mi+ m+ "+m, = AC. 


又 奉 每 个 小 正方 形 周 长 分 别 为 pi，, py,…, p,， 


2 
则 2. (各) = mt, 即 mm = 2 (k = 1,2,.",7n). 


171 十 71727 十 … 十 371 


-1 
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Ean 


= (pit pt + p,) 


= p= 4C， 
而 AC = C1= Pp, 则 /= 
故 选 (B). 

第 5 节 梯 形 


18.98 ”如 图 ,在 梯形 ABCD 中 ,AB 和 CD 为 两 底 , 且 对 角 线 BD 
和 腰 AD 等 长 . 如 果 DCB = 110" ,CCBD = 30', 那 么 人 ADB 等 于 
(A) 80°. (B) 90°. (C) 100°. » 


C 
(D) 110°. (EE) 120°. 
(第 32 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1981 年 ) 4 Ap 


[ 解 ] 在 人 BDC 中 ,BDC = 180° -110" - 


30" = 40°. 

又 因为 DC V AB, 所 以 人 人 BDC = 人 人 DBA = 40 .人 4ABD 是 等 腰 三 
角形 , 则 LDAB = DBA = 40°. 

所 以 ADB = 180° -2. 40 = 100°. 

故 选 (C). 

18.99 ”上 顺 次 联结 四 边 形 各 边 的 中 点 ,所 得 四 边 形 是 一 个 萎 形 . 那 
么 原 四 边 形 的 形状 是 


(A) 等 腰 梯 形 . (B) 矩形 . (C) 萎 形 . (D) 以 上 结论 都 不 对 . 
(中国 广州 武汉 ,福州 等 五 市 初中 数学 联赛 ,1987 年 ) 

[ 解 ] 由 题 设 知 , 原 四 边 形 的 两 条 对 角 线 相等 , 则 它 可 能 是 等 腰 
梯形 ,可 能 是 矩形 ,也 可 能 是 正方 形 , 还 可 能 是 其 他 四 边 形 , 即 其 形状 不 
确定 . 

故 选 (DD). 

18.100 ”以 线段 a = 5，5 = 10，c = 15，4d = 20 作 梯形 四 
边 ,这 样 的 梯形 (不 全 等 的 ) 

(A) 至 少 能 作 三 个 . (B) 恰好 能 作 两 个 . 
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(C) 仅仅 能 作 一 个 . (了 D) 一 个 也 不 能 作 . 

(第 1 届 “ 五 羊 杯 ” 初中 数学 竞赛 ,1989 年 ) 
[ 解 ] 因 梯 形 总 有 两 条 边 互 相 平 行 ,这 样 ; 
若 a /cc, 如 图 外 中 所 示 ,10,10,20 不 能 构成 三 角形 三 边 , 故 不 受 ; 
大 a//b，6b/c，c//d，b/d, 与 上 同 理 不 受 ; 
而 a /a 可 作 两 个 梯形 ,但 它们 是 全 等 的 , 见 图 @ ~ @. 


10 5 20 20 


图 图 @ 图 @ 
故 选 (C). 
18.101 梯形 ABCD 的 一 条 底 边 AB 是 另 一 条 底 边 DC 的 二 倍 , 五 
是 两 条 对 角 线 的 交点 . 若 对 角 线 AC 长 11, 那 么 EC 长 等 于 


(A) 3 和 (B)3 了 (DO4  (D) 3 二， (BE)3 


(第 23 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1972 年 ) 
[ 解 ] 让 四 边 形 的 边 AD, BC 相交 于 V， 


那么 对 角 线 AC, BD 是 人 ABV 的 两 条 中 线 , 它 
们 的 交点 玉 分 AC 成 2 :1 的 比例 . 2 c 
所 以 EC 的 长 是 3 或 3 人 个 单位 . ， ， 


故 选 (A). 
18.102 ”如 图 ,四边形 ABCD 是 梯形 ， AB // DPC， AB = 5， 
BC = 3Y2, 了 BCD = 45° 且 CDA = 60°, 那么 DC 的 长 度 为 


NI 
3 
(C) 9 方 。 (D) 8 + V3. Dp < 


(E) 8+3V3. 





(第 35 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1984 年 ) 
[ 解 ] 如 图 ,从 A,B 作 DC 的 垂 线 分 别 交  ， ， 8 
DC 于 下 ,EE, 全 BEC 是 等 腰 直 角 三 角形 ,所 以 
BE = EC = 3. D ~ 
又 因为 ABEF 是 长 方形 ,所 以 FE = 5， 





世界 数学 奥林匹克 解 题 大 辞典 635 





ee 周旋 床 


AF = 3. 
信 AFD 是 30" - 60" - 90° 的 特殊 直角 三 角形 ,所 以 


DF = LAF = 3, DC = 8+Y3. 


v3 
故 选 (D). 
18.103 ”如 图 , 若 线 段 4B 和 CD 互相 平行 ,又 人 D = 2 人 B, AD 
= a, CD = 5b, 则 AB 的 长 度 等 于 


(A) 一 ya+26. (B) 六 b+ 袜 


4 

(C) 2a 二 已 (D) 45 - 方 a 
(E)}a+b. 

(第 21 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1970 年 ) A 六 
[ 解 】 作 一 D 平 分 线 DE 交 AB 于 五 . 
由 设 ABVWCD, 且 /AD = 248B，, 

克 CDE = LB, 有 自 FD/ BC. 
.. BE= DC= 5b. B 
又 /AFED = /B= /ODE = /ADE, 

则 AE = AD = 4. 

和 AB= AE+BE=a+b. 

故 选 ( 玉 ). 5 
18.104 如 图 ,在 直角 梯形 中 , 底 4B = 

13，CD =8，4D 14B5, 并 且 A4D=12, 则 4 到 BC 的 距离 为 
(A) 12. (B) 13. 


D- 8 C 
(C) 10. (D) < 区 
(E) 二 二 
(中 国 部 分 省 .市 初中 数学 通讯 赛 ,1985 年 ) A = B 


[ 解 ] 过 C 作 CF | AB 于 F, 可 以 求 出 ， 


8 C 
BC = AB. 
于 是 人 ABE 2 人 CBF. ， ， 
所 以 AE = CF = 12. 
i 4” 让 B 


故 选 (A). 
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18.105 ”梯形 两 底 角 之 和 为 90", 上 


D 
线段 之 长 是 


(A)3. (B)4. (C5. (D)6. “ FH E 8 
(安徽 省 初中 数学 竞赛 ,1996 年 ) 

[ 解 ] 作 CF // AD 交 AB 于 F, 依 题 设 知 人 FCB = 90". 

又 CE 为 Rt 全 FCB 斜 边 上 中 线 , 则 


m1 了 . 一 一 
CF= r=” (11— 5)= 3. 


再 设 G .日 分 别 为 梯形 上 、 下 底 OC 、AB 的 中 点 ， 
则 EH = BH- BE = CG = 2.5, 
知 ”GHEC 为 平行 四 边 形 . 
从 而 GH = CE = 3. 
故 选 (A). z 
18.106 已 知 凸 四 边 形 ABCP 中 ,AB V CD, 且 AB + BC = 形 
CD + AD. 则 
(A) AD > BC. (B) AD < BC. 
(C) AD = BC. (D) AD 与 BC 大 小 关系 不 能 确定 . 
(中 国 江 苏 省 初中 数学 竞赛 ,1987 年 ) 
[ 解 ] 假设 AD WBC, 过 C 作 CE // AD 交 AB 于 E( 如 图 ), 又 
AB V CD, 则 








AE = CD, CE = AD. nr 
由 题 设 知 CD+ AD = AB + BC, 有 / 

AE + AD = AE + EB+ BC, / 

4 一 8 
即 BE + BC = AD - EEC, 不 妥 . 

因而 AD // BC, 妈 四边形 ABCD 为 平行 四 边 形 . 
.. AD = BC. 
故 选 (C). 


18.107 ”直线 HK 和 BC 在 同一 个 平面 上 , M 是 线段 BC 的 中 点 ， 
BH 和 CK 垂直 于 KE. 则 有 

(A) MH = MK. (B) MH > BK. 

(C) 有 时 有 MH = MK . (D) MH > MB. 
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入 和 售 


(E) :BH < BC. 
(第 21 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1970 年 ) 
[ 解 ] 过 M 作 MN | HK 于 NN， 
M 是 BC 中 点 , 且 BH | HK,CK | HK,， 
MN / BH/ CK. 
且 ”NN 平分 HK. 则 MN 系 HK 的 垂直 平分 线 . 
MH = MK. 
故 选 (A). 
18.108 ”梯形 ABCD 中 ,AB// CD, 昌 了 A+AB=90', 若 AB = 
a， CD = 5 ,又 记 , 下 分 别 是 4B,CD 的 中 点 . 则 EF 等 于 


划 C 





(A) S$ (a+b). (B) (a 6). 
(C) Va’ 十 人 (D) va -六 


(“祖冲之 标 ” 初中 数学 邀请 赛 ,1991 年 ) 
[ 解 j 如 图 ,延长 AD,BC 交 于 天 ,由 设 人 A + 人 B = 90 则 
LAKB = 90°. 
硅 连 KE 交 CD 于 F' , 则 FF 亦 为 CD 中 点 即 与 下 重合 (由 相似 形 性 质 ). 
由 直角 三 角形 斜 边 中 线性 质 知 Kk 


人 六、 
KE = 六 4B = 广 4 


2 2“， 2 
KF = 1 1, /NR 
三 7 二 7 )、 | EF 
从 而 EF = KE- KF = (a-b). 
故 选 (B). 
18.109 梯形 ABCD 中 ,AD // BC, 若 LB = 40', 人 人 C = 50*， 
又 下 ,MM ,FN 分 别 是 AB,BC,CD,DA 的 中 点 ,是 EF = a, MN = 4b， 


则 BC 为 


(A)a+t+b. (B) a + 2565. (C) 2a + b. (D) 2a — 5b. 
(第 2 届 “ 结 云 杯 ” 初中 数学 流 请 赛 ,1985 年 ) 
[ 解 ] 考虑 极端 情形 :AD = 0 时 ,这 时 A,D,N 三 点 重合 . 
LB= 40", LC = 50°, 
LBAC = 90°. 
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而 NM 为 该 三 角形 斜 边 上 中 线 .又 ACN,D) 

EF 为 三 角形 的 中 位 线 , 则 
BC = 2MN = 28， 

日 BC=2EF=2a， 故 a = 5b，. 8 0 

此 时 (B),《(C),(D) 分 别 为 3a,3a,a; 而 
代入 (A) 时 得 24. 因 而 (A) 正确 . 

故 选 (A). 

18.110 ”如 图 ,ABCD 为 等 腰 梯 形 ,AD 
= BC=5，AB=4，DC=10, 点 C 在 DF 





上 ,B 是 Rt 全 DEF 斜 边 的 中 点 . 则 CF 等 于 四 
(A)3.25.  (B)3.5. (0O3.75 2 C 
(D) 4.0. (E) 4.25. 


(第 40 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1989 年 ) 
[ 解 ] 作 BH | DF, 则 BH // EF. 





ABCD 是 等 腰 梯 形 ， 
CH = 了 (DC - AB) = 3， 
则 DH = DC- CH= 10-3=7. 
DB DH 
占 LD __ LD 
B 是 DE 中 点 ,又 PE = PFE? 
.. DF = 14. 
则 CF = DF- CD=4. 
故 选 ( 疡 ). 


18.111 ”一 梯形 的 两 底 为 3 和 9, 两 腰 为 4 和 6, 一 平行 于 底 的 
直线 分 梯形 为 周 长 相 等 的 两 个 梯形 , 则 此 直线 分 腰 之 比 为 
(A) 4:3. (B)3:2. (C4:1. (D)3:1. (E)6:1. 
(第 8 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1957 年 ) 
[ 解 ] 设 梯 形 一 腰 被 分 成 m : n, 且 平行 3 


线 截 线 长 为 x, 则 p+ = 6. 、 
\ 


、 ni 
由 设 3+ 和 十 壹 十 4， 9 
好 十 天 
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说 你 


n 
mn 





0+n+x+4: 


即 (mm —n)+4. -+= 6, 


?11 十 开 


由 入 ++ 二 6， 则 
(m — nn)(1+ 二 ) 二 6,， 有 mn = - 


盏 由 wt+n = 6 可 解 得 m= 总， n= 

从 而 :n=4:1. 

故 选 (C ). 

18.112 ”在 梯形 ABCD 中 ,AB // CD,4B = 3CD,E 是 对 角 线 AC 
的 中 点 ,直线 BE 交 4D 于 下 . 则 4F : FD 的 值 是 

(A)2. (B) 3 (OO 与， (D)1. 

(中 国 湖 北 省 黄 闪 地 区 初中 数学 竞赛 ,1996 年 ) 

[ 解 ] 过 C 作 CGV BF 交 AD 的 延长 线 于 G( 如 图 ). 

由 AB/ CD,， CG / BF 得 人 ABF 人 DGCG,， 

因此 AF:DG= AB:DC=3:1. 

又 由 CG // BF，AE = EC, 得 AF = 
FG, 
因此 AF :FED =3:2= 了 与. 

故 选 CC). 

18.113 “ 老 等 腰 梯 形 的 大 底 等 于 对 角 线 , 而 小 底 等 于 高 , 则 小 底 
对 大 撒 的 比 为 


(A) 六 





2 3 3 2 
(B) 3 (OC) 4 (D) 5 (FE) 5 
(第 4 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1953 年 ) 
[ 解 ] 如 图 ,梯形 4ABCD , 设 


AD = AH= ss,AC= BC=1, 


则 BH = 全 地 ， /~ z 
Rt 人 AHC 中 ， ,~ 
在 Rt 中 ,由 勾 股 定理 有 » ~ , 
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2 2 
fis t+i+s 
即 -2+( ) 或 如 -2= 人 4 ) ， 

+ 过 








2 
区 
故 选 (D). 
18.114 “如 图 ,在 等 腰 梯 形 ABCD 中 ,AB 7 
MA CD,4B = 2CD, 人 A = 60', 又 玉 是 底 边 AB 
上 一 点 , 且 FE = FB= AC,FA=AB. 则 AEF:  P 
EB 等 于 
(A)1:2. (B) 1:3. 4 人 B 
(C)2:5. (D) 3 : 10. 


(中 国 初中 数学 联赛 ,1992 年 ) 
f 解 ] 设 CD = 1, 则 FA = AB = 2, 易 证 BC = 入 ,LACB = 
90". 故 FE = FB= AC= 3. 

AB Br BE 3 
又 人 ABF 人 FBE, 有 FF = BE BE = 人 三方. 
于 是 ME =- hB- 了 = 了 
从 而 AE :EB=1:3. 
故 选 (B). 
18:115 在 梯形 ABCD 中 ,AB / CD，AC 交 BD 于 0， 


< 加 
MON ]A 2B, 且 MON 分 别 交 AD ,BC 于 M,N. 则 aB + 等 于 





1 2 3 4 
(A) WN (B) VN: (C) NN (D) NN 
: (中 国 广州 .武汉 、 福 州 等 五 市 初中 数学 联赛 ,1987 年 ) 


MN MN 
[ 解 ] 由 %p 1 CD 
_ MO+ON, MO+ ON 
AB CD D C 
MO ON MO ON 
-AB+AB'CD CD M4 N 
_DO,C0,40 ,0B 
DB AC AC DB A B 
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六 次 利和 


_ DO+OB, CO+AO 
-DB AC 
二 2， 


故 选 (B). 

18.116 ”梯形 被 两 对 角 线 分 为 四 个 三 角形 ,大 A,B 分 别 表示 两 底 
与 对 角 线 围 成 的 三 角形 的 面积 , 则 梯形 的 面积 是 

(A) 2(A + B). (B) (vA + VB). 


(C)A+B+ VAB. (D) A+ B+ a. 
(中 国 部 分 省 .市 初中 数学 通讯 赛 ,1984 年 ) 
[ 解 ] 如 图 ,在 记 S| = Sorg， S2 = p F 


SApoc， NA 
显然 ,S1 = S, 又 入 EOF 与 个 FOG 等 高 ， 
和 AA_ EV 


nl 
则 3， = OF’ H 


又 _EFVHG, 有 上 = 站 


A_> 


全 = 加 即 S$=A.B, 

.. S| = S, = vA.B, 

则 Sepsy ~=A+B+2VA-.:B= (vA+ vBY. 

故 选 (B). 

18.117 ”如 图 ,在 梯形 ABCD 中 ,CD // AB， AC.,BD 交 于 P 
点 ., 记 全 PCD, 合 PDA ,全 PAB, 人 PBC 的 面积 分 别 为 Sj),S;,S;,Ss. 则 
成 立 的 关系 式 是 

(A) S11+ SH3= S++ Sy. 

(B) S + 9 之 S; + Sy. 

已 


(C) SI + Si > S， + Sy. NS 
RE a 
(中 国安 徽 省 安庆 等 。 


县 市 初中 数学 竟 赛 ,1991 年 ) 


B 
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[ 解 ] 无 妨 设 DC 过 AB, 日 设 DC = ae，A4B = 565. 又 过 PP 作 两 
平行 线 的 公 重 线 EF , 目 令 EF = h,， EP=h, PF= 六. 
由 个 PDC ww 人 PBA, 及 DC < AB, 知 hh 才 有 hy. 


1 
SABCD 一 F(a 十 bp)h Dp < 全 C 
1 SN 
一 F(a + Bhi + ho) pa 
二 方 (ahi + 多 2) + 方 (ahz + bh1)， 4 F 3 
又 S1+ S3 = 本 (ai + bh2), 
则 S> 十 Sa 一 SABCD (SI 十 S;) 二 六 (aha 十 bh ). 和 
注意 到 ”者 xz 宇 y，4 之 v， 则 zx(w-v)-y(u-v)20. + 
印 22 yi rv + yu, 人 


深 舍 旦 


同 理由 az 和 88， 站 委 h， 则 ahi + bh 守 ahy + bhi. 
9S1+ 93 之 9, + 941. 

故 选 (B). 

18.118 如 图 ,梯形 ABCD 中 ,AB// pp C 
CD, 会 DCE 与 人 DCB 的 面积 的 比 为 1 : 3, 则 
全 DEC 的 面积 与 全 ABD 的 面积 比 为 

(A)1:5. (B)1:6. A B 

(C)1:7. (D)1:9. 

(广州 武汉 ,福州 等 五 市 初中 数学 联赛 ,1984 年 ) 

[ 解 1 由 设 Sapce : Sapcs = 1 :3, 由 等 ( 同 ) 高 三 角形 面积 比 
的 性 质 知 :DE : DB=1:3， 或 DE:EB=1:2. 

由 个 DECwWABEA, 知 CE:AE=1:2. 

从 而 SaApEc : SAapBp = 1 :606. 


故 选 (B). 
[ 解 2] 设 Saspe = n， Sampe = m， 
则 SAADE = SABCE = V mn, 
SA DE 7 ] 


DABD n+ Vv mn 3 
有 vvza =272 或 n= 4m,，, 
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18.119 ”如 图 ,梯形 ABCD 的 对 角 线 相交 。 ， D 
于 点 O, 公 OBC, 人 OCD, 人 ODA ,全 AOB 及 梯 N57 
形 ABCD 的 面积 ,分 别 为 1,S;,S;3, Ss4,S, 对 于 0 
以 下 三 个 结论 : 

人 已 知 S : $5, 就 可 求 出 AD : BC; 2 

G@) 已 知 (S| + S;,) : S, 就 可 求 出 AD : BC; 

已 知 S,: S, 就 可 求 出 AD : BC. 
正确 的 认识 是 

(A) 只 有 是 正确 的 . (B) 只 有 多 是 正确 的 . 

(C) 只 有 中 ,@ 是 正确 的 ”(D) 中,@,@ 都 是 正确 的 . 

(中 国 初中 数学 联赛 ,1986 年 ) 

[ 解 1] 延长 BC 至 EE, 使 CE = AD, 则 Sanr = 5S. 


入 这 
毒 :;- 
岩 
名 


名 





.p~_ (BEN 
AD: BC= ( 明 )-1 ss 
> /SN - 
= /之 -1， / \ 、 
SI D po ~ E 
. 53+s4 9 
QO,Q 部 是 正确 的 . 


又 SiS3= Sf， 有 ， 





(BC+ AD 一 SS ”EC ”BC S- 
2S 
see 六 从/ 
@) 也 正确 ， 
故 选 (DD). 


[ 解 2] 多 证 Sy 一 Sa 一 S193, 
则 S= SI1+ S33+2 VS;; 


S _|,. 3 / 33 
sl+ts +2 5S 1， 


则 由 9S1 :9 己 知 ， 可 求 93 : Si. 
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S 
由 入 ADO 人 CBO, 可 求 出 名 = 村 , 则 @ 正确 ， 
SI + 93 二 292 SI1+ D2 9 十 93 














x 1 
S1 二 9 2 十 3 
S 
in Ol + SO2 2 DS2 + SO3 
则 者 已 知 一 一 ， 可 求 汪 一 一 ， 从 而 可 求 SS 
OAAD _ AD S21+ s, 
. SABD BC 91 十 92 
可 求 , 即 @ 正确 . 
再 SS _ SI+S+2VvS53 SI+531 5 5 
9 S2 SS; 十 
者 知 SS : 5, 可 求 (Si + S;) : V S193, 四 入 
| _ 51 十 D3 _ 边 
形 
议 VS1S3 
53 , /53 ,1 
则 Si k SI 十 1 机 和 
S . 
从 上 可 解 得 5 ,从 而 可 求 得 BG , 即 @ 正确 
故 选 (DD). 


18.120 ”一 梯形 的 短 底 ,高 ,长 底 依 次 组 成 等 差 数 列 , 设 是 此 梯 


形 的 面积 , 则 


(A) & 一 定 是 整数 . (B) 一定 是 分 数 . 
(C) 上 & 一 定 是 无 理 数 . (D) 上 一 定 是 整数 或 分 数 . 
(E) (4),(B),(C),(D) 均 不 正确 . 

(第 18 届 美国 高 中 数学 考试 ,1967 年 ) 
[ 解 ] 设 梯形 短 底 , 高 ,长 底 分 别 为 c -gd，a，a+d. 


则 玉 = S 梯 形 = 3[(a-d)+(atd)la= a“. 


由 a 的 任意 性 , 知 (A),(B),(C),(D) 均 不 正确 . 
故 选 (五 ). 
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es 谢 条 施 


第 十 九 章 ”多边形 


第 1 节 五 边 形 ,六 边 形 ,…… 


19.1 如 果 西 n 边 形 下 (mn 实 4) 的 所 有 对 角 线 都 相等 ,那么 
(A) FF € | 四 边 形 上 
(B) 下 E | 五 边 形 }. 
(C) F € | 四 边 形 | U | 五 边 形 }. 
(D) FE 1 边 相等 的 多 边 形 | U 1 内 角 相 等 的 多 边 形 }. 
(中 国 高 中 数学 联赛 ,1982 年 ) 
[ 解 ] 用 正 五 边 形 作 反 例 可 否定 结论 (A). 
用 正方 形 作 反例 否定 结论 (B). 
用 等 腰 梯 形 作 反例 否定 结论 (DD). 
所 以 正确 的 结论 只 能 是 (C). 
故 选 (C). 
19.2 ”如 图 , 各 边 都 相等 的 五 边 形 ABCDE 中 ,人 ABC = 
2 人 人 DBE .那么 人 ABC 为 
(A) 60°. (B) 120°. 4 


(C) 90°. (D) 45°. ” 
(中 国 黑龙 江 省 哈 尔 演 市 < | 
初中 数学 竞赛 ,1992 年 ) D 
[ 解 ] 由 题 设 五 边 形 各 边 都 相等 ,无 妨 


考虑 对 称 的 情形 ,如 图 可 有 
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2w 十 yY 三 180 ， A E 


2a + B= 2B, sf 
B+26 = 180 ， Dy 
4a+B+27Y+26=540. | ~ 


解 得 a = 15°, 8 = 30", 7 = 150", 
6 = 75°. 
故 ABC = 2a+ B= 60.. 
故 选 (A). 
19.3 ”ABCDE 是 一 个 正 五 边 形 ,AP,AQ 和 AR 是 从 A 分 别 到 
CD ,CB 的 延长 线 和 DE 的 延长 线 所 引 的 垂 线段 . 设 O 是 五 边 形 的 中 心 . 


若 OP = 1, 则 AO + AQ + AR 等 于 A 
(A) 3. (B) 1 + 5. (C)4. & -元 AR © 
(D) 2+¥5. (E) 5. E B 


(第 37 届 美国 高 中 数学 考试 ,1986 年 ) 
[ 解 ] 连 AD,AC, 并 连 OD,0OC, 和 且 设 正 五 


边 形 边 长 为 a. ? O° 
Sgpe = 5Saom = 5 "la A 
5 RCI ye 
=- 7 了 4， E B 
且 SaABDE = SAAFD + OAanf + SAACB 
~ 1.AR+ la.AP+ia.AQ D p C 


2 2 2 
= 广 a(AR + AP + AQ), 


>a = a(AR + AP + AQ). 


BB AR+AP+AQ=5, 


又 OP=1, AO= AP-1. A 
AR+ AO+ AQ = 4. 
故 选 (C). 
19.4 ” 凸 五 边 形 ABCDE 中 ,A = LB C 
= 120°,EA = AB = BC = 2,CD =.DE = 4. 
ABCDE 的 面积 4 





这 位 


关 十 小 
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和 


(A) 10. (B) 7 Y3. (C) 15. (D) 9 v3. 
(第 44 届 美国 高 中 数学 考试 ,1993 年 ) 
[ 解 ] 连接 CE, 易 知 ABCE 是 等 腰 梯 形 . 设 下 ,G 分 别 为 A,B 癌 


CE 所 引 的 垂 线 的 垂 足 , 则 EF = CG. 
因为 LGBC = 30, 有 CG = 六 BC = 1，BG = 3. 
而 CE= CG+GF+FE=1+2+1=4, 


所 以 人 CDE 是 等 边 三 角形 . 则 D 
Sp = 六 BG . (AB + CE) 


= 二 V3(2+4) = 3Y3, 


E C 
S APE 一 CE 一 总 "16 = 4 v3. 
A B 
所 以 SABDE = Sa + SAE = 73. 


故 选 (B). 
19.:5 ” 凸 六 边 形 的 六 个 内 角 的 度数 是 一 个 自然 数组 成 的 等 差 数 
列 . 设 m" 为 这 个 六 边 形 内 角 中 最 大 角 的 度数 , 则 mx' 的 最 大 可 能 值 是 
(A) 165°.  (B) 167°. (CC) 170°. (BD) 17$  (E) 179°. 
(第 42 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1991 年 ) 
[ 解 ] 设 该 等 差 数列 公差 为 q", 依 题 意 有 
Om 一 ea = (6 — 2) .180, 


即 6m -15d =720， 或 m= 120+ 2 
因而 mx = 120+ > < 180"， 即 ad<24. 
又 nm 为 自然 数 , 故 4 是 偶数 ， 则 4 = 22. 
这 样 m = 120+ 3 = 175. 
故 选 (DD). 


19.6 一 个 公园 的 形状 是 每 边 长 2 千 米 的 正六 边 形 . 艾 莉 思 
(Alice) 从 一 个 角 点 出 发 , 沿 公园 的 周 界 走 了 5 千 米 ,与 她 的 出 发 点 相 


距 的 干 米 数 为 
(A) v13. (B) V14. (C) v15. 
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(D) v16. (E) v17. 
(第 37 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1986 年 ) 


[ 解 1] ”由 设 知 艾 莉 思 从 A 走 到 K( 如 图 ). Bp 。 cc 


易 算得 ”AC = 2Y3, 有 是 人 ACK = 90° ， 1 
(… LBCD = 120°,8 LBCA = 30°). ， D 
= VAC+ COCR’ 
= VI2+1 = V13. 
故 选 (A). F E 


[ 解 2] 连 AD, 易 求 得 AD = 4, 且 ADK = 60",DK = 1. 在 
个 ADK 中 由 余弦 定理 有 
er DK* — 2AD . DK cos60° 


Ver+P-2.4:1. 二 2.4.1. 


-= 13. 
故 选 (A). 
19.7 一 个 正三 角形 和 一 个 正六 边 形 的 周 长 相 等 ,如 果 三 角形 的 
面积 是 2 时 , 则 六 边 形 的 面积 是 
(A) 2. (B) 3. (C) 4. (D) 6. (E) 12. 
(第 21 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1970 年 ) 
[ 解 ] 从 图 易 见 





SFEA 边 形 : SA = 二 6:4=3:2. 


故 选 (B). 
19.8 ” 周 长 相同 的 正三 角形 ,正方 形 , 正 六 边 形 的 面积 分 别 是 S;， 
S4,Se, 则 


(A) S3> S4 > S56. (B) Se > S4 > S53. (C) So > Si > Ss. 
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3 沉 第 诗 


(D) S > S6 > S51. (E) Ss > Se > 9S3. 
(中 国 初 中 数学 联赛 ,1984 年 ) 
[ 解 ] 设 相同 的 周 长 为 127(7 > 0) , 则 它们 的 面积 分 别 是 


S; = . 41 - 41 .sin60" = 4 VY32, 
Ss = 37.37 = 90, 
Se = 6Y322, 
Se > S4 > 5;. 
故 选 (B). 


19.9 ” 若 Pi1P;,P3PsPsPs 是 一 个 正六 边 形 . 它 的 边 心 距 ( 从 中 心 
到 一 边 中 点 的 距离 ) 是 2, 年 Q; 是 边 PP;,; 的 中 点 ,其 中 i = 1,2,3,4， 
孝 么 四 边 形 Qi Q2Q3Q4 的 面积 是 


(A) 6. (B) 2 6 (C) 3. (D) 3 3. 
(第 30 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1979 年 ) 
[ 解 ] 车 O 是 六 边 形 的 中 心 , 则 OQ;(i = Pp, 
1,2,3,4) 即 为 正六 边 形 边 心 距 . Q, 个 、 






那么 QiQ;Q;Qs 的 面积 是 三 个 等 边 三 角形 “ 
个 QIQ2O0, 全 Qi1Q30O, 合 Q3Q4O 的 面积 之 和 ， o 
它们 的 每 边 长 是 2. 已 
因此 Saaaoa = 3 人 223 
= 3V3. 
故 选 (DD). 
19.10 ”正六 边 形 ABCDEF 条 边 中 点 连 成 有 B 
一 个 小 正六 边 形 . 则 小 正六 边 形 面 积 是 大 正六 
边 形 面积 的 
(A) 十， (B) 3. (0) 地 (DD) 之 (BE) 号 
(第 47 届 美国 高 中 数学 考试 ,1996 年 ) E D 


[ 解 ] 相似 图 形 面积 比 等 于 其 相应 边 长 的 平方 比 . 
今 考察 以 A 为 顶点 的 大 正六 边 形 被 小 正六 边 形 截 得 的 一 角 ( 如 


EF 人 
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图 ). A 
显然 “MAN = 120", 设 AM=&a. a a 
M< 一 N 
作 AH | MN 于 H, 知 MH = 部 。 H 


S 大 正 x 边 形 (2AM)” _ (AM ) _3 


AH 4 . 


S 小 Ex 动 形 。 (2AH)? 

故 选 (DD). 

19.11 ” 凸 等 角 六 边 形 ABCDEF 中 AB = 1,BC =4,CD = 2 且 
DE = 4. 则 该 六 边 形 面积 是 

(A) 号， (B93 (O16 DB (DS. 

(第 50 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1999 年 ) 

[ 解 ] 连结 BE, 由 设 BC= DE=4, | 8 
了 BCD = 人 CDE 120", 知 四 边 形 BCDE 系 等 4 4 
腰 梯 形 , 自 人 人 CBE = DEB = 60". 

进而 可 推 得 AFEB 亦 为 等 腰 梯 形 , 这样 有 


EF = 1, 
又 由 CBE = 60", 可 算得 BE = 6. ? 
同 理 可 算得 AF = 5. F 4 
这 样 Spcoe = 3 * (2+6) VP- - 


= 8V3， 


且 Sur = 5 + (5+6) NP- (+) = Uy 


Sascver = 8Y3+ = 全 
故 选 (五 ). 
19.12 ”如 图 ,大 a,b 和 4 分 别 是 正 九 边 形 的 边 长 ,最 短 对 角 线 和 
最 长 对 角 线 ,那么 
(A)d=a+b. 一 人 
(B) d2 = a?+ 52. a 
(C) d* = a*+abt+b?. 


a+d 


(D) 6。 = 7 
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(E) 六 = ad. 
(第 28 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1977 年 ) 

[ 解 ] 如 图 ,PP; …P。 是 正 九 边 形 ;用 

PiP,， =a, PP1=6b, PiPs= 4d. 

又 Q 和 R 在 PjPs 上 ,有 生 P,Q | PiP;， 

PsR | PiP;. 

因为 PP; = P3Ps 且 正 九 边 形 的 每 个 内 角 是 








| 1509- 2] _ 140°, 


可 得 ”二 P;P;,P, = 20°. 
因此 LPJPJQ = 30"， PIQ = pA 


同样 地 P;R = 与 . 

这 样 PIP; = PIQ + PP+ PsR, 妈 4= 2+5 
故 选 (A). 

19.13 (1) 由 x* 一 y=0， 可 得 


(2) 如 果 一 条 直线 有 两 点 到 另 一 条 直线 距离 相等 ， 那么 这 两 条 直 
线 平行 . 

(3) 者 两 个 三 角形 两 边 对 应 相等 , 征 面积 也 相等 , 则 它们 全 等 . 

(4) 七 边 形 的 内 角 中 ,至 少 有 四 个 钝 角 . 


上 述 命题 中 正确 命题 的 个 数 是 
(A) 1. (B) 2. (C) 3. (D) 4. 
(第 3 届 “ 结 云 杯 ” 初中 数学 邀请 赛 ,1986 年 ) 
[ 解 ] (1 由 xz- 多 =0 得 zx+y=0 或 NI 
+ ~ y = 0, 原 命题 不 真 7>< 
(2) 如 右 图 9 可 知 原 命题 不 真 . … M ” 
(3) 如 图 加 , AD 是 人 ABC 底 边 BC 上 的 中 图 @ 


线 , 人 4BD 与 人 4DC 满足 题 设 , 然 它们 不 全 等 . 知 原 命题 不 真 . 
(4) 奎 凸 七 边 形 至 多 有 三 个 钝 角 , 则 其 至 少 有 四 个 锐角 , 知 其 外 角 
人 至少 有 四 个 钝 角 ,它们 和 大 于 360° ,矛盾 .因而 原 命题 正确 . 
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故 选 (A). A 


19.14 ”对 于 命题 
( 工 ) 内 角 相 等 的 圆 内 接 五 边 形 是 正 五 边 形 . 
(可) 内角 相等 的 圆 内 接 四 边 形 是 正四 边 形 . 8 C 


以 下 四 个 结论 中 正确 的 是 图 四 
(A) 工 , 开 都 对 . (B) 工 对 , 开 错 . 
(C) 1 错 , 对. (D) I ,都 错 . 
(中 国 初中 数学 联赛 ,1993 年 ) 
[ 解 ] 命题 【 是 成 立 的 . 寿 已 知 圆 内 接 五 边 形 4 
内 角 相 等 , 如 下 页 图 连 AC,BE, 可 证 和 ABC 安 
人 BAE， 有 AFE = BC. ,CS 
类 似 地 可 证 : AB = CD， BC = DEFE， \ ) 
CD = AE, DE = AB. Nh 
即 AB= BC = CD= DE = EA, 
即 五 边 形 为 正 五 边 形 . 


命题 不 真 ,只 须 注意 圆 内 接 和 矩形 四 个 内 和 角 皆 相等 即 可 . 
故 选 (B). 


第 2 节 nn 边 形 


19.15 关 症 多边形 的 边 数 由 3 到 ;增加 , 则 其 多 边 形 的 外 角 的 


(A) 增加 . (B) 减少 . (C) 保持 不 变 . 
(D) 不 能 预算 . (EE) 变 成 (n - 3) 个 平角 . 
(第 1 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1950 年 ) 
[ 解 ] 上 nn 边 形 外 角 和 为 : 
1 。 180 — (nx —2).: 180" = 360°, 
即 为 定 值 . 
故 选 (CC). 


19.16 ” 设 多 边 形 P 的 内 角 和 为 S, 已 知 每 一 内 角 为 其 同 项 点 的 外 


角 的 7 六 倍 , 则 





x 十 小 


康信 
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给 这 第 伴 


(A) S = 2660°, 且 P 可 能 是 正 多 边 形 . 
(B) S = 2660°, 且 P 不 是 正 多 边 形 . 
(C) S = 2700', 且 PP 是正 多 边 形 . 
(D) S = 2700’, 月 P 不 是 正 多 边 形 . 
(E) S = 2700", 且 P 可 能 是 正 多 边 形 也 可 能 不 是 正 多 边 形 . 
(第 11 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1960 年 ) 
[ 解 ] 由 设 及 多 边 形 内 、 外 角 公 式 有 
(nn -2) .180- 








] =- 7 二 :名 , 得，= 17 
则 S=(17-2).180” = 2700". 但 P 不 一 定 为 正 多 边 形 . 
故 选 (五 ). 
19.17 “如果 多 边 形 的 内 角 和 是 外 角 和 的 3 倍 , 则 此 多 边 形 的 边 
数 是 
(A) 6. (B) 7. (C) 8. (D) 9. 


(第 1 届 “ 五 羊 杯 ” 初中 数学 竞赛 ,1989 年 ) 
[ 解 ] x 边 形 内 和 角 和 为 {x -2): 180", 且 其 外 角 和 为 
n+*180° (nC—-2). 180" = 360 . 
依 题 设 有 (1 -2) .180"=3.360"， 得 n=8. 
故 选 (C). 
19.18 ”两 正 多边 形 内 角度 数 之 比 为 3 : 2, 有 这 种 情况 的 正 多 边 
形 的 个 数 是 
(A)1. (B) 2. (C) 3. (D) 4. (E) 无 穷 多 . 
(第 13 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1962 年 ) 
[ 解 ] 令 Na 分 别 代表 两 种 正 多 边 形 边 数 , 故 其 角度 量 间 的 关系 
可 表示 成 
(N-2)180" 3 (n -2)180° 


N 2 71 


6 

由 于 2 N 均 为 不 小 于 3 的 正 整 数 , 故 只 须 考虑 2 = 3,4,5 的 情形 ， 
相应 地 有 N = 4，8，20. 

(注意 到 nn = 6 时 ,6-7 =0 7 >6 时 6- <0) 
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故 选 (C). 
19.19 ”上 瑟 边 形 的 内 角 记 为 人 A,B,C,…, 上 且 
lgsinA + lgsinB + jgsinC + ** = 0. 
则 该 多 边 形 是 
(A) 等 腰 梯 形 . (B) 矩形 . (C) 直角 三 角形 . (D) 正六 边 形 . 
(中 国安 徽 省 安庆 等 县 市 初中 数学 竞赛 ,1991 年 ) 
[ 解 ] 由 设 有 jg(sinAsinBsinC…) = 0， 
: snAsinBsinC:… = 1,， 
0<A4A,B,C,…<rTr,， 则 0<sn4,snB,sinC ,所 1 
因而 sinA = sinB = snC = …= 1， 
印 4=B=C=…=90. 
凸 n 边 形 外 角 和 为 360”， 
n 二 360" 二 90" = 4. 则 多 边 形 为 矩形 . 
故 选 (B). 
19.20 ”一 握 半边 形 的 2 个 内 角 成 等 差 数列 ,如 果 公 差 是 $ ,最 大 
角 为 160" , 则 72 等 于 
(A) 9. (B) 10. (C) 12. (D) 16. (E) 32 . 
(第 19 届 美国 高 中 数学 考试 ,1968 年 ) 
[ 解 ] 由 设 凸 n 边 形 个 内 角 分别 为 
160 ，160 — 5°, 160° ~ 2.5°,., 160° ~ (n — 1)5°, 
它们 的 和 为 
2 .160"-[1+2+……+(2 一 1)] .5S = 
又 四 n 边 形 内 角 和 为 180" . (x 一 2). 
令 它 们 相等 ,化 简 后 有 n* +7n -144 = 0. 
解 得 ”nn = 9 或 -16( 舍 去 ). 
故 选 (4 ). 
19.21 使 得 一 个 正 边 形 的 内 角 的 度数 是 整数 的 个 数 有 
(A) 16. (B) 18. (C) 20. (D) 22. (E) 24. 
(第 44 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1993 年 ) 
[ 解 ] 因为 正 n 边 形 的 一 个 内 角 的 度数 是 





5S .nn(65—n) 
2 了 
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人 _ 180° -360 


天 


所 以 ”必须 是 360 的 约 数 . 


而 360 = 2 .3 .9!, 它 的 约 数 有 形式 nw = 2“3%5‘， 这 里 
a =0,1,2,3, b=0,1,2，c=0,1. 

因此 ,360 共有 4， 3 2 = 24 个 约 数 . 

因为 n 宇 3, 排 除 1 和 2, 所 有 的 n 有 22 个 可 能 的 值 . 


故 选 (DD). 
19.22 ”两 个 等 角 凸 和 多边形 P 与 P, ,它们 的 边 数 不 同 , P 的 每 一 


角度 数 为 x,P, 的 每 一 角度 数 为 kx ,其 中 & 是 大 于 1 的 整数 , 则 数 对 
(x,k) 的 可 能 的 数目 有 


(A) 无 穷 多 个 . (B) 有 限 个 ,但 多 于 2. (C) 2. 
(D) 1. (E) 0. 
(第 12 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1961 年 ) 
[ 解 ] 多 边 形 的 边 数 最 少 为 3, 则 x 的 最 小 可 能 值 为 60". 
又 是 多 边 形 每 个 内 角 均 小 于 180°, 故 kx < 180". 
由 题 设 & 为 大 于 1 的 整数 ， 
故 ” 当 x = 60"， 上 = 2 为 一 解 ,因此 时 kx = 120° < 180°. 
即 Pj 为 三 角形 , PP, 为 六 边 形 ; 
当 x> 60 或 & > 2 时 ,kx 之 180", 无 解 . 
故 选 (D). 
19.23 一 个 上 是 多 边 形 的 内 角度 数 成 等 差 数 列 . 若 最 小 的 角 是 


100" ,最 大 的 角 是 140° ,那么 多 边 形 的 边 数 是 


(A) 6. (B) 8. (C) 10. (D) 11. (E) 12. 
(第 27 届 美 国 离 中 数学 考试 ,1976 年 ) 
[ 解 ] 者 设 n 是 多 边 形 的 边 数 , 则 上 晤 ”多 边 形 的 内 角 和 是 


(n 一 2)180". 由 等 差 数 列 前 项 和 公式 有 


(n — 2)180 = (100 + 140), 


解 得 hn = 6. 
故 选 (4A). 
19.24 “看 一 个 凸 多 边 形 除去 一 个 角 以 外 所 有 角 的 和 是 2190", 那 
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么 多 边 形 的 边 数 应 为 
(A) 13. (B) 15. (C) 17. (D) 19. (E) 21. 
(第 24 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1973 年 ) 
[ 解 ] 设 为 已 知 凸 多 边 形 的 边 ( 角 ) 数 ,x 为 除去 角 的 度数 . 
那么 180(n 一 2) = 2190 + 工 ， 


\ 2190+x 30 x 
所 以 n-2= 7 Tg 一 12+ Tg0 + 180 = 12 + 1 ， 


注意 到 0 < zz< 180”. 

从 而 vv= 150"，.. n= 15. 

故 选 (B). 

19.25 ”一 个 凸 多 边 形 的 内 角 和 减 去 一 个 内 角 的 度数 所 得 的 值 为 
2570" .此 内 和 角 的 度数 应 为 

(A) 90°.  (B) 105°.  (C) 120°.  (D) 130°.  (E) 144°. 

(第 33 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1982 年 ) 

[ 解 ] 一 个 边 的 晤 多边形 的 内 角 和 为 (n - 2) 180" .假设 + 是 
要 求 的 那个 内 角 , 则 有 

(2 -2).180" = 2570 "+ x， 其 中 0°<x< 180".. 

当 = 17 时 , (nn 一 2) :180° = 15. (180°) = 2700"， 
于 是 > 过 = 130". 

若 ) 姑 < 17, 则 > 将 得 到 负 值 ,这 不 可 能 ; 

条 n> 17, 则 之 将 超过 180" ,与 凸 多 边 形 的 条 件 不 符 . 

故 选 (DD). 

19.26 《一 个 凸 x 边 形 , 除 一 个 内 角 外 ,其 余 nn 一 1 个 内 角 的 和 为 
2400", 则 nn 的 值 是 

(A) 15. (B) 16. (C) 17. (D) 不 能 确定 的 . 

(中 国 部 分 省 .市 初中 数学 通讯 赛 ,1987 年 ) 
[ 解 1j] 由 于 凸 n 边 形 的 内 角 和 为 (2 一 2) .180"， 
设 z 为 其 中 一 内 角度 数 ,由 题 意 得 
2400 + r= (nC— 2). 180", 
由 于 等 式 之 右边 为 180 的 倍数 , 则 ”x = 120°, 于 是 
2520° = (n — 2) . 180°, 
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即 -2=14, 或 = 16. 
故 选 (B). 
[ 解 2] … 西 ?2 边 形 每 个 内 角 均 在 0" 到 180" 之 间 ， 
n 个 内 角 的 和 在 2400" 到 2580" 之 间 . 
2400" < (2 -2) .180" < 2580” (n € N), 
则 15 方 <n<16 雪 ， 即 n= 16. 
故 选 (B). 
19:27 ” 凸 2? 边 形 的 2 个 内 角 与 某 一 个 外 角 的 总 和 为 13S0" ,出 
n 等 于 
(A) 6. (B) 7. (C) 8. (D) 9. (E) 10. 
(中 国 北京 市 初中 数学 竞赛 ,1984 年 ) 
[ 解 ] 凸 盖 边 形 内 角 和 为 (2 ~ 2) :180", 设 那 某 一 个 外 角 为 a, 则 
(nn —2). 180°+a = 1350°, 自 0° <o< 180°. 
由 整数 整除 的 性 质 知 90 | ea, 故 a = 90", 求 得 n = 9. 
故 选 (DD). 
19.28 ” 凹 多 边 形 中 ,小 于 120° 的 内 角 不 能 多 于 
(A) 2 个 . (B) 3 个 . (C) 4 个 . (D) 5 个 . 
(中 国 浙 江 省 宁波 市 初中 数学 竞赛 ,1987 年 ) 
[ 解 ] 是 多 边 形 外 角 和 为 360". 若 设 其 小 于 120° 的 内 角 数 为 &, 这 
些 角 相应 的 外 角 则 大 于 60”. 
“但 &:60"<360"， 得 <6. 


即 上 最 大 为 5. 

故 选 (万 ). 

19.29 ” 巴 八 边 形 的 内 角 中 , 钝 角 个 数 为 冯 ,锐角 个 数 为 于 , 则 
(A)m<n. (B)m>n. 

(C) m=n. (Dm 过 Zn， mn,， m= nn 都 有 可 能 . 


(“江汉 杯 ” 初 中 数学 竞赛 ,1991 年 ) 
[ 解 ] 因为 凸 2 边 形 外 角 和 为 360°, 则 凸 八 边 形 的 外 角 中 非 锐 角 
个 数 不 大 于 3. 
因而 , 凸 八 边 形 内 角 中 非 钝 角 个 数 不 大 于 3. 
从 而 天 所 3， 7 之 5, 由 此 可 有 和 > 7 


658 上 人 世界 数学 奥林匹克 解 题 大 辞典 











故 选 (B). 
19.30 “如果 限 定 凸 多 边 形 恰 有 三 个 内 角 是 钝 角 ,这 种 多 边 形 的 
边 数 最 多 是 
(A) 4. (B) 5. (C) 6. (D) 7. (E) 8. 
(第 36 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1985 年 ) 
[ 解 1] 因为 凸 多 边 形 外 角 和 为 360°, 故 其 外 角 中 非 锐角 个 数 不 
超过 3( 且 题 设 其 有 三 个 钝 角 , 则 外 角 中 已 有 三 个 锐角 ), 即 其 内 角 中 非 


印 角 个 数 不 多 于 3 个. 
义 该 多 边 形 有 三 个 钝 角 内 角 , 则 其 边 数 最 多 是 6. 
故 选 (C ). 
[ 解 2] 由 题 设 知 n 边 形 有 3 个 钝 角 , 则 有 n - 3 个 锐角 或 直角 ， 第 
这 样 + 
(2 — 2) :180° < (n — 3).90°+3.180°, 多 大 
解 得 ”n < 7. 因而 ns = 6. 坟 


故 选 (C ). 
19.31 ” 辐 1992 边 形 的 内 角 中 非 锐 角 的 个 数 至 少 有 
(A) 1988 个 . (B) 1989 个 . (C) 1990 个 ，(〈D) 1991 个 ， 
(中 国 北 京 市 初中 数学 竞赛 ,1992 年 ) 
[ 解 】 丙 4 边 形 内 角 和 为 (x - 2) . 180", 故 其 外 角 和 为 2 . 180*. 
则 其 外 角 中 钝 角 至 多 有 3 个 , 故 其 内 角 中 非 锐角 至 少 有 
1992 - 3 = 1989 个 . 
故 选 (B). 
19:32 设 ) 为 目 然 数 , 且 人 4. 又 设 凸 n 边 形 中 出 现 锐角 的 最 
大 数 为 M ,出 现 锐角 的 最 小 个 数 为 m; 则 M + m 的 值 是 
(A) 3. (B) 4. 
(C) 大 于 4 的 自然 数 ， (D) 不 能 确定 . 
(中 国 上 海 市 初中 数学 竞赛 ,1985 年 ) 
[ 解 ] 由 凸 守 边 形 所 有 外 角 和 为 360", 当 半 六 4 时 ,至 多 有 3 个 外 
角 是 钝 角 , 即 凸 n 边 形 最 多 有 3 个 内 角 是 锐角 , 即 M = 3. 
而 矩形 的 四 个 内 角 和 皆 为 90" , 而 非 锐角 , 则 mw = 0. 所 以 
M+m 三 3. 


世界 数学 奥林匹克 解 题 大 辞典 659 





故 选 (A). 
19.33 ”一 个 厨 2 边 形 共有 27 条 对 角 线 , 则 这 个 凸 n 边 形 的 边 
数 为 
(A) 11. (B) 10. (C) 9. (D) 8. (E) 7. 
(中 国 湖北 省 武汉 市 初中 数学 竞赛 ,1985 年 ) 


[ 解 ] ”是 n 边 形 对 角 线条 数 为 地 n(n - 3). 由 题 设 有 
1 _ 
人 有 (7 一 3) = 27， 


即 0 一 32-34= 10. 
解 得 ”=9 或 -3( 仿 去 ). 
故 选 (C). 
19.34 ” 凹 七 边 形 的 所 有 对 和 角 线 把 该 七 边 形 分 割 成 许多 不 重 秋 的 
小 凸 多 边 形 .其 中 边 数 最 多 的 小 多 边 形 的 可 能 边 数 是 
(A) 5. (B) 6. (C) 7. (D) 大 于 7 的 自然 数 . 
(中 国 上 海 市 初中 数学 竞赛 ,1987 年 ) 
[ 解 1] 由 题 设 知 :任意 小 是 多 边 形 的 边 都 是 大 凸 七 边 形 的 对 角 
线 . 
显然 ,同一 顶点 出 发 的 三 条 对 角 线 不 可 能 作为 同一 凸 多 边 形 的 边 . 
所 以 ,小 囊 边 形 的 边 最 多 是 由 一 个 顶点 出 发 的 两 条 对 角 线 组 成 .但 
一 条 对 角 线 连 着 两 个 顶点 ,这样 小 凸 多 边 形 边 数 最 多 是 7. 
故 选 CC ). 
[ 解 2j 设 边 数 最 多 的 小 凸 多 边 形 边 数 为 闫 ,其 每 边 连 结 凸 七 边 
形 两 个 顶点 , 共 连 结 2m 个 顶点 . 
叉 吕 七 边 形 每 个 顶点 最 多 引出 两 条 线 成 为 上 述 多 边 形 两 条 边 . 
故 每 个 顶点 最 多 被 计算 两 次 ,这样 2 所 14, 所 以 nr 志 7. 
又 当 串 七 边 形 为 正七 边 形 时 ,其 对 角 线 可 
分 割 出 一 个 新 的 正七 边 形 , 即 = 7 可 以 达 
到 . 
故 选 (C). 
19.35 一 个 正 入 边 形 恰好 被 mw 个 正 n 
边 形 包围 (无 空 际 , 无 重 释 ), 如 图 jx = 4,n = 
8 时 的 情况 , 若 关 = 10, 则 n= 
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(A)5. (B)6. (C)14. (D)20. (E)26. 
(第 45 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1994 年 ) 
[ 解 ] 由 正 有 边 形 内 角 公 式 可 知 ; 正 10 边 形 每 个 内 
角度 数 为 


180". (10 -2) _ a 


rr 44°. 
依 题 意 144 "+ 2， 和 = 360°. 
解 得 7 = 5. 
故 选 (A). 
19.36 ”三 个 不 重 从 的 正 多 边 形 , 其 中 至 少 有 两 个 全 等 , 且 它 们 边 
长 全 为 1, 又 它们 相交 于 A 点 ,此 时 三 个 多 边 形 的 汇 于 A 点 的 三 个 内 角 


和 为 360" .这样 以 A 为 内 点 形成 一 个 新 的 多 边 形 , 这 个 多 边 形 最 大 周 
长 可 能 为 
(A)12. (B)14. (C)18. (D)21. (E)24. 
(第 50 届 美国 高 中 数学 考试 ,1999 年 ) 
[ 解 ] 注意 到 正 1 边 形 内 角度 数 为 (n - 2)180"/n. 这 样 可 有 下 
表 : 


下 2” 边 形 边 数 3 4 5 6 7 
每 个 内 角 和 角度 60° 90° 108° 120° 128.6° 


8 9 10 11 12 











133 140° 144 147.2° 150° 





下 由 题 设 稍 作 分 析 后 可 知 : 两 全 等 的 正 多 边 形 边 
数 为 12, 另 一 多 边 形 为 正三 角形 .此 时 汇 于 A 点 的 三 个 A 
正 多 边 形 内 和 角 和 为 

150° x 2 + 60° = 360°. 
这 样 以 A 为 内 点 的 新 多 边 形 周 长 是 
12x2+3-3=24 (注意 到 有 三 对 边 重合 ). 

故 选 ( 歼 ). 

19.37 ”在 半径 为 1 的 圆 中 有 一 内 接 多 边 形 . 若 它 的 边 长 名 大 于 
1 且 小 于 Y2 , 则 这 个 多 边 形 的 边 数 必 为 
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注 十 涵 








a 


(A) 7. (B) 6. (C) 5. (D) 4. 
(中 国 初中 数学 联赛 ,1992 年 ) 
[ 解 】 若 满 足 条 件 的 多 边 形 的 边 数 大 于 或 等 于 6, 则 至 少 有 一 边 
所 对 的 圆心 角 不 大 于 60”. 
如 右 图 , 设 该 边 长 为 a ,所 对 圆心 角 为 a, 则 由 
8 之 a, 知 a 委 1. 
车 多 边 形 边 数 等 于 4, 则 至 少 有 一 边 所 对 图 


心 角 不 小 于 90.. 人 
由 余弦 定理 可 证 该 边 长 不 小 于 y2. > 
故 选 (C). 
19:38 一 正 n 边 形 内 接 于 半 答 为 R 的 圆 ,这 个 n 边 形 的 面积 为 
3R*, 则 ”等 于 
(A) 8. (B) 10. (C) 12. (D) 15. (E) 18. 


《第 12 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1961 年 ) 
[ 解 ] 由 S = 六 pr,p 为 正 多 边 形 周 长 ,r 为 边 心 距 , 且 设 其 边 攻 
为 a 


Xp= na,=n “2Rsin 1 六 一 Reos Ht. 
由 设 3R?” = 六 。 天 .2Rsin 0 ， Reos 0 
nn n 
即 0 = sin 20 
7 n 
由 7) 之 3 整数 ,使 该 式 成 立 者 仅 有 7 = 12. 


故 选 (C). 

19.39 ”在 同一 平面 上 画 两 个 边 数 各 为 ml, za2 的 凸 多 边 形 P; , P，， 
这 里 2 委 n2. 如 果 Pi ,P2 没有 任何 线段 重合 , 则 P, , P, 的 交点 数 的 最 
大 值 是 

(A) 2n1. (B) 2n,. (C) nn,. 

(D) ni + n2. (E) 以 上 都 不 是 . 

(第 19 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1968 年 ) 

[ 解 ] 由 凸 多 边 形 定义 知 其 每 一 内 角 皆 小 于 180". 

对 于 凸 多 边 形 P, 来 讲 , P| 的 每 条 边 最 多 与 P, 的 边 交 于 两 点 , 故 
交点 最 多 为 2m1 个 . 
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下 面 我 们 适当 地 构造 P;, 以 证 明 交 点 可 以 达 ge ,R 
到 2721 个 . a 、 ; c 

先 在 Pi 的 每 条 边 上 任 选 两 点 且 标 记 好 .然后 pg -da 
连接 已 ; 中 与 每 一 项 点 相 邻 的 两 个 标记 点 , 即 成 为 
一 条 “ 截 线 ”通过 ,延长 它们 : 

告 它 们 相交 , 则 交点 作为 P; 的 项 点 (如 P,QQ); 

若 它 们 不 相交 , 则 在 它们 延长 线 上 各 取 一 点 作为 P; 的 顶点 (如 S， 
R), 连 接 这 两 点 , 即 为 已 的 一 条 边 . 此 外 点 的 选取 时 ,应 使 它们 的 连 线 
与 Pi 的 相应 边 平行 (如 图 SR // AC). 

这 样 ,每 一 “ 截 线 ” 经 为 局 的 一 条 边 , 且 以 PI 的 两 个 点 为 边 上 的 内 
点 . 

因而 Pi 的 每 个 顶点 对 应 着 一 条 “ 截 线 ” , 故 共 有 ma 条 ,这 样 P| 与 
P, 恰好 有 27 个 交点 . 

又 P; 的 每 个 角 均 为 一 个 三 角形 的 内 角 或 外 角 , 故 总 小 于 180", 因 
而 P, 是 凸 多 边 形 . 

故 选 (A). 


第 3 节 折 多 边 形 及 其 他 


19.40 ”平面 上 有 六 个 点 A ,B,C,D,E,F 
构成 如 图 所 示 的 图 形 ( 折 多 边 形 ), 则 人 A + 一 B E 
+ 人 C+ 人 LAD+ 人 人 E+ 人 F 等 于 
(A) 180°. (B) 360°. F 
(C) 540°. (D) 非 上 述 答案 . 
(中 国 上 海 市 初中 数学 竞赛 ,1983 年 ) A 
[ 解 ] 这 些 角 和 相当 于 三 个 三 角形 内 角 和 
青 减 去 一 个 三 角形 的 三 个 内 角 . 
即 所 求 的 角 和 为 ”3 : 180° - 180* = 360*. 
故 选 (B). A 


19.41 ”如 图 , A1124+ /734 L4154L64 | [| 
了 7 的 度数 为 


(A) 450°. (B) 540°. 





YY 
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38 你 和 芒 售 


(C) 630°. (D) 720°. 
(中 国 天 津 市 初中 数学 竞赛 ,1983 年 ; 

中 国安 徽 省 初中 数学 竞赛 ,1997 年 ) 

[ 解 1] 如 图 有 ( 设 8, 9, 全 10) 


AS+6+7+ /8 = 360"， W 人 
2+3+4+(180 - 9) = 360°, ©@ L197 
L9 = /10, G) 

8 = 一 10 + 一 1. 由 

由 名 ,代入 中 有 

LA5+ /6+/7T7+ /9+/1 = 360°, 四 
包 + 包 得 


Ll1+/2+/3+ /4+ LA5+ /6+ /7+180° = 720°, 
BH LA1+/A2+ /3+ /4+ L514+ /6+ /7 = 540°. 

故 选 (B). 

[ 解 2] 考虑 极端 的 情形 (便于 计算 或 所 成 角 为 
特殊 角 的 情形 ,注意 到 题 设 线段 长 得 不 限 ) 如 右 图 , 则 ， 
所 求 的 角 和 为 

3 .60°+4.:90° = 540°. 





故 选 (B). 

19.42 ” 右 图 标 有 记号 的 十 个 角 之 和 是 
(A) 1080°; (B) 720°; 

(C) 540°; (D) 不 能 确定 的 . 


(中 国 部 分 省 ,市 初中 数学 通讯 赛 ,1989 年 ) 
[ 解 1] 如 图 , 连 ED, FG. 
显然 人 A+ 人 人 B= 1+ 2， 

则 A+/AB+/AD+/AJ+/AK+/L 
= 五 边 形 DELKJ 内 角 和 - 一 3; 

且 FF+AI+AH+/G 
= 四 边 形 FIHG 内 角 和 - (人 5 + 一 6); 
又 LA3 = /4, LAL4+ -AS+ 6 = 180°, 

从 而 所 求 的 全 部 角 之 和 为 ， 
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180°:(5 ~ 2) + 180°.(4 — 2) - 180° = 720 . 

故 选 (B). 

[ 解 2] 办 题 设 图 形 中 线段 长 短 不 限 , 今 考虑 
特殊 的 情形 (如 图 ). ， 

因而 所 求 的 角 和 为 :七 个 60" 角 ,两 个 90" 角 , 一 和 侍 





个 120" 角 之 和 . 
即 60 .7+90 .2+120 = 720”. Cc 
故 选 (B). B 
19.43 ”将 右 图 中 角 A、B.C.D.E 和 下 
的 度数 之 和 是 90 ,那么 nn 等 于 4 D 
(A) 2. (B) 3. (C) 4. 
(D) 5. (E) 6. F P 


(第 23 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1972 年 ) 

[ 解 1] 设 P,Q 分 别 为 4D 和 BE,CE 的 交点 , 则 有 

LF+/AFPD+ /EQA+ AE = 360°, 

LB+(180°- LFPD)+ /AD = 180°, 

LA+(180 - AEQA)+ LC = 180°. 

把 这 些 方程 相 加 ,得 到 

AA+/AB+/C+/AD+/AE+ 
LF + 360° = 720°. 

所 求 的 和 是 ”360" = 90n"， 

从 而 n= 4. 

故 选 (C). 

[ 解 2] 仿 19. 38 题 [解法 2]. 

19.44 ”延伸 正 2 边 形 的 边 使 之 形成 一 星 形 , 则 在 星 形 顶点 处 的 
角度 值 为 

(A) 360 (B) =4)180° (C) 22180 


(D180 -0 BH 
n 


(第 3 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1952 年 ) 
[ 解 ] 正 边 形 每 个 顶 角度 数值 为 * 守 一 2)180 , 即 成 星 形 时 ,每 
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个 星 形 顶 点 与 原 正 多 边 形 顶点 组 成 等 腰 三 角形 . 
由 三 角形 外 角 性 质 可 求 得 星 形 顶点 处 的 角度 为 
180° — 2| 180° — (2 = 2)180. 80 | = 于 二 4 . 180" 


mn 


9 您 访 党 


故 选 (B). 

19'45 ”一 “n 角 星 ”可 如 右 贺 出 : 取 一 凸 和 、 
多 边 形 , 依 次 记 其 边 为 1,2,…,n(n 之 5), 并 二 
假设 对 1 到 ” 间 的 任何 整数 4, 边 4 与 边 &+ 2 -5 3 
互 不 平行 ( 边 +1 及 边 靖 +2 分 别 着 成 边 1 及 “全 ,2 
边 2) , 现 对 所 有 这 样 的 ,把 边 上 及 边 k+2 延 人 
长 到 两 者 相交 (如 网 是 ”= 5 的 例子 ). 设 S$ 为 
x 个 角 的 内 角度 数 和 , 则 S 等 于 

(A) 180°. (B) 360°. (C) 180°(n + 2). 

(D) 180°(n — 2). (E) 180°(n ~ 4). 

《第 17 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1966 年 ) 


[ 解 1] 设 角 星 的 个 角 分 别 为 Bl， » 
a 人 ~、 -~ 
pp ,Bs, 且 同 多 边 形 n 个 角 分 别 为 a， ~ 7 
| 2 7 
QI "On, 则 有 ls 多 >、 
ad a “A A 
Bi = 180° — (180° — aj) — (180° ~ @,) | 7 
a 
= al + a — 180"， wv 


| 


By = 180° ~ (180° ~ a;) — (180 — a3) 


一 Q2 十 w3 一 180 ， 
Bb, = 180 一 (180” 一 Q，) 一 (180° 一 a1) 三 Cn 十 QT 一 180 . 
上 面 诸 式 两 边 相 加 有 


S=2> -180 .7n, 
上 =]! 


又 后 半边 形 内 角 和 为 (2 一 2) :180°, 则 S = (2 -4) .180* 
故 选 (五 ). 
[ 解 2] 由 19. 40 题 可 得 

S = n+ 0 -~ (n ~ 4). 180°. 
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故 选 ( 瓦 ). 
19.46 ”如 图 ,了 A+ 人 B+ 人 AC+/ADI+ 





了 E+ 人 Fi+ 人 人 G 等 于 
(A) 100°. (B) 120°. 
(C) 150°. .  (D) 180°. 
《中国 江苏 省 南京 市 初中 数学 竞赛 ,1991 年 ) 
[ 解 ] 考虑 极端 的 情形 , 即 A,B,C,D,E,F， 5 
G 共 疼 的 情形 . F D 
由 圆周 角 性 质 , 易 知 
人 A+~B+AC+~DPD+AF+~FE 6 C 
= 本 .360 = 180". ~ 
故 选 (万 ). 
19.47 ”一 个 正 x 角 星 , 它 是 一 个 边 长 都 为 4 
2 的 简单 闭合 正 多 边 形 (下 图 是 它 的 一 部 分 ). 4 4 


角 Al,A2,…, A, 相等 , Bi,B;,,…,B, 相等 ,如 果 
了 Ai = Bi - 10"， ， 
则 ?等 于 
(A) 12. (B)18. (CC)24. (D)36. (E) 60. 
(第 43 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1992 年 ) 
[ 解 ] 连 AlA,,B,Bi 和 BIB，,. 
由 证 n 边 形 B1B，…B, 内 角 和 为 (n - 2)180"， 则 


LB,BiB, (n -2)180 
An 


设 Ai1B,B) 一 CQ， 
有 a + LABHe+r 人 二 180 = 360°, 


即 a (LAL+10) a+ 4)180 = 360"， 
由 at+at+ 人 Ai = 180"， 则 








A H 
一 ° E 
(2 =2)180 360 - 190° = 170"， " 
GG FF 
(Cn -2) .180 = n .170°, | 
B C 
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各 党 第 嵌 


或 18n 一 36 = 17n， 得 nn = 36. 


故 选 ( 品 ). 
19.48 ” 多边形 ABCDEFGH 相 邻 两 边 互 相 垂 直 , 若 要 求 出 其 周 


长 ,那么 所 需 最 少 边 数 是 

(A) 3. (B) 4. (C)5. . (D) 6. 

(第 2 届 “ 结 云 杯 ” 初中 数学 邀请 赛 ,1985 年 ) 

[ 解 ] 首先 可 看 到 AH+ GF+ ED = BC , 故 横向 边 只 须知 BC 长 
即 可 . 

再 看 纵向 边 : HG+ DC = AB+EF, 这 样 只 须知 道 AB ,FEF 长 即 可 
求 AB + HG + EF + DC 的 长 . 

综 上 ,最 少 只 须知 道 3 条 边 长 即 可 . 


故 选 (A). 

19.49 ”如 图 ,在 箭头 状 多 边 形 中 ,顶点 A,C， 8 
D,E 和 下 处 的 角 均 为 直角 ,BC = FG = 5，CD D 
= FE = 20， DE = 10,AB = AG .这 个 多 边 形 的 | 
面积 最 接近 于 [ 

(A) 288. (B) 291. (C) 294. 


(D) 297. (E) 300. 
(第 42 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1991 年 ) 

[ 解 】 如 右 图 , 连 CF, 则 BG = 10+5+5 = 20. 

又 全 ABG 为 等 腰 直 角 三 角形 ,出 


Sango = 六 .BGA = 六 .20.10 
= 100， 
又 Spep = 20.10 = 200. 
有 S。-= 100 + 200 = 300. 
故 选 ( 巨 ). 


A 
19.50 ”如 图 ,AF NA CD,AB // EF,BC // 
FD. 它们 的 长 度 均 为 1, 有 人 FAB = /ABCD = 
60" .那么 图 形 的 面积 是 
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(A) 号 (B) 1. (CI) > 
(D) V3. (E) 2. 


(第 34 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1983 年 ) 
[ 解 ] 如 图 , 连接 BF .BE 和 BD, 将 图 形 ， c 
ABCDEF 化 整 为 零 ,分 成 四 个 三 角形 . 
容易 验证 ,这 四 个 三 角形 均 为 边 长 是 1 的 等 边 三 角 
形 (例如 ,在 A FAB 中 ,因为 AF = AB = 1, 所 以 








LAFB= /ABF = 1 =60°) 
则 其 总 面积 是 
1 12 .V3 1 
4. TAF. AB.sin60 =4: =y3. 1 
九 
故 选 ( 品 ). 


位 


19.51 ”如 图 ,了 AOD = 90", 且 O4 = 0B = BC = CD. 则 下 面 结 
论 正 确 的 是 


(A) 人 AAOB Ww a 人 COA. 4 
(B) 人 OCA WW ea 人 ODA. 于 
(C) 人 BCA Ww ABAD. 
， 、 0 B CC Db 
(D) 以 上 结论 都 不 对 . 


(中 国安 徽 省 安庆 等 县 初中 数学 竞赛 ,1991 年 ) 
[ 解 ] 考虑 右 图 , 且 设 OA = 1, 则 AB = V2,BD = 2. 





即 人 BCA c A 人 BAD. 


19.52 ”如 图 ,由 13 个 相同 的 正方 形 构成 . 若 
在 标明 字母 的 点 之 间 连 上 线段 , 则 
(LFPB+ AFPD+ /APC+ /APE)+ 
(LAQG + /QCF + /RAF+ /CQD) 5 
的 值 为 F 
(A) 540°. (B) 450°. (C) 405°. (D) 360°. 
(第 3 届 “ 五 革 标 ”初中 数学 竞赛 ,1991 年 ) 
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a 


[ 解 ] 注意 到 :FPB, 人 FPD,/AQG 和 /APE,/AR， 
AQCF 分 别 为 右 图 中 全 荆 和 全 全 的 三 个 内 角 . 
又 ”了 RQF + 人 CQD = 45( 见 右 下 图 )， 


A 


a+B= 45 





因而 所 求 角 和 为 180" . 2 + 45” = 405°. 
故 选 (C ). 
19.53 ”如 图 ,一 个 正方 形 被 5 条 平行 于 一 组 对 边 
的 直线 和 3 条 平行 于 另 一 组 对 边 的 直线 分 成 24 个 ( 形 
状 不 一 定 相同 的 ) 长 方形 .如果 这 24 个 长 方形 的 周 长 
的 和 为 24. 则 原 正方 形 的 面积 为 
(1 (B) 了 了. (C4  (D) 站 
(第 2 届 “ 五 羊 标 ”初中 数学 竞赛 ,1990 年 ) 
[ 解 ] 因为 在 计算 这 24 个 长 方形 周 长 的 和 时 ,包含 在 原 正方 形 内 
部 的 长 方形 的 边 都 被 算 了 两 次 .这 样 若 设 原 正方 形 边 长 为 z, 则 
4r+2S+3) = 24， 即 20x -24=0. 
1 _6 _ 36 
解 得 Z ss, 则 z = 3 
故 选 (万 ). 
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第 1 节 圆 与 直线 


20:1 如 右 图 ,在 圆 O 内 , 引 弦 4AB ,使 BC 等 于 圆 半径 , 引 CO 且 
延伸 至 万 , 连 4AO , 则 >* 与 y 的 关系 为 


(A) zx - 3y. (B) x = 2y: 4 B  。 
(C) x = 60". (DD)z 与 y 之 间 无 特别 关系 . sf 


(E) x = 2y 或 + = 3y 则 视 AB 的 长 而 定 oc 
(第 6 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1955 年 ) 
[ 解 ] 连 BO. 由 三 角形 外 角 性 质 有 ( 见 图 ) 。 。 


SB 
故 选 (A). 


20.2 ”如 图 , 芒 AC、BD 相交 于 五 ,又 AB = 


BC = CD, 了 BEC = 130°, 则 了 ACD 的 度数 等 于 
(A) 15°. (B) 30°. 
(C) 84°. (D) 105°. 人 
(中 国 广州 .武汉 、 福 州 等 五 市 初中 数学 联赛 ; D 
中 国 国 部 分 省 市 初中 数学 通讯 赛 ,1984 年 ) "3 


A 


[ 解 1] 设 AmD =x', 劣 弧 AB = BC = CD 
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十 11 洛 








入 你 


lis 


> ， 
+3y = 360 

i 得 = 210， 
由 设 fy 解 得 Xx 
因而 /ACD 2 AmD e105°. 
故 选 (D). 
[ 解 2] 设 劣 弧 AB x*， 则 AmD =360° -3x". 
又 ”BEC = 130"， 则 130 = 地 (360" _ 317° + x). 


故 xz = 50， 从 而 LACD = 方 (360"- 3.50) = 105". 
故 选 (DD). 
20.3 ”如 图 ,一 下 = 40", 弧 4B ,BC 和 CD 的 长 都 相等 .人 ACD 的 


度数 是 , 
(A) 10°. (B) 15°. (C) 20°. Bb E 
D 
(DD) (SG). 《〈E) 30° 
(第 28 届 美 国 高 中 数学 考试 ， 1977 年 ) C 


[ 解 ] 设 AB 旦 x， AD 邓 = y° ,那么 由 题 设 可 有 


3z + y= 360, 方 (xz ~ y) = 40. 
解 得 += 1i10, y= 30. 
. C= 
” 故 选 (B). 
20.4 ”如 图 所 示 ,A,B,Q,D,C 在 圆 上 , 量 得 弧 BQ 和 QD 分 别 是 
42" 和 38. 人 AP 和 人 Q 的 和 是 
(A) 80°. (B) 62°. (C) 40°. 
(D) 46°. (E) 这 些 都 不 对 . 
(第 22 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1971 年 ) 
[ 解 1] P+ 人 Q 
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= 360  - (LPAQ + LPCQ) 
= 360° — (180° ~ 21°) ~ (180° ~ 19°) 


= 40°. 
故 选 (C). 
[ 解 2] 由 设 知 LP 蛙 寺 (BD - AC),ZQ 电 二 4C 
故 AP+ZQEl BD D 里 广 (42 + 38°) = 40°. 
故 选 (C). 
20.5 全 PAB 由 切 于 圆 O 的 三 条 切线 
形成 , 旦 一 APB = 40', 则 AOB 为 
(A) 45°. (B) 50°. (C) 55°. 
(D) 60°. (E) 70°, 





(第 7 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1956 年 ) 
[ 解 ] 易 知 PAB + PBA = 180° 
- LBPA = 140°, 
X ATAS= 180 -APAB,ARSS = 180° - /PBA, 


故 LTAS+ /ARSS = 360° - 140° = 220°. 
而 ”OA ,0OB 分 别 平 分 人 TAS 过 RSS, 则 有 
LOAS+ LAOSS = 二 .220" = 110°. 





. LAOB = 180° ~ 110° = 70°. 
故 选 (五 ). 

20.6 ”如 图 ,点 A， B 在 直径 为 MN, 贺 加 心 为 C 的 半圆 上 ， 点 卫 在 
CN 上 且 LCAP = 人 人 CBP = 10°". 如 果 MA 加 =40° ,那么 BN 等 于 

(A) 10°. (B) 15°. (C) 20°. 

(D) 25°. (E) 30°. 

(第 34 届 美国 高 中 数学 考试 ,1983 年 ) 

[ 解 1] 由 题 设 有 CPA 与 CPB 互补 . 
在 个 ACP 中 

LCPA = LMCA - LCAP = 40° ~ 10° = 30°, 

所 以 LCPB = 150°. 








闪光 第 朵 





we 


于 是 BNPpB = 180° - 10 - 150° = 20°. 


故 选 (C). 
[ 解 2] 求 出 了 CPA = 30 后 ,在 全 ACP 和 全 BCP 中 运用 正弦 定 
理 , 有 
sin10 _ sin30 及 sinlQ0” _ sin/ CPB 
CP ~ AC’ CP BC i 
因 AC = BC， 由 上 面 两 式 有 sin 人 CPB = 方 . 
由 于 CPB 关 人 CPA ,所 以 必 有 了 CPB = 1S0" ,于 是 BN = 20". 


故 选 (C). 
20.7 ”如 图 ,锐角 等 腰 全 ABC 内 接 于 圆 ,过 B,C 
做 该 加 的 切线 交 于 DD, 如 果 人 ABC = ACB = 2 一 站 ， 


x 是 人 A 的 弧度 数 , 则 xz 的 值 为 C 2 

(A) 本 (B) $x (C) 半天 

(D) Br (EE) | 

(第 41 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1990 年 ) 

[ 解 ] 设 AC = y，BC = =， 依 题 设 有 2 
YY TY 个 
pA © 

4 0 3 

解 得 z= 则 AA=rI= T= 7 

故 选 (A). 

20.8 ”在 右 图 中 ,CD 是 以 O 为 圆心 的 半 一 一 


加 的 直径 .A 点 在 DC 的 延长 线 上 ;已 点 在 半 8 
圆周 上 ,B 点 是 线段 AE 与 半圆 周 的 交点 (与 4 
已 不 重合 ). 车 AB 的 长 等 于 OD 的 长 
了 EOD 是 45, 那 么 BAO 是 z 
(A) 10 . (B) 15°. (C) 20°. (D) 25°. (E) 30°. 
(第 30 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1979 年 ) 
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[ 解 ] 连接 BO, 用 x 和 yy 分 别 表示 人 EOD /> 
和 BAO 的 度数 HA 
注意 到 AB = OD = OF = 0B, 在 全 ABO C 0 DD 
和 公 AEO 中 由 三 角形 外 角 定 理 得 
LEBO = /BEO=2y, Hx= 3y. 
这 样 43 =3v， 即 y= 15°. 
故 选 (B). 
20.9 如 图 ,4B 是 半圆 的 直径 ,O 是 圆 C 
心 ,CD 」 AB.DE 」 OC. 如 果 AD,BD 和 CD 
的 长 都 是 有 理 数 ,那么 下 面 三 个 命题 : 
围 :OF 的 长 是 有 理 数 ; A Dp 6 
性:DE 的 长 是 有 理 数 ; 
丙 : 图 中 所 有 用 字母 表 出 的 线段 的 长 都 是 有 理 数 . 
之 中 
(A) 只 有 甲 正确 . (B) 只 有 乙 正 确 . 
(C) 只 有 甲 , 乙 正确 . (D) 用 , 乙 ,两 都 正确 . 
(中 国 初 中 数学 联赛 ,1987 年 ) 
[ 解 ] 因为 AD, BD 和 CD 的 长 都 是 有 理 数 ， 


所 以 OA = OB = OC = 人 二 二 是 有 理 数 . 


于 是 ”OD = 0O4 - AD 是 有 理 数 . 


由 此 ”OE = OD. DE = 0 都 是 有 理 数 . 


又 CE = OC -OE，AB - AD + DB 也 是 有 理 数 . 
所 以 甲 , 乙 ,两 都 是 正确 的 . 
故 选 (). 


[ee 





20.:10 ”AB 为 圆 O 的 固定 直径 , 自 圆 上 任意 点 C 引 一 弦 CD 垂直 


于 AB. 当 CC 在 半圆 上 移动 时 ,OCD 的 平分 线 交 圆 周 于 点 P, 此 点 常 


(A) 平 分 AB. (B) 三 等 分 AB. (C) 变 . 
(D) 距 DD 与 距 AB 等 远 . (FE) 中 B 与 C 等 距 . 

(第 2 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1951 年 ) 
[ 解 ] 延长 CO 交 圆 于 E, 连 DE, 则 
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于 1， 流 





a 


CDE = 90°. 
又 CD | AB, 则 AB // DE. 


因 CP 为 <OCD 之 平分 线 , 故 点 了 是 DE 
中 点 . 


由 DE // 4B, 故 PP 亦 为 4B 中 点 . 

故 选 (A). 

20:11 ”如 图 ,一 个 长 方形 相交 于 一 个 加 ,其 
中 AB = 4, BC = 5, DE = 3, 那 么 EF 等 于 


(A) 6. (B) 7. (C) 4. 


(D) 8. (FE) 9. 
(第 35 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1984 年 ) 
[ 解 1] 如 图 Q, 作 EF 弦 的 垂直 平分 线 交 图 于 S, 交 BC 于 P, 其 
一 定 过 圆心 O. 因 此 PO | BC, 昌 平分 BC. 





因为 PQ/ AD, 有 DQ=AP=4+ 少 = 光 ， 
所 以 EF = 2FQ = 2{(DQ -~ DE) = 7. 
故 选 (B). 


[ 解 2] 如 图 @, 过 B,C 作 AC 的 垂 线 BR 和 CS ,于 是 四 边 形 
BCSR 和 ABRD 为 矩形 . 





图 中 图 @ 

由 ER = 1, 又 由 对 称 性 SF = 1. 同 时 RS = BC = 5. 

所 以 EFE=1+S+1l1=7. 

故 选 (B). 

20.12 在 右 图 的 圆 中 ,M 是 弛 CAB 的 中 
点 ,MP 重 直 弦 AB 于 
P. 若 弦 AC 的 长 度 是 z, 线 段 AP 的 长 度 是 (x + “ 
1) ,那么 线段 PB 的 长 度 等 于 C\ 

(A) 37 + 2. (B) 3r+1. ~ 
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(C) 2x + 3. (D) 2x + 2. (E) 2x+1. 
(第 23 23 届 美 国 高 中 数学 考试 ， 1972 年 ) 


[ 解 ] 在 MB 上 取 点 N， 使 MN = AC, 作 NQ 垂直 AB 于 Q ,其 中 
弦 MN = AC 长 为 x. 


Pi 


MW 


因为 CM = MB, 又 ”AC = MN, 故 人 
那么 PQNM 1 是 矩形 ， 且 PQ 的 长 为 x. / 


又 ”AP = QB, 因 此 PB = PQ + QB 的 长 是 ~、 7 
r+t(rxt+1)= 2x+1. 

故 选 (五 ) 

20.13 在 右 图 的 圆 中 , 弦 4AB CD 相 
交 于 羽 且 互 相 垂 直 . 若 线段 AFE ,EB 和 ED 的 长 分 
别 是 2,6 和 3, 那 么 圆 的 直径 长 度 是 

(A) 4 v5. (B) v65. (C) 2 v17. 

(D) 3Y7. (EE) 6y2. 

(第 23 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1972 年 ) 

[ 解 ] 如 图 ,由 题 设 AE = 2, EB = 6, ED = 3 及 相交 弦 定 理 可 求 

线段 CE 的 长 是 4. 又 圆心 DO 是 弦 AB , CD 垂直 平分 线 的 交点 ,O 点 在 A 


点 向 右 4 个 单位 ,向 上 放 个 单位 处 ,因此 








C 





OA? = AM?+ OM? = 条 1+ (+) 


] 2 
- (3295), 
直径 长 204 = V65. 
故 选 (B). 


20.14 圆 内 两 垂直 弦 ,一 弦 分 成 长 为 3 和 4 的 两 条 线段 , 男 一 弦 
分 成 长 为 6 和 2 的 两 条 线段 , 则 此 圆 的 直径 为 
(A) V89. (B) v56. (C) v61. (D) v75. (E) V65. 
(第 8 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1957 年 ) 
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二 1 





ant 


[ 解 ] 作 OF | AB,OG | CD( 如 图 ). ~ 


在 Rt 人 AOF 中 由 勾 股 定理 有 2 ~ 
4 a 
(ys 
故 2r = v65. 
故 选 ( 玉 ). 


20.15 ”在 半径 为 5 单位 的 加 中 ,CD 与 4B 为 
互相 垂直 的 直径 ,一 弦 CH 交 AB 于 KK, 且 长 为 8 单位 ,而 直径 AB 被 分 
成 二 线段 ,其 大 小 各 为 

(A) 1.25;8.75. (B) 2.75;7.25. (C) 2;8. 

(D) 4;6. (E) 非 上 述 答案 . 

(第 3 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1952 年 ) 

[ 解 ] 如 图 设 AK = zx, 则 KB = 10- zx;,OK =5- xz, 且 


CK = VCD +OK = VS +(5— 7r), 


C 
HK=8-CK=8- VS +(5-x). /NN 
由 相交 弦 定 理 知 CK .HK = AK. BK， 有 
上 诸 式 代入 化 简 后 有 a 7/ 
16z2 ~ 160x + 175 = 0， ~ 
D 


解 得 z= 斗 或  ( 因 0<xz<5, 合 之) 
故 选 (A). 
20.16 如 图 ,4B,CD 为 ©O 直径 , 且 AB 
CD, 纺 PDFE 交 4AB 于 已 . 若 DE = 6,EF = 2, 则 
网 的 而 积 为 


(A)23x.  (B) Sx. (C)247. 





(D) 学 r， (E)257, - 
(第 46 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1995 年 ) 
[ 解 ] 连结 下 , 且 设 @O 半径 为 R. ， 7 \。 


由 和 DOREc 和 DEC， 有 
OD FDR CQ+6) 后 2 _ 
DE -pCHRe ,得 R’=24, D 


DC 
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知 Soo = xR = 24x. 


弦 , BO = 5, 且 了 ABO = CD =60 则 BC 的 长 度 


是 


30 


30 - 


AB 为 直径 作 半圆 交 XY 于 M,AM 和 BM 交 贺 
O 于 C 和 刀 , 连 4D, 若 圆 O 的 半径 为 ,AD 为 


故 选 (C). 
20.17 ”在 以 O 为 圆心 的 一 个 圆 中 ,AD 是 一 直径 ,ABC 是 一 条 


(A) 3. (B) 3 + 3. 





i 


(E) 以 上 结论 都 不 对 . 
(第 36 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1985 年 ) 


[ 解 ] 由 题 设 CD =60', 知 BAO = 30", 从 而 人 ABO 为 


“-60"-90" 的 三 角形 ， 


又 BO=5， 则 AO = 5y3，AB = 10. 
连 CD, 由 设 AD 是 直径 , 则 全 ADC 亦 为 
60"-90" 的 直角 三 角形 . C /oN 4 
4D = 240 = 10Y3, il! ? 
V3 


0 
AC= +10v3= 15, D 7/ 


BC= AC-AB=15-10=5. 
20.18 在 圆 O 内 ,QQ 是 半径 OX 的 中 点 ,过 QQ@ 作 AB | XY, 以 





故 选 (D). 


(A) v2r. (B) r. 


(C) 非 内 接 正和 多边 形 之 一 边 。 (D) 如 
(E) Y3r. 





(第 8 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1957 年 ) 
[ 解 ] 由 设 知 MA = MB ,又 AMB 为 半圆 ， 
， AMB = 90"， 或 /MBA = 4 
连 4O,OD , 则 
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十 1 各 





该 你 


LAOD = 2 了 MBA = 90°. 
~, AD = V2r. 
故 选 (A). 
20.19 设 C,Cz 和 Cs 是 某 个 圆 中 处 于 圆心 同一 侧 的 三 条 平行 
弦 . Cl 和 CC, 间 的 距离 等 于 Cs 和 C3 间 的 距离 .三 条 弦 的 长 度 是 20,16， 
8. 圆 的 半径 是 
(A) 12. (B) 4v. (© 565, 
(D) SY2, (E) 按 已 知 条 件 无 惟一 的 解 
(第 31 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1980 年 ) 
[ 解 ] 依 题 设 作出 右 图 . 设 r 是 半径 ,x 是 从 圆心 O 到 最 近 蓄 的 距 
离 ,y 是 弦 之 间 公 共 距 离 . 由 勾 股 定理 可 有 


广 一 六 十 10?， OD 
{re (© 
r= (x+2y) + 4. (© 


由 四-@@ 得 0=2rxy+y-36，@ 
由 四 -四 得 0=2xzyf+3y -48. 
由 四 -四 得 2y = 12, 有 y= 6. 
把 y= V6 代 人 上 面 方程 中 ,得 + = 5Y22. 

故 选 (). 

20.20 图 的 两 条 平行 弦 长 分 别 为 10 和 14, 且 它们 相距 6, 与 两 弦 


平行 且 等 距 的 弦 长 为 Ya , 则 a 等 于 
(A)144.  (B)156.  (C)168. (DD)176. (E)184. 








[ 解 ] 设 该 贺 半 径 为 R, 姜 心 O 至 AB 芒 距 离 为 zx, 至 CD 改 距 离 
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为 6 一 之 . 
这 样 有 72?+x*= R*=5+(6- zx), 
解 得 x=1. 
因为 EF 与 4AB .CD 等 距 , 知 O 到 EF 距离 为 2. 


2 ， 
故 (全 +22= 民 2 一 7+1 = 50, 
解 得 a = 184. 
履 选 (五 ). 


20'21 ”如 图 在 单位 圆 中 , 弦 PQ 和 MN 平行 PP oo 
于 过 圆心 O 的 单位 半径 OR . 弦 MP ,PQ 和 NR 都 是 ; Mapzms 从 
单位 长 , 弦 MN 是 d 单位 长 .下 列 三 个 方程 






|.d4-s=1; .ads=1; " 
.ad? - 2 = V5. 

必 为 正确 的 
(A) 只 有 工 . (B) 只 有 了 . (C) 只 有 正 . 
(D) 只 有 工 和 工 . (E) 工 ,下 和 了 下. 


(第 24 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1973 年 ) 
[ 解 1] 如 图 , 弦 MN 长 度 为 4 ,并 且 每 条 长 p 4 





与 MN 相交 于 了 .再 分 别 从 O .Q 作 MN 的 垂 线 
OV 和 QU. 

由 公 OVN 人 QUN，,， 有 

UN _ VN 或 a 





即 d—s= ds. 

因为 人 MPT = MTP =72, 故 MT=;. 

同样 人 OTN = 人 ORN ,所 以 ORNT 是 一 个 对 边 TN = OR = 1 的 
平行 四 边 形 . 则 


MN- MT=d-s=!|. 
由 (4d-s)+4ds=1+4=5 或 22+2A+2 = 5 
得 d+s= 5. 


因此 a 中 = (d+s)(d—s)=Y5.1= 5. 
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as 


综 上 表明 所 有 工 , 了 ,四 三 个 方程 都 应 是 正确 的 . 

故 选 (五 ). 

[ 解 2] 由 MT = ,MN = 4d, 再 因 OTNR 为 平行 四 边 形 , 它 的 边 
TN= MN- MT=4d-s=1. 

令 PP (图 中 未 示 出 ) 为 过 了 的 直径 的 另 一 端点 , 则 弦 PP 与 MN 
相交 于 本 ,由 相交 弦 定 理 有 

PT.: TP = MT:TN,， 即 (1-s)(1l+s)=s:1. 

此 二 次 方程 具有 正 根 s = 站 (V5 -1). 由 此 可 以 证 明了 和正 的 关 
系 式 成 立 . 因 此 所 有 I ,卫生 三 个 方程 都 应 是 正确 的 . 

故 选 ( 五 ). 

20.22 ”在 圆 O 中 ,直径 AB 为 10 个 单位 ,C 点 在 AB 上 距 A 点 4 
个 单位 ,局 点 在 AB 上 距 B 点 4 个 单位 ,P 为 圆周 上 任 一 点 , 则 自 C 经 P 
到 的 折线 路 径 

(A) 对 于 点 的 所 有 位 置 , 均 有 相同 的 长 . p 


(B) 对 于 PP 点 的 所 有 位 置 , 均 超过 10 个 单 
位 . A 
4 B 


(C) 不 能 超过 10 个 单位 . 
(D) 当 CPD 为 直角 三 角形 时 最 短 . SN 
(E) 当 PC = PD 时 ,最 长 . 

(第 9 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1958 年 ) 


[ 解 ] 连 PO, 由 中 线 定理 
PC + PD’* = 2(5 + 1°) = 52, 





又 pC. PD < (PC + PD?), 


故 PC. PD 最 大 值 为 26, 月 当 PC = PD = V26 时 成 立 . 
又 (PC+ PD) = 52+2PC. PD<52+ 52 = 104, 
所 以 PC+ PD <2 v26, 

故 当 ”PC = PD = V26 时 PC+ PD 最 长 . 
故 选 (五 ). 
20.23 ”在 图 中 车 A,B,C 为 切 点 , 则 x 等 
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(和) 部 (BB) 言 . (9 六 (D) 基 :， ( 妃 高 - 
(第 5 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1954 年 ) 
[ 解 ] 连 AB, 则 全 ABD 为 等 边 三 角形 . 
且 由 AD=60"， 有 DO = 2r. 
所 以 DC= DO+CO= DO+r=2r+r= 3r 
因而 zx 一 3 一 方 =- 3. 区 -全 = 
故 选 (五 ). 
20.24 _ P4A 切 @O 于 点 4,4B 是 @O 的 芒 . 若 @O 的 半径 为 1， 
PA = 1,AB = v2, 则 PB 的 长 为 
(A)1. (B) v5. (C) 1 或 v5. (D) 不 能 确定 . 
(中 国 广州 武汉、 福州 等 五 市 初中 数学 联赛 ,1992 年 ) 
[ 解 ] 由 题 设 B 的 位 置 有 两 种 可 能 . 
(1) 如 图 中 , 易 求 得 PB = 1; 
(2) 如 图 @, 在 个 ABP 中 ,AP = 1,AB = v2,/BAP = 90° +45° 
= 135" ,由 余弦 定理 可 求 PB = v5. 





图 由 


故 选 (C). 
20.25 ”如 图 ,AB 与 @O 相 切 于 A, 又 点 在 圆 内 ,DB 与 圆 相 
交 于 C. 若 BC = DC = 3,0OD = 2,AB = 6, 那 


六 
么 圆 的 半径 是 SS 6 
(A) 3 + V3. (B) 15/x. B 
(C) 922. (D) 2 v6. 
(E) v22. 


(第 27 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1976 年 ) 
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9 禹 项 这 


[ 解 ] 设 巨 是 圆 和 BD 的 延长 线 的 交点 ,FG 是 过 DD 的 直径 , 且 r 
是 圆 的 半径 .那么 
BC .BE=A48, 即 3.，(DE+6)= 36, | 
得 DE = 6. 
同样 由 DE .DC = DF .DG， 
有 18= -4, 得 r= v22. 
故 选 (下 ). ; 
20.26 ”在 附 图 中 , TP 和 TQ 是 这 个 半径 为 r 的 贺 的 两 条 平行 切 
线 , 丁 和 本 是 切 点 .PTQ 是 切 点 为 的 第 三 条 切线 . 7 4 
者 TP=4，TQ=9, 那 么 > 是 


25 
全 (B) 6. 〈C) 


(D) 除 会 ,6, 乞 以 外 的 一 个 数 
(E) 从 已 知 条 件 无 确定 的 解 . . 
(第 25 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1974 年 ) 

[ 解 j] 连 OP,OQ,OT,OT', 则 由 TP=TP，0OT= OT = r， 
且 人 PTO = 人 PTO = 90', 因 而 人 OTP 多 人 OTP. 

辣 理 可 证 人 OT’Q 各 人 OT'Q. 

设 x = TOP = /POT,, 7 

y= 人 TOQ = /QOT,, 

则 2x + 2y = 180". 

因而 <POQ = x+y = 90.. 

故 ” 公 POQ 是 直角 三 角形 . 且 OT” 为 斜 边 PQ 
上 的 高 . 

因而 有 TO = PT”. TQ, 

即 二 4.9, 得 r= 6. 

故 选 (B). 

20.27 ”从 圆 外 一 点 P 引 圆 的 切线 ,其 长 为 1, 又 从 PP 引 一 割 线 分 
此 贺 成 不 等 之 二 绝 , 其 长 为 n 和 ,已 知 1 是 mr 入 的 比例 中 项 , 旦 辐 
周 长 为 10,m 和 + 均 为 整数 , 则 上 可 有 

(A) 零 解 . (B) 一 解 . (C) 二 解 . 





(A) 个 . 





4 
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(D) 三 解 . (EE) 无 穷 多 解 . 
(第 11 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1960 年 ) 

[ 解 ] 由 设 有 2° = pn. 

又 nt+n=10， 故 n= 10-nm. 

从 而 = mm(10 一 1 以 ) 或 1 = Vm(10— nm). 

m= 1 时 ，+ = 3; 

i 二 2 时 ， 1 = 4; 

m 二 3,4,6,7 时 ， +z 非 整 数 ， 

m 三 5 时 ， 则 m = 7 与 题 设 不 符 ; 

1 二 8,9 时 ， 由 (10 一 7) 的 对 称 性 知 与 ;mmx = 1,2 时 相同 . 

故 选 (C). 

20.28 ”如 图 ,在 圆 O 中 , BC 为 圆 的 直径 , 且 AB | BC ,又 ADOE 
是 一 直线 , AP = AD， 号 AB 的 长 是 半径 RR 的 一 倍 . 则 

(A) AP* = PB . AB. 

(B) AP . DO = PB . AD. 

(C) AB’ = AD . DE. 

(D) 4AB. AD = OB . AO. 

(E) 非 上 述 答案 . 





(第 11 届 美国 高 中 数学 考试 ,1960 年 ) 
[ 解 ] 由 设 AB 是 @O 的 切线 ,由 切割 线 定理 有 
AB* = AD. AE = AD .: (AD + DE) = AD(AD + 2R) 
= AD(AD + AB) = AD’* + AD . AB, 
故 4D- = AB’? - AD. AB = AB(AB - AD) 
= AB(AB ~ AP) = AB . PB. 
故 选 (A). 
20.29 在 以 O 为 图 心 , 以 < 入 。 全 的 同和 AB 是 直径 ,延长 弦 
AD 与 过 B 的 切线 交 于 C,E 为 AC 上 的 一 点 , 且 AE = DC, 设 + 和 yy 分 
别 表 示 五 到 过 A 的 切线 和 到 AB 的 距离 ,可 以 推出 关 Dp 


Cc 











3 
2 小 2 _ Tt 
(A) y 2a-zx (B) y 2a + 
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入 应 


(0) y= 52—. (D) 2 


(E) x 


[ 解 ] 


EM = y. 


即 


由 EM /DN, HB AE = DC， 则 


连 BD, 在 Rt 全 ABD 中 ， 
ND’* = AN .NB = x(2a - x). 


a 一 六 2a 一 你 


yy 
2a+r 


(第 17 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1966 年 ) 
过 五 ,D 分 别 作 EM | AB, DN 1 4B. 且 设 AM = x， 


NB = AM = x. 





ND _ EM 


又 ”Rt 全 AME Rt 全 AND ,有 二 一 = 一 一 





AN ”AM， 
ND = 人 EM -= 24 一 再 由 前 式 有 
r(2a - z) = 半 (2a 于 2， Bp = 
故 选 (A). 
20.30 ”车 一 圆 的 半径 增加 100% , 则 面积 增加 
(A) 100% . (B) 200% . (C) 300% . 
(C) 400% . (E) 以 上 答案 都 不 正确 . 


[ 解 ] 


(第 工 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1950 年 ) 
设 贺 半径 为 ,其 增加 100% 后 为 2r. 


新 闻 面 积 增加 4rr 一 xr? = 3rnr?, 
面积 增加 的 百分比 为 5 ， 100% = 300% . 





故 选 CC ). 

20.31 ” 当 圆 的 半径 7 增加 ?时 ,其 面积 变 为 2 倍 , 则 r 等 于 
(A) n(Y2 + 1). (B) "0 — 1). (C) n. 

(D) n(2 - v2). (E) 万 at 


[ 解 ] 
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(第 9 届 美 国 高 中 数学 考试 ,19S8 年 ) 


2 
依 题 意 。 弄 二 2 = 2， 化 简 后 为 
-~2nr-n = 0, 得 ”y= (] + Y2)n. 
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故 选 (A). 
20.32 ” 厂 圆 周 长 的 倒数 的 4 倍 等 于 该 加 的 直径 ,那么 圆 的 面积 是 


(A) 5. (B) 上 . (C) 1 (D) x. (E) x 
A 


(第 29 届 美国 高 中 数学 考试 ,1978 年 ) 
[ 解 ] 若 > 和 4 分 别 是 圆 的 半径 各 面积 ,那么 


-4 =- 27， 即 4=4rr， 故 1=rxr = A. 


2Xr 
故 选 (C). 
20.33 ”半径 为 8 英 寸 的 圆 内 有 相距 8 英寸 的 两 相等 平行 弦 , 则 
此 两 平行 弦 间 的 圆 面积 等 于 
1 


(A) 21 x -32Y3. (B) 32 .3 + 21 计 rr， 


(C) 32Y3+ 42 二 和 (D) 16 3+ 和 42 字 ， 
(E) 42 4x. 

《第 3 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1952 年 ) 
[ 解 ] 如 图 , 连 0B, 作 QO 直径 ED // AB. 


则 Secog = 六 ,4.4 呈 =8y3， 


是 Saaop = Hs x 8 = 
从 而 ， 各 为 
4(8Y3+ 1 地) = 32.3+21 二 x， 
故 选 (B). 

”20.34 ”一 个 直径 是 12 英 尺 的 贺 形 草坪 被 一 条 宽 3 英 尺 的 笔直 的 
侯 砾 小 路 所 截 , 小 路 的 一 边 穿 过 草坪 的 中 心 .剩余 草坪 面积 的 平方 英尺 
数 是 

(A) 36r — 34. (B) 30r — 15. (C) 36r — 33. 
(D) 35r — 9 3. (E) 30r — 9 Y3. 

《第 24 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1973 年 ) 
[ 解 ] 如 图 , 设 O 表 示 草 坪 的 圆心 , M 是 路 的 另 一 边 的 中 点 . 若 


AB 表 示 道 路 所 荐 的 弧 , 那 么 路 的 一 半 OMBA 的 面积 包含 一 个 30° 的 
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扇形 O4B 和 一 个 30 ~ 60° 的 直角 全 OMB. 





选 则 S= x*6°—2Sg 一 2SAOMB 
择 | 
= 367 -2. 方 "下 .6.6-2. 方 
孝 .3.33 

= 30r — 9y3. 


故 选 (E)， 
第 2 节 圆 与 三 角形 


20.35 ”如 图 , MN 是 半圆 O 的 直径 ， 


若 一 多 = 20', 人 PMQ = 40', 则 一 MQP p 
等 于 Q 
(A) 30°. (B) 35°. x 
(C) 40°. (D) 50°. N 0 M 


(中 国 广州 武汉 ,福州 等 五 市 初中 数学 联赛 ,1986 年 ) 
[ 解 ] 过 Q 作 QS // NM , 交 半圆 于 S, 则 QN = SM. 
但 PM — QN 二 40"( 人 K 度数 之 2 倍 ). 


故 ”PS 三 40?. Pp 
又 PO =80". (了 PMQ 度数 之 2 EN 
倍 ) 加 x M 
SM 里 方 (180" ~ 40" - 80") = 
30°, 
且 LPQS = 20°, /LSQM = 15°, 
LPQM = LPQS + /SQM = 35°. 
故 选 (了 B). 


20.36 ”锐角 三 角形 4BC 内 接 于 圆 D,4B =120"， BC 三 72" ,从 
劣 弧 4C 上 取 一 点 EE 使 OF | AC, 则 了 OBE 与 人 BAC 的 比 为 
5 2 1 ml 4 
(A) ig: (B) 9 ， (OC). (D) 二 (E) 7. 
(第 14 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1963 年 ) 
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[ 解 ] 由 设 劣 弧 AC =360*” - (120* + 72°) = 


168°, 且 由 OE | AC 知 AE = EC. 


则 ”BOF = 72° + 0 = 156°. 


故 ”在 等 腰 人 OBE 中 ， 
LOBE = (180° -156°) = 12°. 


又 ”BAC = 二 .72*- 36*. 故 所 求 的 比 为 1 : 3. 


2 
故 选 (DD). 
20.37 ”以 直角 和合 ABC 的 一 直角 边 BC 为 直径 作 圆 交 斜 边 AB 于 
D, 过 D 作 切 线 交 CA 于 下 ,这 些 条 件 不 足以 证 明 B 
(A) DF 平分 CA. 
(B) DF 平分 人 CDA. 
(C) DF = FA. D 
(D) LA = /BCD. 
(E) 一 CFD = 2 一 4. CC 
(第 16 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1965 年 ) 
[ 解 ] 连 CD, 由 人 A = BCD( 同 为 人 ACD 的 余 角 ), 又 FC = 
FD( 切 线 长 相等 ). 
所 以 “DCF = /CDF, 
故 一 BCD = 一 FD4( 等 角 的 余 角 )》. 
即 A= LBCD = /FDA, 
则 DF = FA = CF. 
在 Rt 全 ACD 中 ,DF 为 AC 中 线 . 
又 LCFD= LFDA+ /A = 2 一 A. 
故 已 证 (A),(C),(D),(EE) 正确 . 
故 选 (B). 
20.38 如 图 , 圆 的 半径 等 于 正三 角形 ABC 的 高 ,此 圆 沿 着 三 角 
形 的 底 边 滚动 并 保持 相 切 ,其 动 切 点 设 为 个, 圆 交 4AC, BC 于 M,N, 设 


n 为 MTN 的 度数 , 则 对 所 有 可 能 的 圆 的 位 置 ， n 
(A) 自 30° 至 90° 变动 . 


世界 数学 奥林匹克 解 题 大 辞典 689 





二 








和 社 你 


(B) 自 30" 至 60° 变动 . 
(C) 自 60° 至 90° 变动 . 
(D) 保持 30° 不 变 . 
(E) 保持 60° 不 变 . 
(第 15 届 美国 高 中 数学 考试 ,1964 年 ) 
[ 解 ] 题 图 表示 圆 的 一 种 位 置 : 圆心 在 正 4 元 
兮 ABC 顶点 C， 此 时 


MTN 度数 为 60 

右 图 表示 圆 的 为 一 可 能 位 置 :圆心 在 正 全 4BC 
底 边 AB 平行 线 上 . 

延长 NC 交 QO 于 D, 连 CM,DM . 则 过 CC 的 直 
径 平 分 等 腰 人 CDM 顶 角 人 C. 

XX 了 CC=180 -AAMCON 

= 180 -60 = 120 ， 

知 一 CDM = 30". 则 MN 度数 为 60". 

邦 选 ( 玉 ). 

20.39 圆 C 与 三 条 不 同 的 直线 /mr zz 
都 相 切 , 则 在 下 述 三 种 情况 中 

(1)7 与 ,ni 与 n,n 与/ 交角 都 是 60?; 

(2)7 /mm/ nn; 

(3) 有 另 一 圆 C 也 与 1, m,n 都 相 切 . 
可 以 成 立 的 是 

(A) 只 有 (1). (B) 只 有 (1) 和 (3). 

(C) 只 有 (1) 和 (2).(D)(1)、(2) 和 (3). C 

(中 国 广州 .武汉 ,福州 等 五 市 初中 数学 联赛 ,1988 年 ) 

[ 解 ] 看 考虑 m,n,! 三 条 直线 组 成 -个 等 边 三 角形 , 则 可 作 三 
角形 的 内 切 圆 C, 还 可 作 旁 切 圆 C ,如 图 . 

又 (2) 是 不 可 能 成 立 的 . 则 只 有 (1),(3) 成 立 . 

故 选 ( 吾 ). 

20.40 ” 奉 某 三 角形 的 一 边 长 12 英寸 ,对 角 为 30", 则 外 接 圆 的 
直径 为 


i 
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(A) 18 英寸 . (B) 30 英寸 . 

(C) 24 英寸 . (D) 20 英寸 . 

(E) 非 上 述 答案 . 

(第 4 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1953 年 ) 

[ 解 ] 如 图 , 连 O4,OC , 则 和合 AOC 为 
等 边 三 角形 . 

从 而 O04 = AC = 12. 

故 选 (C). 

20.41 ”连接 一 三 角形 内 切 圆 的 三 切 点 , 则 所 
形成 的 三 角形 的 角 








(A) 都 等 于 60” (B) 一 钝 角 与 不 等 的 两 锐角 . - 
(C) 一 钝 角 及 相等 两 锐角 . 《〈D) 都 为 锐角 . + 
(E) 相互 间 不 相等 . 轩 
(第 5 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1954 年 ) 
[ 解 ] 利用 切线 角 的 性 质 不 难得 到 ; a 
LA = 180 -24B 
= 180 - 2A’, 8 4 
故 2 人 A’ = 180  - 4A， 
有 A’ = 90°- 吉 人 A < 90°. 4 


同 理 可 证 B <90" ,一 C < 90”. 

知 全 ABC 为 锐角 三 角形 . 

故 选 (DD). 

20.42 ”一 圆通 过 边 长 为 7 三 ,10,12 二 的 三 角形 的 三 顶点 , 则 此 
圆 的 半径 是 


(和) (B)5， (OO 分 (DD) 他， (E) 


(第 19 届 美国 高 中 数学 考试 ,1968 年 ) 
[ 解 ] 由 设 且 注意 到 


(2 二 ) = 102 + (7 地)， 


15 v2 
<. 
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则 知 此 三 角形 为 直角 三 角形 , 故 斜 边 之 半 即 为 该 三 角形 外 接 圆 举 
径 . 

故 选 CC). 

20.43 若 0° 过 和 过 90 ,那么 以 sina .cosa .tgactgea 为 三 边 的 
全 ABC 的 内 切 圆 ,外接 圆 的 半径 之 和 是 





sing + cosa tga + ctga 
(A) 5 . (B) 3 : 
(C)2sinacosa. (D) = l - 
Si 信和 GOSC ., 


(中 国安 徽 省 初中 数学 竞赛 ,1997 年 ) 
[ 解 ] 由 sincu 十 cosa = 1 及 tgactga = 1, 知 公 ABC 为 直角 三 角 


形 且 斜 边 长 为 1, 故 人 ABC 的 外 接 圆 半径 R = 志 . 


又 Rt 人 ABC 的 内 切 圆 半径 + = ne + ose 一， 


sina 十 cosa 
2 


、，， R+i+r= 
故 选 (A). 
20.44 已 知 五 是 和 人 ABC 的 重心 ,全 ABC 的 外 接 圆 半径 为 R， 

人 BHC 外 接 圆 半径 为 r. 则 RR 与 7 的 大 小 关系 是 
(A)R=r. (BJ)R>r. (C)R<r. 
(DD) 合 ABC 是 锐角 三 角形 时 , R > +r; 全 ABC 为 钝 角 三 角形 时 ,R 

<r. 

(“祖冲之 杯 ” 初中 数学 邀请 赛 ,1995 年 ) 
[ 解 ] 如 图 ,人 1+ /2+ 人 BHC = 180"， 

而 LFCB+ /1 = 90°, /EBC + /2 = 90°, 

又 ABAC+ LABC+ /ACB = 180°, 

知 一 BRHC = 180° - 一 BAC， 

在 人 ABC 中，BC = 2RsinA. 

在 人 BBC 中 ，BC = 2rsin(180" - BAC) 

= 2rsinA， 
从 而 R=r. 
故 选 (A). 
20.45 ”三 角形 的 三 边 为 25,39 和 40, 它 的 外 接 圆 直径 为 
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(A) 于 (B) 全 (CO)42. D4. (EE) 40. 
(第 10 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1959 年 ) 
[ 解 ] 由 R = 区 ,其 中 SA 为 三 角形 面积 ， 


由 海伦 公式 ”SA = Vp(p -a)(p -6b)(p -ce), 
(p 为 三 角形 半 周 长 ) 


25.39.40  _ 125 
R = 一 -全 一 一 一 一 一 = 全， 
4v52.27.13.12 0- 

_ 125 

2R = 他. 


故 选 (B). 
20.46 在 人 ABC 中 ,AC = 24，BC = 10，AB = 26, 那么 

全 ABC 内 切 圆 的 半径 > 为 
(A) 26. (B) 4. (C) 13. 轩 
(D) 0. (E) 以 上 答案 都 不 正确 . 

(第 1 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1950 年 ) 

[ 解 1] 由 设 及 26* = 242 + 10, 知 人 ABC 为 直角 三 角形 . 
由 AB+2r= AC+BC， 得 r=4. 
故 选 (B). 
[ 解 2] 由 解 1 知 全 ABC 为 直角 三 角形 . 则 


F(AB+ BC+ CA) .= 





.. Fr 二 4 
故 选 ( B). 1 


20.47 ”在 一 个 三 角形 中 ,面积 和 它 的 周 AN 
长 在 数值 上 相等 ,其 内 切 圆 半 径 是 GON 
(M2 (B3 (O04 (Ds., /Ax | 


(E) 6. 


《第 21 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1970 年 ) 
[ 解 ] 设 公 ABC 内 切 圆 半径 为 (如 图 ), 则 


Sorc = 本 :4B.r+ 二 .BC:r+ 二 .4AC:r 
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一 方 (4B + BC + AC)r, 
若 设 p= AB+Bc+AC， 由 题 设 及 上 式 有 


Ca. 


p= 
，， r 二 2. 
故 选 (A). 
20.48 在 贺 O 中 , 弦 AB = AC, 弦 AD 交 BC 于 FE, 阁 AC = 12， 
AFE 一 8, 则 AD 等 于 


(A) 27. (B) 24. (C) 21. (D) 20. (E) 18. 
(第 9 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1958 年 ) 
[ 解 ] 连结 BD, 由 圆周 角 性 质 易 证 4 


nA Wy 
故 选 ( 玉 ). | 


20.49 正三 角形 ABC 内 接 于 圆 O,M 在 


BC 上 , 连 线 段 AM ,BM 和 CM, 则 AM C 
(A) 等 于 BM + CM. 


(B) 小 于 BM + CM . AN 
(C) 大 于 BM + CM. /A 


(D) 等 于 ,大 于 ,小 于 BM + CM 视 M 的 位 “~ 久 、 


置 而 定 . C 
(E) 非 上 述 答案 . > 
(第 8 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1957 年 ) 
[ 解 ] 在 AM 上 截 MD = MC, 连 CD. a 
则 会 MCD 为 正三 角形 . ‘~ 一 
CD = MC, 又 AC = BC， 
且 LCAM = /CBM, 


则 AAADCS 和 ABMC.、 有 AD = MB， 
AM = MB + MC. 
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故 选 (A). 
20.50 ”线段 AB 既是 半径 为 1 的 圆 的 直径 ,又 是 等 边 人 ABC 的 一 
边 . 这 个 圆 交 AC , BC 于 点 和 五 点 .那么 AE 的 长 为 
3 5 Y3 
(A) 3 . (B) 写 . (C) 3. 
(D) V3. (E) 2 二 23， 


(第 34 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1983 年 ) 
[ 解 ] 如 图 ,因为 AB 是 直径 ,所 以 AEB = 90" ,于 是 AE 就 是 等 
边 人 ABC 的 BC 边 上 的 高 . 


又 LEAB = 方 人 C4B = 30", 即 人 ABE 是 C 
30"-60"-90" 的 直角 三 角形 . 
/3 7 E 
所 以 AFEF= AB: 方 = V3. 
故 选 (万 ). 


4 
20.51 ”从 圆 外 一 点 A 引 圆 的 两 条 切线 AB， 
AC, 切 点 为 B,C ,第 三 条 切线 交 AB 于 P, 交 AC 于 R, 切 圆 于 Q, 若 AB = 
20, 则 APR 的 周 长 为 
(A) 42. (B) 40.5. (C) 40. 
(D) 39 二 (FE) 无 法 确定 ， 
(第 12 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1961 年 ) 
[ 解 ] 设 p 为 全 APR 的 周 长 , 则 
p= AP+ PQ+ QR+ RA, 
由 设 及 切线 性 质 有 PB = PQ, 且 RQ 
= RC, 同 时 AB = AC. 
故 p= AP+PB+CR+ RA 
= AB + AC = 2AB 
= 40. 
故 选 (C). 
20.52 ”三 角形 的 一 边 被 其 内 切 圆 的 切 点 分 为 两 线段 各 长 6 单位 
及 8 单位 , 若 此 贺 半 径 为 4 单位 , 则 此 三 角形 的 最 短 边 长 为 
(A) 12 单位 . (B) 13 单位 . (C) 14 单位 . 
(D) 15 单位 . (E) 16 单位 . 
(第 4 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1953 年 ) 
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[ 解 ] 设 三 角形 三 边 分 别 为 a,5,c, 半 周 长 为 p, 内 切 加 半径 为 
r, 则 由 
(p—~-a)(p—- 6b)(p— ce) 

p 9 

有 4= 和 /8 三 ， 解 得 工 =7， 

因而 三 角形 最 小 边 为 13. 

故 选 (B). 

20.53 ”如 图 ,一 个 圆 交 一 个 等 边 三 角形 于 六 个 点 .如 果 AG = 2 
GF = 13，FC=1， 友 = 7, 那 么 DE 等 于 


i 一 











(A) 2 v22. (B) 7 3. 
(C) 9. (D) 10. 
(E) 13. 


(第 33 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1982 年 ) 
[ 解 ] 如 图 , 设 AH= y, BD=a, DE= >， 
以 及 EC = 5b. 





由 已 知 AG = 2， GF = 13， 有 万 =7 和 和 4 
FC = 1, 那 么 这 个 等 边 三 角形 的 边 长 就 是 
2+13+1= 16. 


把 AB 和 AC 看 做 是 从 A 点 向 这 圆 引 的 割 
线 , 交 圆 于 态 ,J 和 G ,下 ， 

因此 有 y(y +7) = 2(2+13)， 
或 者 0= yt7y-30= (y-3)(y+ 10), 

这 样 y=3， 且 BI/=16-7-3=6. 

同 理 bl(b+7x)=1.(1+13)= 414， 

al(a+ x+)=6: (6+7) = 78. 

又 atp+r= 16, 

从 上 三 方程 中 解 得 ”x = 2 v22. 

故 选 (A). 

20.54 在 人 ABC 中 ,AB = 10,AC = 8,BC = 6. 圆 P 是 过 C 且 
与 4B 相 切 的 最 小 圆 . 设 Q,R 分 别 是 圆 己 与 AC, BC 边 的 交点 (与 C 点 
不 重合 ) .线段 QR 的 长 是 
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(A) 4.75.  (B)4.8. (0)5. 


(D) 4 v2. (E) 3 3. p 
(第 29 届 美国 高 中 数学 考试 ,1978 年 ) 
[ 解 1] 设 N 是 圆 P 的 圆心 .车 本 是 切线 AB 的 <-% A 


切 点 ,CH 是 人 ABC 的 AB 边 上 的 高 ,那么 
CN+ NT CT > CH. 有 
由 设 圆 已 是 过 C 且 与 AB 相 切 的 最 小 圆 , 则 半径 ， 
CN 应 为 极 小 , 即 本 与 及 重合 并 且 N 是 CH 的 中 点 ; 
这 就 是 说 CH 是 圆 已 的 直径 . 
因为 人 QCR = 90", 又 QR 是 直径 ， 则 “4 
A 人 CBH Ww 和 ABC， 
CH_AC -8 






6 ”10. 
可 得 ”CH = 4.8， 因 而 QR = 4.8. 
故 选 (B). 

[ 解 2] 由 设 知人 ABC 为 直角 三 角形 ,是 BCA = 90°, 故 RQ 是 

圆 的 直径 ,因而 当 RCQT 是 和 矩形 时 圆 最 小 . 

此 时 CT 是 4AB 上 的 高 , 且 RQ = CT. 


-十 1 梁 





20.55 ”一 等 边 三 角形 的 高 等 于 一 圆 的 半 
径 , 另 一 等 边 三 角形 内 接 于 此 圆 , 则 此 两 三 角形 周 长 的 比 依 次 为 
(A) 1 : 2. (B) 1 : 3. (C) 1 : V3. 
(D) V3 : 2. (上 E) 2 : 3. 
(第 3 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1952 年 ) 
[ 解 ] 由 设 知 高 等 于 半径 的 等 边 三 角形 过 圆心 O. 而 内 接 此 圆 的 


. 3p ,. 
RK:5R=2:3. 


正三 角形 高 为 RR， 
相似 三 角形 周 长 比 等 于 其 相似 比 , 即 A 
故 选 (EE). 
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20.56 和 4BC 内 接 于 阅 O', 圆 O 内 切 于 和 ABC ,连结 并 延长 AO 
使 之 与 大 圆 交 于 DD, 则 必 有 

(A) CD = BD = OD. 

(B) AO = CO = OD. 

(C) CD = CO = BD. 

(D) CD = OD = BD. 

(E) 0'B = OC = OD. 

(第 17 届 美国 高 中 数学 考试 ,1966 年 ) 

[ 解 ] 连 CD,DB ,OC. 

由 设 AC,AB 为 ©O 切线, 则 AO 平分 LCAB. 令 人 CAD = 
BAD= a. 

同 理 ZACO= LBCO= Bf. 


因而 85D = CD， 

从 而 DCB = DBC = a. 

且 BD = CD. 

站 一 OCD = a+B， 

又 COD 为 AOAC 的 外 角 , 则 二 COPD = 
a + 8. 

… 公 CDO 为 等 腰 三 角形 .从 而 ”CD = OD. 

故 选 (DD). z 

20.57 ”如 图 ,已 知 AD 是 ©@O 直径 , 自 AD | 
BC, 又 AB、AC 分 别 与 圆 交 于 EF. 则 下 列 式 子 一 定 成 
立 的 是 

(A)AE .BE = AF . CF. 

(B)AE : AB = AO . AD.. 

(C)AE . AB = AF. AC. 

(D)AE . AF = AO . AD. 

(中 国 江 苏 省 初中 数学 竞赛 ,1998 年 ) 
[ 解 ] 连结 ED, 易 证 Rt 人 AED cp Rt 人 AD'B, 则 
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连结 FD， 仿 上 可 证 AF ,4AC = AD :AD.. 


4F .4B= AF. AC. 
族 选 (C) 


20.58 P 忆 为 全 ABC 所 在 平面 上 一 点 ,年 PA p 
= PB, 又 了 APB = 2 了 ACB, 而 AC 交 BP 于 D 点 ， p je 
若 PB = 3, PD = 2. 则 AD .AC 等 于 

(A)5. (B)6. (C)7. 

(D)8. (E)9. 


(第 48 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1997 年 ) 
[ 解 ] 作 公 ABC 外 接 圆 , 则 PP 恰 为 该 圆 圆 心 ， 到 
同时 PA 为 其 半径 . 


延长 BP 交 @P 于 EE 点 ,由 相交 弦 定 理 有 
AD. DC = BD.: ED = BD. (PD + PE) /2 ~ 
= (3-2)(3+2)=5. IS 
故 选 (A). 
20.59 点 4,B,C 在 半径 为 > 的 圆 上 ,又 
AB = A4AC 且 4AB >r, 而 BC 劣 弧 长 为 r. 若 角度 
用 弧度 表示 , 则 人 = 


(A) 六 csc 二， (B)2cos 





(C)4sin 方 . (了 )csc 术 
(E)2sec 
(第 45 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1994 年 ) 
[ 解 ] BC=r,. ZBAC-4. | 
连结 AO 延长 其 交 BC 于 D, 连 结 OB , OC， /从 
A 
则 BD = 地 BBC,， 目 人 BAD = 地 人 BAC = = 十. ~ 
. AB_AB 1 了 工 ol 
BC ”3pD = > CCA BAD = — sc- 
故 选 (A). 
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20.60 ”如 图 ,等 边 三 角形 ABC 内 接 于 一 个 圆 ， 
另 一 个 小 圆 内 切 大 贺 于 工 ,并 且 切 AB 边 和 AC 边 于 
PP 点 和 QQ 点. 如果 BC 边 的 长 度 为 22, 则 PQ 线段 的 





长 为 
(A) 6. (B) 6V3. 
(C) 8. (D) 8 v3. 
(E) 9. 


(第 32 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1981 年 ) 

[ 解 ] 作 立 直径 AT 交 PQ 和 BC 于 O, 晶 点 .延长 AB 和 AC 交 过 
的 圆 切线 于 EE, 下 , 则 等 边 人 AEF 外 切 小 圆 于 P, 工 ,Q 点 . 

因此 全 PQT 也 是 一 个 等 边 三 角形 . 且 4 
全 APQ 也 是 等 边 三 角形 . 

又 它们 的 公共 边 为 PQ, 所 以 人 APQ 纪 
全 PQT, 因 而 AO = OT ,因此 O 是 大 圆 的 圆心 . 

AH 是 人 ABC 中 BC 边 上 的 高 ,所 以 


AO = 入 AH. 





又 由 和 A4PQco 人 ABC， 所 以 A = a 


即 PQ = 和 BC = 8. 

改选 (CC). 

20.61 ”如 图 ,三 个 圆 中 的 每 一 个 都 外 切 于 其 
他 两 个 ,并 且 三 角形 的 每 一 边 与 圆 中 的 两 个 相 切 . 
和 若 每 个 圆 的 半径 是 3, 那 么 三 角形 的 周 长 是 


(A) 36 + 9 V2. (B) 36 + 6 ¥3. 
(C) 36 + 9 v3, (D) 18 + 18 v3. 
(E) 45. 


(第 28 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1977 年 ) 
[ 解 ] 如 下 图 , 设 PB 和 QC 是 辆 心 P 和 圆心 Q 到 公 切 线 AD 的 
切 点 的 半径 . 
罗 LPAB = /QDC = 30°, 
有 AB = CD = 3¥3, 
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且 4D = AB+PQ+CD=6+6Y3. 4 
三 角形 周 长 是 18 + 18 v3. es 


故 选 (D)， Ci 
20.62 ”一 个 边 长 为 8,13 和 17 的 三 角形 有 We 


一 个 内 切 圆 , 设 长 为 8 的 边 被 切 点 分 成 r 与 ;两 (KY 
段 , 且 rr < 之 ;, 则 yy :s 等 于 
(A)1:3. (B)2 :5. (C)1:2. 
(D) 2 : 3. (上 E) 3 : 4. 
(第 15 届 美国 高 中 数学 考试 ,1964 年 ) 
[ 解 ] ”由 圆 切线 的 性 质 及 题 设 有 结论 如 图 所 标 ,注意 到 
AB = 8, AC = 13, BC = 17. 第 
因而 (8 一 r)+ (13 一 r+) = 17， 解 得 二 


rr 二 2. 13— gr 二 
s=8-r=6. Oe 国 
13—7 


8-—7 





故 选 (A). 
20.63” 某 三 角形 有 一 半径 为 > 英寸 的 内 切 圆 , 若 三 角形 的 周 长 为 
英寸 ,面积 为 平方 英寸 时 , 取 为 


(A) 与 -的 值 无 关 ， 。 (B) 如 (二 





(D) 全 (E) 王 
(第 18 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1967 年 ) 
[ 解 ] 由 图 易 看 出 


~ pr "2" 


1 C 
| 2 PLAN ， 
一 十 b+ + c)r = 二条， > a 
nf LN 
故 选 (D). 

20.64 ”一 个 半径 为 > 的 圆 内 切 于 一 个 直角 等 腰 三 角形 ,一 个 半径 


为 R 的 圆 外 接 于 这 个 三 角形 ,那么 等 于 
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和 访 储 


(A) 1 + 2. (B) 252. 


(D) 1 (E) 2(2 - ¥2). 


(第 25 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1974 年 ) 

[ 解 ] 如 图 ,全 ABC 是 等 腰 直 角 三 角形 ,其 中 BA4AC = 90°,AB 
= AC. 又 其 内 接 在 一 个 圆心 为 ,半径 是 RR 的 圆 中 . 

线段 AO 长 R ,并 平分 线段 BC 和 人 BAC. 又 
圆心 是 O (位 于 AO 上 ) ,半径 是 > 的 图 内 切 于 
人 4BC, 且 4AB 和 AC 与 站 切 圆 的 切 扣 分 别 是 工 和 ， 
人 

会 ATO 角度 是 4$" -4 -90”， 
又 OT=r, AT=r 有 OA=rv2. 


R= +rv2， 即 攻 -11+ 


r 





故 选 (A). 

20.65 ” 知 思 为 等 边 三 角形 的 周 长 , 则 其 外 接 圆 之 面积 为 
TB xp” “zp” 

(A) 3 (B) 6 . (C) 27 
xp? V3rp? 

(D) 7 (E) 一 37 


(第 10 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1959 年 ) 
[ 解 】 设 正 三 角形 边 长 为 a, 高 为 h ,外接 圆 半径 为 RR, 则 由 设 有 


_p _Y3 3 
a=3， h=3a= Ep. 


又 h=3R, 放 R= 写 p 
所 以 So = rrR2= 王 


27 
邦 选 (CC). 
20:66 ”一 个 图 的 内 接 三 角形 的 三 个 顶点 把 圆周 分 为 长 是 3,4,5 
的 三 段 圆 弧 ,这 个 三 角形 的 面积 ; 


(A) 6. (B) 一 5 . 
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(OU (D) (3+ 1). 


(E) 号 (+ 3)， 
(第 40 屈 美 国 离 中 数学 考试 ,1989 年 ) 
[ 解 】 由 设 知 圆周 长 为 3+ 4+5 = 12， 
设 圆 的 半径 为 R, 则 2xR = 12, 则 R = 全 
者 圆心 为 O， 则 人 AOB = 90"， 

LBOC = 150°, LCOA = 120°. 

上 SAapc = Seoag + SAOBc + SAoca 





1| 


一 1 深 


1.36. 1 .733 
= 了 + 


和 (3 +3). 
元 





故 选 (五 ). 
20:67 ”如 图 ,A 是 半径 为 1 的 @O 外 一 点 ,0O4 -= 2,AB 是 @O 
的 切线 ,B 是 切 点 , 弦 BC // OA ,连结 AC. 则 阴影 部 分 的 面积 等 于 


2x 
(A) 与 (B) -6 
(部 + 写 。，  (D) 玫 - 史 


(中 国 初中 数学 联赛 ,1996 年 ) 
[ 解 ] 连结 OB , OC. 





BC pA OA, . SA OBC 一 SAABC, 
从 而 S 骨 影 二 S 扁 形 OBC。 
AB 是 圆 的 切线 ， .OB | AB. 


在 Rt 会 AOB 中 ，4O = 2，OB = 1， 
了 AOB = 60"， 因而 有 BOC = 60". 


1 A 
S ;二 SS 史 一 “一 
阴影 有 羽 形 OBC A 6 6 
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故 选 (B). 
20.68 ” 圆 内 接 三 角形 三 边 长 分 别 为 20,21 和 29, 此 加 被 二 角形 
分 成 四 部 分 , 令 A ,B,C 代表 非 三 角形 的 三 部 分 , 且 C 面积 最 大 ,下 列 


关系 式 中 成 立 的 是 
(A)A+B=C. (B})A+B+210= C. 
(C)A*+ B*= C*. (D)20A + 21B = 29C. 
Ll 了 上 
(E) A* + B? | C2 


(第 50 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1999 年 ) 


[ 解 ] 注意 到 29 = 20? + 21?， 
这 样 三 角形 系 直角 三 角形 , 且 其 斜 边 为 外 接 图 直 人 
径 , 


显然 A+B+SA= C， 


即 A+B+ 让 x20x21=C， 


化 简 得 A+B+210=C. 

故 选 (B). 

20.69 如 图 , (五 与 DE 是 加 O 的 二 等 弦 , AB 
是 才 圆周 , 则 入 CED 与 人 AOB 面积 之 比 为 


(A)V2 : 工 . (B) vV3 : 1. (C)4:1. 
(D)3:1. (E)2:1. 

(第 9 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1958 年 ) 
[ 解 ] 由 设 知 CED = 人 AOB = 90*， 则 有 





1 
Sacp CE:DE CE 2 -2 
SA Ar 六 AO.:OB AO 1 四 
| 4 


故 选 ( 玉 ). C 
20.70 如 图 ,4B 是 @O 的 直径 , AB =4, 弦 DD 
BC =3, 一 ABC 的 平分 线 交 贺 于 DD, 又 AD, BC 的 
B 


延长 线 交 于 下. 则 四 边 形 ABCD 的 面积 是 人 DCE “ 5 
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面积 的 
(A)7 信 . (B) 8 倍 . (C) 3 倍 . (D) 4 售 . 
(中 国安 徽 省 合肥 市 初中 数学 竞赛 ,1990 年 ) 


[ 解 1] 连 DC. 易 证 人 EDC cn 人 EBA ,其 相似 比 为 E 


_3 _ .2B 了 也 
又 cosB = 可 ， 1 2sin 3 = As 
故 sin2 蕊 -= 全 义 sn 十 = 二 D 
Sa [ON 
SAEpc : SarBA = 1:8. A 5 B 
故 四 边 形 ABCD 的 面积 是 人 DCE 的 7 倍 . 


故 选 (A). 
[ 解 2] 连 AC ,OD ,DC. 


BD 平分 <ABC, 则 AD = DPC， 





。 。 AD 一 DC. 下 

又 OD = OB， 风色 

则 一 4OP = ODB + /OBD AS 
= 2OBD = /ABC, LS 

_BC 3 
cos/ AOD = cos/ ABC = AB= 
在 全 ADO 中 由 余弦 定理 可 求 得 AD? = 2, 即 CD* = 2. 
.| 人 EDC cp AEBA, 


则 SAapcE : Sarap = CD : AB*=1:8, 
1 

.~ SADCE = 7 了 SABcp- 

故 选 (A). 

20.71 如 图 ,和 ABC 内 接 于 一 个 圆 . 点 DD 位 于 AC 上 , 有 DC 


=30". 点 G 位 于 BA 上 , 且 BG > GA.AB 边 和 AC 边 的 长 都 等 于 DG 弦 
的 长 , 且 CAB = 30". 弦 DG 分 别 交 AC 边 和 AB 边 于 EE 和 下 .那么 
全 AFE 的 面积 和 人 ABC 的 面积 的 比 为 


(A) 2 (B) +133, 


(C) 7V3 - 12. (D) 3Y3 - 5. 
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S 洒 党 和 车 陈 


(E) 3 G 
(第 32 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1981 年 ) 


[ 解 ] 如 图 , 连接 DC, 因 AC =2 人 ABC, 则 由 、 







LABC = (180° - A 
30°)/2 = 75°, 所 以 AC =150". 4 |， 


从 而 AD = AC - DCE150 — 30° = 120°, 
所 以 /ACD = 60°. 


又 因为 AC = DG, 所 以 GA = GD - ADAC ? 
- 120" = 30"， 


同时 CG = AC + GA ==150° + 30° = 180°, 是 一 CDG = 90°. 

于 是 人 DEC 是 30-60°-90° 的 直角 三 角形 . 

不 失 一 般 性 ,假设 AC = AB = DG = 1,AE = x = DE( 很 容易 证 
明 人 FDC 人 FAG ,所 以 AE = DE). 


CE=1-x= 半 .2. 











V3 

则 AE=X=2y3-3. 
FH 是 全 AFE 中 AE 上 的 高 ,所 以 

_AE 2V3-3 

_2Y3-3 V3 

FH = 3 

SA = EH FH = (238-3) 如 
7Vv3 - 12 
4 


而 Sanc = 方 4B ACsin30" = 二 :1.1. 寺 = 


2 

S 

二 ~ 7yV3 -12. 
人 PRC 





故 选 CC ). 
20.72 ”在 半径 为 > 的 圆 O 中 , 作 一 弦 4B ,其 长 度 为 >, 过 O 〇 作 4B 
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的 垂 线 , 垂 足 为 M, 过 AM 作 OA 的 垂 线 , 垂 足 为 也 , 则 全 MDA 的 面积 


2 2 
(A) 3 (B) 了 (C) Le 
37 67 
(D) 3 (E) 4 


(第 20 届 美国 高 中 数学 考试 ,1969 年 ) 
[ 解 ] 由 设 知 AM = 方 4B = 亏 . 


又 在 Rt 全 ADM 中 ， 
人 AND = 590 一 MA 





= 90° — 60" = 30"， 
1 r 
由 = -一 = 一 
则 4D = 了 AM = 本: 
同 理 在 RtAOMD 中 ,MD = 二 OM = 二 .并 = 家 
1 V3 
Sa = 本 AD' MD = Dr 


故 选 (D) : 
20.73 ”一 直角 三 角形 的 斜 边 长 为 ,内 切 加 的 半径 是 >. 内 切 加 
面积 与 三 角形 面积 之 比 是 


(A) — (B) 一 号 (C) 一 芝 














h+2r hi+r. 2 有 二 ri 
2 
(D) -本 ，。 。。。(E) 这 些 都 不 对 


(第 30 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1979 年 ) 
[ 解 ] 如 图 , 设 x 和 y 是 三 角形 直角 边 的 长 ,所 以 
h=(y-r)+(r-r)=7rt+y-2r, 
印 7X7+ y= 有 +2r; 
又 六 十 = hs’, 出 








世界 数学 奥林匹克 解 题 大 辞典 707 





并 密切 洗 


= hr+r?. 


这 样 ,所 求 的 比 是 ”一 一 3 = 到， 

故 选 ( 吾 ). 

20.74 设 48 是 所 OO 的 一 条 纺 , 又 CD 是 @O c 
的 直径 ， 且 与 弦 AB 相交 设 M= / 
| Sacap - SapaB | ,;N = 2S<oip, 则 | 

(A)M > N. (BM=N. A 

(C)M < N. (D)M,N 的 大 小 关系 不 确定 . ; 

(中 国 初中 数学 联赛 ,1995 年 ) 

[ 解 ] 如 图 , 作 DE | AB,CF | AB( 垂 足 分 别 e 
为 五 ,下 ), 并 设 CF 的 延长 线 交 @O 于 G. 连 结 DG. pa 

由 于 DGC = 90*(CD 为 直径 , 故 EFCD 为 矩 | 
形 , 从 而 DE = GF. A 

不 妨 设 CF > FG. 作 OH | CG 于 日 , 且 作 OL ~\ oak 
上 | 4B 于 工 . 则 互 为 CG 的 中 点 , 且 

CF—-FG= CH+ HF- FG 













M =1 SAacaB — SApas | 
_ 工 -4 
二 > AB CF 3 AB DE 
一 方 AB(CF ~ FG) = AB. OL = 2SA0ap. 


效 选 (B). 

20.75 ”任意 全 ABC, 设 它 的 周 长 , 外 接 圆 半径 长 与 内 切 圆 半径 长 
分 别 为 1 ,R 与 x, 那么 

(A)/!>R+r. (B) /Ri+r. 


(OE <RIr<G. 


(D) 以 上 (A),(B),(C) 三 种 关系 都 不 对 . 
(中 国 高 中 数学 联赛 ,1983 年 ) 
[ 解 ] 先 作 一 个 半径 为 R 的 圆 (如 右 图 ). 对 任意 正 整 数 N ,在 这 
个 圆周 上 总 可 以 取 充 分 接近 的 三 点 4A,B,C, 使 NI! < R, 这 说 明 (A)， 
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(C) 不 一 定 成 立 . c 
如 果 在 上 述 圆 内 , 先 作 强 4AB ,BC ,使 AB > RR， 4 
BC > R, 然 后 连 4AC, 则 ! > 2R > R+r. 这 说 明 pf 
(B) 不 一 定 成 立 . 
故 选 (DD). : 
20:76 公 ABC 内 接 于 半径 为 > 的 半圆 内 , 底 
AB 在 直径 AB 上 ,点 C 不 与 A,B 重 合 . 设 s = ACT+ BC, 对 所 有 CC 的 






可 能 位 置 ,有 
(A) s* 过 8r’. (B) s* = 8r’. (C) s* > 8r. 
(D) s* 过 4r2. (E) s* = 4r°. 


(第 12 届 美国 高 中 数学 考试 ,1961 年 ) 
[ 解 ] 设 BC=a，AC = 565, 由 设 AB 为 C 


@O 直径 , 则 人 ACB = 90" .由 勾 股 定理 As 
a* + b* = 4r2. 1 站 
又 s=a+65， 则 
5 =a+6b +2ab = 4r+2ab, °° /J 


而 ”2ab 之 a*+b? = 4r, 且 等 号 当 且 仅 当 
a 二 65 = VY2r 时 成 立 . 

因而 s 8r’. 

故 选 (A). 


20.77” 边 长 为 a,5b,c 的 三 角形 ,其 面积 等 于 地 ,而 外 接 贺 半径 为 
1 车 s = Va + V6+Ve,t= 汪 + 让 + 十, 则 ;与 :的 大 小 关系 是 
(A)s>1t. (B)s=1. (C0C) s<1t. (DD) 不 确定 . 


(中 国 高 中 数学 联赛 ,1986 年 ) 
[ 解 ] 由 题 设 及 三 角形 面积 公式 有 





Sabe_ak_ 1 
4R 4 了 
故 abc = 1. 
又 由 平均 不 等 式 有 六 + 广 之 2:N 沁 =2Ve; 
同 理 广 + 二 之 2Va， 工 1 工 > 万 
C [和 人 
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以 鞋 三 个 不 等 式 相 加 ,得 上 s, 等 号 当 且 只 当 a = 65 = c 时 成 立 . 
这 时 由 apc = 1, 知 





所 以 只 能 有 :> 5 
故 选 (C). 


第 3 玉 圆 与 四 边 形 .多 过 形 


20.78 ” 设 ABCD 为 圆 内 接 四 边 形 ,现在 给 出 四 个 关系 式 


(1)sinA = sinC; (2)sinA + sinC = 0; 
(3)cosB + cosD = 0; (4)cosB = cosD. 

其 中 总 能 成 立 的 关系 式 的 个 数 是 
(A) 一 个 . (B) 两 个 . (C) 三 个 . (D) 四 个 . 


(中 国 初中 数学 联赛 ,1985 年 ) 
[ 解 】 因 ABCD 为 加 内 接 四 边 形 ,故人 C= 180" - 4, 且 一 4， 
一 C 都 不 能 为 0 及 180 ,所 以 (1) 式 恒 成 立 ;(2) 式 恒 不 成 立 . 
同样 由 人 D = 180°  - 人 B,(3) 式 恒 成 立 ;(4) 式 只 有 LB= LD 
= 90" 时 成 立 . 
综 上 关系 式 只 有 两 个 恒 成 立 . 
故 选 (B). 
20.79 ”四 边 形 外 接 一 圆 ,外 接 圆 为 四 边 形 的 顶点 截 成 四 段 弧 ,其 
对 应 的 以 四 边 形 的 边 为 底 的 号 形 角 之 和 为 
(A) 180°. (B) 540°. {C) 360°. (D) 450°. (E) 1080 
(此 等 弓形 角 指 其 边 不 再 与 四 边 形 的 边 相交 者 ) 
(第 5 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1954 年 ) 
[ 解 】 如 图 , 设 加 被 四 边 形 所 分 成 的 四 段 弧 所 
含 度数 分 别 为 ac,b,c,d, 且 设 四 个 弓形 角度 数 分 别 
为 yz 号 形 角 和 为 ， 


由 Ax 对 二 (6 + c + 4), 类 似 地 可 有 四 角 和 
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[((at+b+c)+(bL+ctd)t+(c+dta) 
(dg +a+e)| 


= 与 (o+6+c+d)， 


20.80 在 圆 O 中 ,G 是 直径 AB 上 的 动 点 , 作 AA | 4AB 上 AAA- 
= AG, 作 BB” | AB 且 BB = BG,44 和 BB' 在 AB 的 同 侧 ,0O 是 A'B 
的 中 点 , 当 G 从 A 移 到 B 时 , 则 OO 

(A) 在 平分 于 AB 的 直线 上 移动 . 

(B) 保持 固定 . 

(C) 在 垂直 于 AB 的 直线 上 移动 . 

(D) 在 与 已 知 圆 相 交 的 小 圆 上 移动 . 

(E) 沿 一 路 径 走 , 既 非 圆 也 非 直线 . 

(第 8 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1957 年 ) 
[ 解 】 连 OO ,由 梯形 中 位 线性 质 有 4 





OD 
OO- = F(AA’ + BB’) ~ 
= 广 (AG+ GB) = 二 AB,， 4 一 -一 | 
有 00/ Au ~、 / 
OO | AB, 故 0O' 不 随 G 点 变动 . 
故 选 (B). 
20.81 ”如 图 ,半圆 O 的 直径 在 梯形 ABCD mh c 
的 底 边 AB. 上 , 且 与 其 余 三 边 BC, CD ,DA 相 切 ， / ~\ 
硅 BC = 2,DA = 3, 则 AB 的 长 A B 
(A) 等 于 4. (B) 等 于 5. ° 
(C) 等 于 6. (D) 不 能 确定 . 


(中 国 初中 数学 联赛 ,1994 年 ) 


[ 解 ] 连结 OC, OD. 设 半圆 0 的 半径 为 :， /二 一 并 
则 在 人 AOD 中 , 边 AO 与 边 DA 上 的 高 都 为 ， ,4 \ 
故 AO = DA. GO 


时 
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同 理 ”BO = BC. 
故 ”AB = BC+ DA = 5. 
故 选 (B). 
20.82 ”在 边 长 为 8 的 正方 形 ABCD 中 ,过 A,D 作 一 圆 切 于 BC， 
则 此 圆 的 半径 为 
(A) 4. (B) 4 v2. (C) 5. (D) 5 v2. (E) 6. 
(第 13 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1962 年 ) 
[ 解 ] 所 设 见 图 . 
由 勾 股 定理 ,在 Rt 人 AEO 中 有 
r= 和 + (8-r), 
得 r 二 5. 
故 选 (C). 
20.83 ”加 内 接 四 边 形 的 边 长 依次 为 25,39， 
52 和 60. 这 个 圆 的 直径 长 度 为 
(A) 62. (B) 63. (C) 6&5. (D) 66. (E) 69. 
(第 23 届 美国 高 中 数学 考试 ,1972 年 ) 
[ 解 1] 设 圆 内 接 四 边 形 为 ABCD ,在 全 ABD 和 全 CBD 中 用 余弦 


定理 ,这 样 
BD? = 39 + 522 ~ 2 . 39 . $2cosC -到 全 


好 
BD? = 25 + 602 ~ 2 . 25 .60cos4 5 
因为 AC 与 一 A 互补 , 则 一 cosA = cosC, 代 \ 
和 人 上 式 再 将 两 式 相 减 ,得 Sa 
A 


0=0+(2.39.52+2.25.60)cosA, 

放 ”cosA = 0. 即 ”A 和 它 的 补 角 人 C 都 是 直角 . 

则 BD = V39 + 52? = 65. 

故 选 (C). 

[ 解 2] 注意 到 AB=25=5.5, AD=60= 12.5; 
又 BC=39=3.13, CD= 52=4.13. 

则 AB*+ AD? = 5:(5 +12) = 5 .13, 
且 BC + CD = 132(32 + 4)= 92 .132. 

于 是 4B + AD’ = BC2 + CD?， 
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即 和 4ABD,ABCD 丝 为 直角 三 角形 ,是 以 BD 为 公共 斜 边 . 
又 2R = BD = V5.13 = 65. 
故 选 (C). 
20.84 “如果 边 长 顺 次 为 23,39,S2 与 60 的 四 边 形 内 接 于 一 圆 , 那 
么 此 圆 的 周 长 为 
(A)627. (B)63x. (C)64x. (D)6Sr. 
(中 国 初 中 数学 联赛 ,1995 年 ) 
[ 解 ] 设 ABCD 为 圆 内 接 四 边 形 , 且 AB = 


c 
25, BC = 39,CD = 52, DA = 60. 由 圆 内 接 四 边 
形 性 质 . A = 180” - C. N 
连结 BD. 由 余弦 定理 站 | 
BD’* = AB* + AD’ ~ 2AB . ADcos/ A NU 了 
= CB* + CD* - 2CB . CDeos/ OC, 
即 25* +60-2.253.60.cosAA 
= 39" + 52 +2 .39.S$2 . cos 一 A. 


。 25°+60 39 -32 
解 得 cos 人 A= 205.60735732 = 


故 A = 90"， BD 是 圆 的 直径 . 
BD = V25? + 602 = V4225 = 65. 知 图 的 周 长 为 65x. 
故 选 (D). 
20.85 ”内 切 于 对 角 线 分 别 为 10 和 24 的 萎 形 的 圆 半 径 为 
(A)4. (B) 江 (C) $3. (D)5. (E)6. 
(第 50 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1999 年 ) 
[ 解 ] 如 图 , 设 萎 形 ABCD 对 角 线 4C = 24, 且 
BD = 10. 其 内 切 圆 O 的 半径 为 x. 
由 AC | BD 有 
I 


Sup = 六 4C : BD = 5 X24 x 10 = 120， 


又 Saab = 4Saa0p =4: 方 VAOT ODi.r 
= 2 V12 +5r = 26r. 
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即 “ 26 = 120， 解 得 ， = 0 


故 选 (CC ). 
20.86 ”四边形 ABCD 内 接 于 一 个 以 长 度 为 4 的 AD 边 作 为 直径 


的 圆 中 . 若 AB 和 BC 的 长 度 各 为 1, 那么 CD 边 c 
SvV2 4 D 


(A) 地， (B) Ys. (C) VII. 1 
(D) v13. (E) 2 v3. 
(第 22 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1971 年 ) 
[ 解 ] 作 半 径 OB,0OB 垂直 平分 孩 4AC 于 G, 连 BD. 边 CD 平行 于 
GO 并 为 线段 GO 的 两 倍 . 


又 由 RtABEBGAcRtAABD， 则 有 2 - 全 
Be _ 1 _ 1 
- ! AD 4 6 
oo 0- p02- 二- 了 3 
4 
且 CD = 2GO = 地 0 D 
故 选 (A). 


20.87 ”如 图 , 在 以 AB 为 直径 的 半圆 


中 ,有 一 内 接 正 方形 CDEF, 其 边 长 为 1, 车 E D 
AC = a,BC = 6. 则 下 列 /| 
关系 中 不 正确 的 是 4 B 


(A)a~b=1. (B) ap = 1. 
(C) ua + = y5. (D) oz + .22 = 5. 

(中 国 黑 龙 江 省 齐齐哈尔 市 初中 数学 竞赛 ,1992 年 ) 
[ 解 】 由 对 称 性 有 AF = CB, 则 a -2 = 1 成 立 , 即 (A) 真 . 
又 由 相交 弦 定 理 知 ”ab = CD* = 1? = 1, 即 (B) 真 . 


将 = 一 代入 (4A) 式 有 
a - 工 - 1， 
[a 


好 a*—-a-l=0, 
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解 得 4 = 工 二 5 ( 合 其 负 值 ) 


则 at+b=at+(a-l)=24a-1= 5, 
知 (C) 真 . 

综 上 知 (A),(B),(C) 真 . 

故 选 (D). 


20.88 ”如 图 ,圆心 为 O, 半 径 为 a 英寸 . 弦 EF 平行 于 弦 CD ,O， 
G, 昌 ,在 一 直线 上 ,G 是 CD 的 中 点 , 设 梯形 CDFE 的 面积 为 开平 方 英 
寸 ,矩形 ELMEF 的 面积 是 R 平方 英寸 ,现在 向 上 移动 EF ,CD ,移动 时 
保持 =_ HG , 则 当 OG 趋 近 于 ac 时 ,比值 K : R 可 任意 接近 


(A) 0. (B) 1. | 

(C) 2. (D) 凸 + 十. EA/ IH、 
/3 2 cc 

(E) +1. 亲 一 7 


(第 19 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1968 年 ) 
[ 解 ] 由 梯形 和 和 拖 形 面积 公式 有 


六 HG(EF + CD) 


CD 2GD GD OD*—- OG Va’— OG’ 


EF 2HF HF VOFR EOFR /2 _ OBE2 

设 J/ 记 =>， 则 JG=2z， 且 OF=a-<，OG=a 一 2=. 
则 

CD _ Va ~ (a—2x _ VA4az 42 _ Vda 一 4x 

EF Ve ES Viaz -zi Via- 

. , 加 CD .V4a 

当 Or a 时 ， 如 0 ， 故 FF ~ /Fa = 2. 


1+) 一 地 (+2) 











因此 , 当 OG -> a 时 ， 只 = 
故 选 (DD). 
20.89 ”四 边 形 的 四 条 边 长 依次 为 70,90,130,110. 它 内 接 于 一 


1 
2 
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-二 当 





和 祝 床 


个 圆 并 有 一 个 内 切 圆 ,内 切 圆 的 切 点 分 长 为 130 的 边 长 为 x 和 yy 两 部 
分 , 则 1 x 一 y | 的 值 为 
(A) 12. (B) 13. (C) 14. (D) 15. (E) 16. 
(第 41 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1990 年 ) 
[ 解 1] 由 题 设 ABCD 内 接 于 圆 , 故 
/AAT+/C= /AB+/AD= Xx. 
这 样 ,由 余 咏 定理 有 
110 + 1307 ~ 2 . 110 . 130 . cosA 
= BD* = 70: + 90° + 2 . 70 . 90 . cosA, 
及 90* + 130? -2.90.130. cosB 
= AC* = 70 + 110? + 2 . 70 .110 .cosB， 


_40 ,20 
得 cosA = 103， cosB = 97: 


又 ABCD 有 内 切 圆 ,其 圆心 O 为 4 ,一 B 平 分 线 交 点 , 若 贺 O 切 
AB 于 HH, 则 OH 上 AB. 
于 是 ,车 设 AH = zx， HB = y， 则 
B 1+cosA . 1 + cosB 





Ty C82 2 7 onA sinB 》 
而 l+ oosA .1+cosB _ 1 + cosA . ] + cosB 
sinA sinB V1 ~ co A V1 -os 
= 143 : 117, 
有 rT:y= 143:117, 
从 而 [ry1= 130. 743011 = 13. 
故 选 (B). 


[ 解 21] 设 四 边 形 内 切 圆 心 为 0, 半 径 为 7. 在 四 边 形 OHAE 中 
(如 图 )， 


SoraE = 六 (2 + re)sinA = xr, 








.A 2xr 
有 sinA = 了 2 
一 2 一 40)7 
同 理 sinC TE 


又 snA = sinC, 
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好 2azr -2(z-40)r 


2+r (xx 一 40) + 








或 r= zx(x — 40), ( 山 
2yr 2(y — 20)r 
0 

有 r* = yy-20). © 


由 亿 ,@ 有 zz-40)= y(y -20),， 有 


区 时 > 二 20 _ li10-x _ z+(l10-x)_ 1 
y 之 一 40 90 一 y y+ (90— y) 9 


r+y= 130, 
. 四 x 二 71.5, 
~ fn 解 得 | 58.5， 
y 9 
.. |x-y|=13 
故 选 (B) 


20.90 ”内 接 了 于 半圆 的 正方 形 面积 与 内 接 于 一 整 贺 的 面积 的 比 图 


(A)1:2. (B)2:3. (C2:5. (D)3:4. (E)3:5. 

(第 2 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1951 年 ) 

[ 解 ] 设 内 接 于 半圆 的 正方 形 边 长 为 x ,内 接 
于 圆 的 正方 形 边 长 为 y, 圆 半径 为 R. 


由 x2+ (三 ) - R2 得 zx? = $$R? 








2 
又 y= V2R, 有 y= 2R?. 
故 ri: y= SR :2R =2:5. 


故 选 (C). 
20.91 ”面积 为 40 的 正方 形 内 接 于 一 半圆 , 若 以 另 一 正方 形 内 接 
于 同一 半径 的 全 圆 时 , 则 此 正方 形 的 面积 为 
(A) 80. (B) 100. (C) 120. 
(D) 160. (E) 200. 
(第 10 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1959 年 ) 
[ 解 ] 设 正 方形 ABCD 边 长 为 a, 则 @O 半径 
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全 1 种 





这 深切 嵌 


2 
R= Q2 十 ( 7 ) 二 Da 
又 正方 形 EFGH 对 角 线 长 为 2R, 则 
.V2 
sum = (只 ) = 办 = 100 
故 选 (B). 
20.92 一 个 8x2Y2 的 矩形 与 一 个 半径 为 2 的 圆 有 共同 的 中 心 ， 
那么 二 者 重合 部 分 的 面积 为 
(A)2x. (B)2r + 2. (C)4z — 4. 
(D)2r + 4. (E)4rx — 2. 
(第 45 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1994 年 ) 
[ 解 ] 贺 与 盾 形 重 炙 的 四 部 分 如 图 所 示 ， 
因为 22+22 = (2V2)?， 
知 两 弦 AB | CD， 从 而 





又 Sp= SI 1 
SIT+SI+ Snt+ Sn = 2x+4. 
故 选 (DD). 


20.93 ”一 圆 内 切 于 正三 角形 ,一 正方 形 内 接 于 此 圆 , 则 此 三 角形 
与 正方 形 的 面积 之 比 为 
(A) V3:1. (B) v3 : vV2. (C) 3Y3 :2 
(D) 3 : vV2. (E) 3 : 22. 
(第 14 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1963 年 ) 
[ 解 】 设 圆 半径 为 >, 且 正三 角形 边 长 为 a ,正方 形 边 长 为 5. 则 
a = 2y3r, b= V2r. 


S = Be 33 “ 人 

SO= 6 = 2 A ) 
因此 SA :SmD=3Vv3:2. 一 八 
故 选 (C). 
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20.94 ”一 圆 与 一 正方 形 有 相等 的 周 长 , 则 
(A) 彼此 的 面积 相等 . (B) 圆 的 面积 较 大 . 
(C) 正方 形 的 面积 较 大 . (D) 圆 的 面积 为 正方 形 面积 的 r 倍 . 
(FE) 其 他 . 

(第 3 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1952 年 ) 
[ 解 ] 设 周 长 为 p 的 圆 半 径 为 r, 正方 形 边 长 为 a. 


bp. _p 
故 "2x 4 


显然 有 4r< 16， 则 So > Spo. 

故 选 (B). 

20.95 ”如 图 , AB |」 BC,BC | CD,BC 与 以 AD 为 直径 的 圆 O 相 
切 , 在 下 列 哪 种 情况 下 ABCD 的 面积 是 整数 

(A) AB = 3, CD=1. 

(B) AB = 5, CD = 2. 

(C) AB = 7, CD = 3. 0 

(D) AB = 9, CD = 4. 

(E) AB = 11, CD = 5. 

(第 39 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1988 年 ) 7 C 

[ 解 ] 大 为 BC 与 0O 的 切 点 , 连 OF , 且 作 PDF | AB. 

设 AB=a, CD= 56. 

则 AD = 20E = AB+ CD=a+b. 

又 BC = DF* = AD*- AF* = (a+6)*- (a-b) = 4ab, 
即 BC = 2 vap. _ 


心 


ke 





则 Suam = 二 (4B + CD) . BC 4 
0 
= (a+b) .2 Va Dp 


= (a+6b) vab. 人 A 


显然 , 题 设 数组 中 仅 当 AB = 9,CD = 4 时 


V ab 是 整数 . 
故 选 (D). 
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该 丸 


20:96 ”等 腰 梯 形 外 切 于 一 个 圆 , 较 长 的 底 为 16, 一 个 底 角 为 
arcsin0.8 , 则 梯形 的 面积 为 
(A) 72、 (B) 75. (C) 80. (D) 90. (E) 不 惟一 确定 . 
(第 39 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1988 年 ) 
[ 解 ] 设 梯形 为 4BCD， 


义 4 D 
也 = arcsin0.8 ,无 妨 设 AH 一 - 8 二 ， AB = 0 所 
10z ， 则 
一 Hb 小 [a 
BH 6.. (如 右 图 ) B Te 八 


又 梯形 外 切 于 圆 , 则 
AD+ BC = AB+ CD, 
于 是 (16 一 12x)+16 = 10x + 10zx, 
得 x=1， 
. AH=8, AD=16-2.6=4, 则 
Sum = 广 * (4+16).8= 80. 


故 选 (CC). 
20.97 ABCD 是 等 腰 梯 形 , 底 AB = 92，CD = 19, 假 定 AD = 
BC = zz, 圆心 在 AB 上 的 圆 与 4D ,BC 相 切 ,如果 六 是 之 的 最 小 值 , 则 


1“ 等 于 
(A) 1369. (B) 1679. (C) 1748. 
(D) 2109. (E) 8825. 


(第 43 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1992 年 ) 
[ 解 】 移动 CD ,显然 可 见 当 CD 过 圆 与 腰 4D, BC 的 切 点 时 , AD， 
BC 最 小 . 


如 图 , 设 此 时 圆心 为 O, 连 OC, 且 作 p No 

CE | AB. z z 
2 2 
OB = 学 = 46. 
在 Rt 全 OCB 中 ,CB?= zx?=m? D_ 
=- OB . EB = 1679. 中 

故 选 ( 互 ). 

20.98 已 知 一 圆 与 正 五 边 形 ABCDE 的 边 DC 相 B 
切 于 DD, 与 边 AB 相 切 于 A, 则 AD 间 劣 弧 的 度数 是 A 
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(A)72. (B)108. (C)120. 
(D)135. (E)144. 

(第 46 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1995 年 ) 
[ 解 ] ”连结 AD. 由 设 ABCDE 是 正 五 边 形 , 知 D 


LE = 108°.. i 
又 全 EAD 为 等 腰 三 角形 , 知 


FE4D = (180 -1108 ) 二 2=36， 
DAB = 108 -36 = 72,, A 
系 弦 切 角 , 有 AD = 144"， 
故 选 ( 巨 ) 
20.99 ” 圆 内 接 六 边 形 的 相 邻 三 边 长 均 为 3, 另 三 边 长 皆 为 5. 圆 
的 改 将 它 分 成 两 个 四 边 形 :一 个 四 边 形 的 三 边 长 丝 为 3, 另 一 个 四 边 形 
的 三 边 长 展 为 $, 若 该 弦 长 为 马 ,其 中 m,n 为 互 素 的 下 整数 , 则 m+ 
等 于 
(A)309. (B)349., (C)369. (D)389. (E)409. 


(第 47 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1996 年 ) 
[ 解 ] 设 长 为 3、5 的 弦 所 对 应 的 弧 长 分 别 为 


2a 和 28, 连 结 AC， SN 
1 2 M A NS \ 
知 LAMC = 三 ' 360 = 120° | 
在 全 AMC 中 ,由 余弦 定理 可 求 得 AC = 7， 
再 由 正弦 定理 < 一 一 





得 sina = 亡 v5， sinp = 说 3， 且 sina : sin8 = 3:5. 
、 ， MN MC 
2 YY 
连结 CN, 在 全 CMN 中 ， sn MCN sin ANC 
则 MN = Ssin3a _ S(3sina — 4sim a) 


sing sing 
= 5( . Sina _ :Sne ,sinza ) 
sing sing Wi 
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入 信 





3 “ 360 
2 oo 2 20U 
= 9 12sna=9 12( 计 3) = 49 


BB +n = 360+49 = 409. 
故 选 (五 ). 


第 4 节 圆 与 圆 
20.100 ”如 图 PA 切 于 半圆 SAR ; PB 切 于 半圆 RBT;SRT 为 一 直 
线 , 各 骂 如 图 所 示 , 人 APB 的 度数 为 
{A) (a —b). 
(B) 二 (a + 6). 
(C) (ec -a)- (qd -65). 


(D)a—&5b. 
(E)a+t+b. 





(第 6 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1955 年 ) 
[ 解 ] 如 图 可 有 
LAPB = /APN + /BPR 


[atec-zte) -altD (dtdta)- (br)] 


二 六 (2c -zx) + 方 (24 + ) =c+ad, 
诸 答 数 中 无 此 项 ,应 将 c+ 4d 视 为 人 APB 周 角 的 共 思 角度 数 .这 样 


LAPB =360- (c+q)= (180-c)+(180- ad)=at+b. 

故 选 (五 ). 

20.101 ”如 图 ,两 个 同心 圆 半径 的 比 为 1 : 
3. 如 果 4C 是 大 圆 的 直径 ,BC 是 与 小 圆 相 切 的 大 圆 
的 弦 ,AB = 12 , 则 大 贺 的 半径 为 

(A) 13. (B) 18. (C) 21. 

(D) 24. (E) 26. 

(第 43 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1992 年 ) 


B 
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[ 解 ] 设 同心 圆 圆心 为 O, 且 BC 切 小 圆 于 万 , 连 OD 即 为 小 圆 半 


径 . 
可 证 ”AB // OD, 且 和 CDO ww 人 CBA. 
B 
OD OC 1 / 
则 人 = 2 = 方 , 即 “~ 
OD = 本 :4B= 本 .12=6. \O_ 
从 而 大 圆 半径 为 3.6 = 18. 
故 选 (B). 
20.102 ”两 同心 圆 面 积 之 比 为 1 : 3, 若 小 圆 的 半径 为 +, 则 两 半 
径 差 的 最 佳 近似 值 为 
(A) 0.417. (B) 0.73. (C) 0.75. 
(D) 0.73r. (E) 0.75r. 
(第 6 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1955 年 ) 
[ 解 ] ” 设 两 加 半径 差 为 4, 由 题 设 有 54 = 并， 
即 -+4 3. 
求 得 ”4d = 0.7327. 
故 选 (DD). 


20.103 ”将 5cm 宽 的 长 纸 条 绕 一 直径 为 2cm 的 硬 纸 简 缠 600 图 
成 一 直径 为 10cm 的 圆 简 (假定 纸 条 缠 成 600 个 同心 圆 简 ,它们 的 直径 
从 2cm 均匀 地 变 到 10cm) .以 米 (m) 为 单位 计 , 纸 条 的 长 度 是 

(A) 36x. (B) 45x. (C) 60x. (D) 72r. (E) 90x. 

(第 38 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1987 年 ) 

[ 解 】 因 纸 条 均匀 地 缠绕 ,其 半径 成 等 差 数 
列 变化 (公差 为 纸 的 厚度 &) , 因 纸 很 薄 , 因 而 每 圈 
都 近似 地 看 成 圆周 (严格 地 讲 并 非 如 此 ). 

圆 的 周 长 为 2xr 或 xD ,因而 每 轿 纸 长 也 将 以 
公差 为 2xqd 变化 , 故 可 取 其 中 值 为 平均 长 ,这 样 

纸 条 长 = 600 :x .6 = 3600r(cm) = 
306x{m). 

故 选 (A). 
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20.104 “半径 为 13 和 半径 为 $ 的 两 个 圆 相交 ,圆心 距 为 12, 则 这 
两 俩 公共 弦 长 为 

(A) 3 VII. (B) 多 (C) 4v6. 

(D) 10. (E) 以 上 结果 都 不 对 . 

(中 国 天 津 市 初中 数学 竞赛 ,1984 年 ) 

[ 解 ] 如 图 , 设 两 圆 圆 心 分 别 为 0O,O 〇 ,两 加 
交点 为 A,B. 

连 OA, 在 全 001A 中，O4 = 13，OO = 
12, OA = 5. 

则 由 条 + 12 = 13*, 知 AO10O 为 直角 . 

即 有 4B 改过 Oi1, 且 AB = 10. 

故 选 ( 疡 ). 


20. 105 ”两 个 同心 圆 间 的 圆 环 的 面积 是 12 小 x 平方 英寸, 切 于 
小 圆 的 大 立 的 苞 长 (以 英寸 为 单位 ) 是 
(A) 方 ， (B)5. 〈C) 5 (D10. (FE) 105. 


广 
(第 20 届 美国 高 中 数学 考试 ,1969 年 ) 
[ 解 ] 设 两 圆 半径 分 别 为 Rr ,又 切 小 圆 的 大 圆 弦 长 为 c. 


由 设 2 x(R’*— r*) o> 


2 < 
故 Ri-r= 仿 ， | 下 
2 





20.106 ”一 条 皮 带 安装 在 半径 是 14 英 十 和 4 英寸 的 两 只 皮带 轮 
上 (皮带 紧 绷 是 不 相交 ) , 若 皮带 在 两 只 轮 24 
子 切 点 间 的 距离 是 24 英 寸 , 那 么 两 轮 辆 心 
间 的 距离 (英寸 ) 是 
(A) 24. (B)2 v119. (C) 25. 
(D) 26. (E) 4 v35. 
(第 22 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1971 年 ) 
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[ 解 ] 如 图 ， 由 连 心 线 ， 一 条 半径 和 一 条 平行 于 皮带 的 直线 构 
成 一 个 有 24 英寸 和 10 英寸 直角 边 的 直角 三 角形 . 
则 2 满足 ii = 242 + 10? = 267， 
即 4 = 26 英寸 . 
故 选 (D). 
20.107 ”如 图 ,网 OC 的 每 一 点 都 在 圆 D 外 . 设 P 和 Q@ 是 一 条 内 公 
切线 和 两 条 外 公 切 线 的 交点 .那么 PQ 长 是 
(A) 内 公 切 线 长 和 外 公 切 线 长 的 平均 数 . 
(B) 当 且 仅 当 圆 O 和 加 0O 有 相等 的 半径 
时 ,等 于 一 条 外 公 切 线 的 长 . 
(C) 永远 等 于 一 条 外 公 切 线 的 长 . 
(D) 大 于 一 条 外 公 切 线 的 长 . 
( 王 ) 内 公 切 线 和 外 公 切 线 长 的 几何 平均 . 
(第 27 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1976 年 ) 
[ 解 ] 如 图 , 设 了 ,Y,V 和 WW 是 外 公 切 线 的 切 点 ,R 和 S 是 内 公 切 
线 的 切 点 .由 切线 性 质 有 
PR = PX, PS = PY, 
QS = QW, QR = QV. 
所 以 PR + PS + QS + QR 
= PX + PY + QW + QV. 
因为 XY = VW, HH PQ = XY = 
VWw, 
则 2PQ = XY + VW. 






故 选 (C). 
20.108 ”如 图 ,两 圆 外 切 , 直线 PAB 和 PA'B B 
是 两 圆 的 公 切 线 , 交 小 圆 于 A 和 A-“, 交 大 圆 于 刀 和 
B ,如 果 PA = 4B = 4, 那 么 小 圆 的 面积 为 4A 4 
(A) 1.44x. (B) 2x. (C) 2. 56x. 
(D) V8x. (E) 4r. 


Pp 


(第 42 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1991 年 ) 
[ 解 ] 设 大 圆 圆心 为 O ,半径 为 展 , 且 小 圆 圆心 为 O' ,半径 为 x. 
连 40 ,BO 和 PO'O. 由 题 设 PA = 4B, 则 O 为 PO 中 点 ,上 且 尺 = 
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党 党 季 族 


2r. 


又 PB= PA+AB=8, OB= 2r, 
PO =200 = 2(R+r) = 2(2r+r)= 6r, 
则 由 勾 股 定理 ”PO? = OB? + PB?， 9 
即 64+4r* 一 36rr， 得 r= 2. 

则 小 图 面积 为 2x. 

故 选 (B). 

20.109 ”如 图 ,点 B 和 点 C 在 线段 AD 上 , 且 





Pp 


AB, BC 和 CD 分别 是 圆 D,N,P 的 直径 . 圆 O,N,P 
的 半径 均 为 15. 线 段 AG 切 圆 P 于 G. 
如 果 AG 交 圆 N 于 和 下 ,那么 


的 长 度 为 


r, 其 中 1< + <2. 每 两 个 加 心间 的 距离 都 是 2. 若 BB 
是 贺 A 和 圆 C 的 交点 且 在 圆 B 外 ,C’ 是 圆 A 和 阅 B 的 
区 点 且 在 圆 C 外 ,那么 BC 长 等 于 


G 
驴 EF /NY 人 
Ai A \ 了 
(A) 20. (B) 15 ¥2. 


(C) 24. (D) 25. 
(E) 不 是 以 上 这 些 值 . 

(第 33 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1982 年 ) 
[ 解 ] 连 PG,NF, 作 NM 重 直 AG 交 AG 于 M. 


G 
YN 
由 和信 AMN cH 人 AGP， 有 
MN _GP 或 MN 15 


AN 一 AP 45 二 75， 
得 MN = 9. 
在 人 MNF 中 ,由 勾 股 定理 ,有 (MF)? = 152 - 92 = 144. 
即 MF=12, .. EF = 24. 
故 选 (C). 


20.110 以 4,B,C 为 圆心 的 三 个 圆 ,半径 均 为 
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(A) 3r — 2. (B) r*. 
(C) r+ V3(r -1). (D)1+ v3(r* -1). 
(E) 这 些 都 不 对 . 
(第 30 届 美 国 离 中 数学 考试 ,1979 年 ) 
[ 解 ] 设 D, 王 分 别 是 BC 和 AB,AC 的 交点 ,并 设 BF 是 从 B 到 
AC 所 作 的 垂 线 ， 
那么 由 对 称 性 得 ” ED/ CB， 因而 AED= 人 BEF = 60.. 
在 Rt 全 BFC 中 运用 勾 股 定理 得 
BF= Vr -1. 
而 BC = BE+ ED+ DC 
= 2(BE)+ ED 
= 2(BE) + EA, 





则 BC = 2 (A)BF+ (1 — EF) 


=2( 序 )YF1+0- 沁 Vr?—1) 


1+ 过 r 1 


V3 
1+ V3(r* -1). 


故 选 (D). 
20:111 ”在 一 直线 的 同 侧 画 三 个 圆 : 切 于 直线 的 一 加 半径 为 4, 另 
两 圆 相 等 , 且 各 切 于 直线 及 其 它 两 圆 , 则 两 等 圆 的 半径 为 
(A) 24. (B) 20. (C) 18. (D) 16. (E) 12. 
(第 10 届 美国 高 中 数学 考试 ,1959 年 ) 
[ 解 】 设 两 等 圆 半径 均 为 x ,如 图 
由 勾 股 定理 有 
x +(r—-4) = (r+4). 
解 得 ”x = 16 或 0( 舍 之 ). 
故 选 (DD). 
20.112 ”如 图 , 圆 kK 的 直径 是 AB, 圆 上 与 圆 K 相 切 并 与 直径 AB 
相 切 于 圆 K 的 圆心 ; 圆 M 与 圆 K , 圆 L 和 直径 AB 都 相 切 . 圆 开 的 面积 
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下 【1 





入 


与 圆 M 的 面积 之 比值 是 
(A)12. (B)14. (C)16. | 
(D)18. (FE) 不 是 整数 . - 
(第 27 届 美 国 离 中 数学 考试 ,1976 年 ) | 
[ 解 ] 连 LK,LM,KM, 作 MF 平行 于 AB 


并 与 KL 相交 于 F. 设 r,s(= r2) 和 + 上 分别 是 贺 
心 为 K,L 和 M 的 圆 的 半径 .在 全 FLM 和 公 FKM 中 由 勾 股 定理 有 
MP? = (7 +1)- (7 -1), 
ME = (r-1) -2. 
4 
由 (+1)-(F -1)= (rr 
得 7 = 4. ”因此 所 求 的 比 是 16. 
故 选 (C). 
20.113 ”一 工头 监督 一 检查 员 以 一 个 直径 
2 英 分 的 塞 子 和 直径 1 英 分 的 塞 子 检验 一 个 直径 
3 英 分 的 洞 (如 图 ) ,为 了 使 其 所 测 位 准确 ,用 两 个 
新 欣 规 (一 种 仪器 ) 插 人 其 中 ,车 此 两 个 块 规 完 全 
相同 , 则 要 达到 一 英寸 的 Tri 的 精确 度 , 块 规 的 直 
径 d 应 为 
(A) 0.87. (B) 0. 86. (C) 0.83. 
(D) 0.75. (E) 0.71. 
(第 16 届 美国 高 中 数学 考试 ,1965 年 ) 


[ 解 ] 如 图 , 设 加 A 半径 为 r, 则 OA = 闻 +r，OA=1+y 





且 = 与- 


由 SAOAB 一 29<^BIa4， 
而 ”和信 OAB 半 周 长 ”SI =- 子 ， 





且 人 BO'A 半 周 长 ”S，= 汶 . 
由 海伦 公式 有 
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故 选 (B ). 
20.114 “如 图 ,五 个 圆 分 别 都 与 直线 Ll,L, 相 切 , 且 依 次 一 个 相 


切 于 另 一 个 .如 果 最 大 圆 的 半径 是 18, 最 小 圆 的 半径 为 8, 那么 中 间 圆 


的 半径 是 
b 


L, 


(A) 12. (B) 12.5. (C) 13. (D) 13.5. (E) 14. 
(第 34 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1983 年 ) 


[ 解 ] 考虑 三 个 圆 的 情况 ,五 个 圆 的 情况 类 似 . 


如 图 ,三 圆 的 圆心 P,Q,R 是 共 线 的 ， 
且 此 直线 平分 由 两 条 切线 所 夹 的 角 . 

设 A,B,C 是 切 点 , 且 PS,QT 是 平 
行 于 切线 的 两 线段 , 则 人 PQS co 人 QRT. XE 


在 设 +,y,z 分 别 是 小 ,中 ,大 三 个 圆 的 半径 , 则 
QS=y-7x, RT=xz—y. 


QS _ RT yY—_X_ 2-y 
于 是 9 = OR 就 变 成 了 zy = yr 


即 y=xzz， 或 过 = 人 这 就 说 明了 连续 的 半径 之 比 是 


肖 数 . 
把 这 个 结论 应 用 到 原 题 ,该 五 圆 连 续 的 半径 之 比 是 常数 ,也 就 是 


说 ,这 五 个 半径 组 成 了 一 一 个 等 此 数列 
由 题 设 ,可 求 出 其 公 \ 此 为 \/ 更 >, 则 中 间 贺 的 半径 是 8A/ 工 = 12. 


故 选 (A). 
20.115 ”由 半径 递减 的 圆 组 成 一 个 无 限 序列 ,其 中 每 一 个 圆 与 它 
后 一 个 圆 以 及 一 个 已 知 直角 的 两 边 相 切 . 第 一 个 圆 的 面积 和 序列 中 所 
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有 其 他 圆 的 面积 之 和 的 比 是 
(A) (4 + 3Y2):4. (B) 9 v2 :2. 
(C) (16 + 12v2) :1. (D) (2+2Y2):1. 
(E) (3+2Y2):1. : 

(第 22 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1971 年 ) 

[ 解 ] 以 OO 表示 直角 的 项 角 ,C 和 C 是 圆心 ， 

r 和 yx 是 任何 两 个 相 邻 圆 的 半径 (xr > r ). 奉 了 是 

两 圆 的 切 点 ,那么 ( 

OT = OC +r = (2+ 1)r, y 

并 且 OT=OC-r=(v2-1)r. 

从 这 两 个 等 式 中 得 到 相 邻 圆 半径 的 比 


六 RD_ 1 





r (vv2+D) 
如 果 + 是 数列 中 第 一 个 圆 的 半径 ,那么 它 的 面积 是 rr ,所 有 其 他 
成 为 几何 级 数 的 圆 的 面积 之 和 是 


zr (V3 1)4 4 (Vf 1)8 + 
x (V2 — 1)47 可 ar” 


-V1 (+D4-1 
所 求 面积 的 比 为 
[(Y2+1) -1]:1= (16+12vV2):1. 
故 选 (C ). 
20.116 ” 设 Ci 和 C; 是 同一 平面 上 两 个 相 切 的 半径 为 1 的 圆 ,在 
这 平面 上 同时 与 C, 和 C; 相 切 的 半径 为 3 的 圆 的 个 数 是 
(A) 2. (B) 4. (C) 5. (D) 6. (E) 8. 
(第 44 届 美 国 商 中 数学 考试 ,1993 年 ) 
[ 解 ] 如 图 所 示 , 共 6 种 情形 , 即 有 6 个 半径 为 3 的 圆 与 Ci,C, 都 
相 切 : 


ei 
4 


es 0 ) A 
UL co 


F 
1 
\ 

1 

上 

和 
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故 选 ( 品 ). 
20.117 ”一 个 半径 为 > 的 圆 被 一 个 半径 为 R 的 圆 所 包围 ,大圆 的 


面积 是 大 小 圆 之 间 区 域 的 面积 的 ” 倍 (a > 5), 那 么 RR : r 等 于 


(A) Va : Vb. (B) Va : Va-b. 
(C) V8: Va-b. (D)a: va-o&b. 
(E)b: Va-b. 


(第 20 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1969 年 ) 
[ 解 ] 设 两 圆 半径 分 别 为 R,r. 由 设 有 


xR” = (xR? -rr)， 或 二 Rw 一 1). 








第 
R? a R Va 
装 | 一 一 ， 月 -一 二 . 二 
则 ra 一 总 r Mab + 
故 选 (B). 


20.118 ”一 个 面积 是 A| 的 圆 包含 在 一 个 面积 为 Ai + A, 的 大 圆 
内 . 若 大 圆 的 半径 是 3, 而 且 A1,A;,,Ail + A, 是 一 个 等 差 数列 ,那么 小 
圆 的 半径 是 


v3 2 3 
(A) 3 (B) 1. (0 万: (D) 3 (E) ¥3. 


(第 30 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1979 年 ) 
[ 解 ] 因为 A1,A;,Al + 4; 成 等 差 数列 , 则 
A; ~ Al= (Al+A,)— A,, 
即 241 = A,. 
者 > 是 小 圆 的 半径 ,那么 ， 
Sx 回 =32r=9r= 4 +A， =34,=3rr， 则 y= 3. 
故 选 (五 ). 


20.119 ”如 图 ,以 AB,AC,CB 为 直径 的 D 

三 个 半圆 两 两 相 切 . 如 果 CD | 4B , 则 阴影 

部 分 的 面积 与 以 CD 为 半径 的 圆 的 面积 之 比 

为 4 OT 8 
(A)1:2. (B) 1 : 3. 
(C) y3 : 7. (D) 1 :4. 
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只 党 苛 岂 


(E)vV2 :6 
(第 18 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1967 年 ) 


[ 解 ] 令 Al,A,,A; 分 别 表 示 直 径 为 AB = di, AC = d;, BC = 
d; 的 半圆 面积 ,S 表示 阴影 部 分 面积 , A 表示 半径 为 CD = r 的 圆 面 积 
即 A = xr*. 于 是 
让 
x 


= gl(d2+ d3)° — 一 cj 
一 4 d2ds. 
又 在 Rt 全 ADB 中 ，CD*= AC.:CB， 即 .= dyd;， 
则 A= xr 一 nd2d3 = 45. 


故 选 (DD). 

20.120 ”如 图 ,在 半圆 的 直径 AB 上 取 一 
点 C, 分 别 以 AC ,CB 为 直径 作 半 个 ,过 C 作 CD 
| AB 交 圆 周 于 DD, CD 的 长 为 h. 则 阴影 部 分 的 
面积 为 


(A) 二 计 矶 2， (B) 地 zh? 





(C) — 二 hh? (D) 六 矶 2， 
(市 国 江 基 省 初中 数学 竞赛 ,1990 年 ) 
[ 解 ] 设 大 圆 半径 为 ~, 上 且 CO = z. 依 题 
设 有 
Say = 三 _ AC _ xB 
2 8 8 











_ zr Ar(r~x) AxA(r+r) 
2 " 
2 2 2 
Xr A(r 十 文 Tt 
= 性 -区 ) = 亚 (r2 2), 





4 4 
又 Rt 人 COD 中 ，OPD?-CO= CD?， 即 -x?= hh2, 


A 


故 人 SS 阴影 二 hh 
故 选 (B). 
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20.121 如 图 ,半圆 4B 的 圆心 为 C, 半 径 为 1, 点 也 在 4B 上 , 且 
CD | 4B. 分 别 延 长 BD 和 .AD 到 EE,F 点 ,使 得 AE 和 BF 分 别 是 以 B， 
A 为 圆心 ,半圆 直径 为 半径 的 圆 弧 , EF 是 以 马 为 圆心 的 弧 . 则 图 中 阴影 
部 分 的 面积 是 

(A) (2 — V2)x. (B) 2r -Tv2 -1. 


(C) (1 -x (DD) rl 


(E) (3 — 2 v2)x. 
(第 43 届 美国 高 中 数学 考试 ,1992 年 ) 
[ 解 ] 用 工 , 工 ,下 表示 图 中 相应 的 部 分 , 则 有 


91+f = 之 驴 记 形 BAF 一 人 S 半 加 4B 一 SAADB 4 c 








故 S 阴 影 = SrItT+SI=2r-v2r-1. 
故 选 (B). 
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注 沉 得 佬 


21.:1 如 图 ,平面 上 排列 在 直线 同 侧 的 五 个 等 边 三 角形 , 边 长 都 
是 2vV3, 且 每 一 个 三 角形 底 边 的 中 点 都 是 下 一 个 三 角形 的 顶点 .这 五 个 
三 角形 盖 住 平面 区 域 的 面积 是 

(A) 10. (B) 12. (C) 15. /XXXX、 

(D) 10 3. (E) 12 v3. 

(第 43 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1992 年 ) 

[ 解 j 注意 到 每 个 正三 角形 可 等 分 成 四 个 全 等 的 小 正三 角形 , 它 
恰好 为 两 正三 角形 重 释 的 部 分 . 

显然 ,这 5 个 正三 角形 重合 的 部 分 为 4 个 小 正三 角形 ,恰好 构成 一 
正三 角形 . 

即 五 个 三 角形 盖 住 的 区 域 面积 为 四 个 正三 角形 面积 : 

4: 呈 (2v37) = 12Y3. 

故 选 (五 ). 

21.2 ”两 个 30"- 60"- 90° 的 全 等 三 角形 使 它们 一 部 分 重要 并 且 和 斜 
边 恰 好 重合 . 若 每 个 三 角形 的 斜 边 是 12 , 两 个 三 角形 的 公共 部 分 面积 
是 








(A) 6 3. (B) 8v3. (C) 9 v3. 
(D) 12 v3. (E) 24. 
(第 24 届 美国 高 中 数学 考试 ,1973 年 ) 
[ 解 ] 如 图 , 设 M 和 N 是 长 度 为 h 的 个 ABN 底 边 AB 上 高 的 两 个 
问 点 ,并 且 是 两 三 角形 公共 部 分 等 腰 三 角形 的 中 线 . 
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注意 到 人 NAB = 30 , 则 在 Rt 人 ANM 中 ， p c 
MN 
. hy3 = 6， /A 
即 h = 2Y3. /AN 
所 求 的 公共 部 分 面积 是 
六 Ah(24M) - 记 (2V3) .12 = 12V3. 


故 选 (DD). 
21.3 ”平面 上 两 个 全 等 的 正三 角形 ,其 中 
一 个 三 角形 的 顶点 是 男 一 个 三 角形 的 中 心 . 则 
两 者 重 倒 部 分 之 最 大 面积 与 最 小 面积 比值 是 
(A) 1. (B) 2. (C) 3. (D) 4. 
(中 国安 徽 省 芜湖 市 初中 数学 竞赛 ,1990 年 ) 


[ 解 ] 如 下 图 的 重 到 部 分 面积 最 大 , 值 为 了 S( 参 照 图 的 计 
量 ) ,其 中 S 为 原 等 边 三 角形 面积 . 
如 图 @ 的 重 登 部 分 面积 最 小 , 值 为 TS 


久光 从 


则 两 者 面积 比 为 2 :1. 

故 选 (B). 

21.4 ” 边 长 为 8 的 正方 形 要 用 对 角 线 的 长 为 v65 的 长 方形 覆盖 ， 
大 全 部 覆盖 至 少 需 要 这 样 的 长 方形 

(A) 2 个 . (B) 3 个 . (C) 4 个 . (D) 5 个 . 

(第 2 届 “ 五 羊 杯 ”初中 数学 竞赛 ,1990 年 ) 

[ 解 ] 如 图 ,将 正方 形 分 成 两 个 4x7 和 一 个 1x8 的 矩形 ,它们 的 
对 角 线 长 分 别 为 

VB+R= V65, VIR- V65. 

这 时 ,它们 恰好 把 正方 形 完全 覆盖 


1 二 让 识 


覆 
盖 
与 
折 
委 





世界 数学 奥林匹克 解 题 大 辞典 735 








又 对 角 线 长 是 V65 的 长 方形 不 能 覆盖 距 
离 大 于 V65 的 两 点 . 这 样 若 用 两 个 对 角 线 长 
为 V65 的 长 方形 去 覆盖 8 x 8 的 正方 形 时 , 则 
AC 或 B,D 不 能 同时 被 一 个 长 方形 覆盖 , 即 它 们 
中 的 每 个 至 多 只 能 覆盖 A,B,C,D 到 点 中 的 两 

设 一 个 覆盖 A,DD 点 , 男 一 个 覆盖 B,C 点 .但 
这 时 DC 中 点 五 却 无 法 被 它们 覆盖 ,因为 V8 + 4 = V80 > v65. 

综 上 ,至 少 要 3 个 这 样 的 矩形 . 

故 选 (B). z 

21-5 两边 长 为 a 的 正方 形 的 一 对 顶点 重合 . 
重合 部 分 如 图 中 阴影 所 示 , 则 非 重 盖 部 分 面积 和 应 
为 





(3 2 


(A) a -a . (B) 2(1 -3 


3 
(C) 2a” 一 a (DD) a 一 2307 
(中 国 这 宁 省 沈阳 市 “育才 杯 ” 初 中 数学 竞赛 ,1988 年 ) 
[ 解 ] 若 如 右 图 连接 AP , 设 PB = x. 根 据 正 方形 的 对 称 性 , 知 图 
中 的 非 重 便 部 分 的 面积 相等 ,重合 部 分 (阴影 部 分 ) 的 两 个 直角 三 角形 
全 等 . 
显然 , 边 x 所 对 锐角 等 于 30”， 


)a“. 








+ -ate30 = 如 a 
故 阴影 部 分 的 面积 = 2 . 方 ar = az 
-3 
一 a 3 394 


因此 。 非 重 矢部 分 的 面积 和 = 2(a2 - 次) = 2(1 - 竟 )o2 
故 选 (B)， 


21.6 ”如 图 所 示 , 有 两 条 宽 为 1 的 带子 ,彼此 交角 为 ,阴影 部 分 
的 面积 为 
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(A) sina. (B) 一 一 








Sina 
1 1 
(C) Te (D) 一 一 . 
COSQw SIN Qa < 
1 
(E) 一 一 


(1 -cosa)2 
(第 40 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1989 年 ) 
[ 解 ] 显然 阴影 部 分 为 萎 形 . 设 其 边 长 为 a， 


则 a 二 一 一 .( 如 图 ) 





故 选 (B). 

21:7” 夭 形 ABCD 中 ,AB = CD = 2, BC = AD = 8. 和 矩形 内 部 有 
一 点 O, 它 与 AB, BC,AD 的 距离 都 是 1, 把 矩形 ABCD 绕 O 点 旋转 
45 ,那么 旋转 后 的 公共 部 分 的 面积 是 


(A) 2+ (B) 2(3 V2 - 2). 
‘4 了 
(C) 4 村 (D) 4 718. 
(第 2 届 " 缁 云 杯 ”初中 数学 邀请 赛 ,198S 年 ) 
[ 解 ] 如 图 设 AM = x, 依 题 设 有 MN = V27 ,是 BN = > 


故 x+Y2x+x = 2， 则 
2 


一 . 
2 + V2 
在 Rt 人 KFH 中 ,KF = VY2FH = 2vV2. 


叉 SMNLKEFE 一 OAEFB’ 和 SAAMY 本 





SALBK 


二 3(AE+BTE,) "AB-— 





1 > _ 1， 
I 7* 
| 
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1 于 记 浴 





庆祝 应 





2 (75) 


- “(2 +2V2) .2 一 2(3-2V2) 
= 2(3v2 - 2). 
故 选 (B). 


21.:8 ” 右 图 示 出 由 3 个 单位 的 正方 形 组 成 的 对 
称 图 形 . 包 含 这 个 图 形 的 最 小 贺 的 半径 是 


(A) v2. (B) v1.25. 
(C) 1.25. (D) A 
(EE) 这 些 都 不 对 . 


(第 23 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1972 年 ) 
[ 解 ] ”如 图 , 设 P 为 外 接 圆 的 圆心 ,得 到 AP2: = PB?*. 所 以 


(1 -QPP + 1 = (1+ GP) + (#), 


即 -2QP+1=2QP+ 十 ， 得 QP = 区. 
因此 AP = (1~ QP)+1* 
13 \? 

二 (二 二 1] 

”25. 17 

”256 

_ 5 Vi17 

.. AP = 一. 、 
故 选 (DD). ] 





21.9 ”已 知 Rt 全 ABC 的 斜 边 BC = 2x. 以 A 为 圆心 ,r 为 半径 的 
圆 A 与 BC 相 切 . 设 Rt 全 ABC 被 圆 A 覆盖 后 剩余 部 分 面积 为 S$. 则 S 的 
最 大 值 为 
(A) x (Br (OT (D) 五。 
(中 国安 徽 省 安庆 等 县 初中 数学 竞赛 ,1991 年 ) 
[ 解 ] 设 人 ABC 两 直角 边 分 别 为 x,y, 圆 A 半径 为 +. 


则 S 二 了 zy 一 二 mr 
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而 ， SA = 方 zy= 方 BC* r=， 则 


2 六， 因而 S= zy 一 1 (zy)?, 


” ”2r 


其 可 视 为 xy 的 二 次 三 项 式 . 


已 


4 . Er y C 
或 由 S=- (SE -Vi) tx, 知 Sim = 
4 Vx er 
故 选 (B). 
21.10 ” 公 ABC 的 三 边 分 别 为 a = 2， 8 = 2V2，c = V2 + 6， 
则 能 覆盖 住 这 个 三 角形 的 最 小 圆 纸 片 的 面积 是 
(A)2x. (B) 4r.， (C2V3r.  (D) (2+V3)x. 和 
(中 国 湖北 省 黄冈 地 区 初中 数学 竞赛 ,1990 年 ) 
[ 解 ] 由 题 设 及 余弦 定理 有 要 


,_atb -ce 4+8-8-4Y3 1-73 
cos 2.2.2 万 “2 万 ， 
则 一 C 为 钝 角 , 且 以 c 为 半径 的 圆 是 能 覆盖 该 三 角形 的 最 小 圆 . 


其 面积 





(2 6) > = (2+ V3)x. 


故 选 (DD). 
21.11 已 知 正方 形 ABCD 的 边 长 为 1 ,分别 以 A,B,C,D 四 点 为 
罗 心 ,以 I 为 半径 通 圆 弧 , 则 所 得 的 四 个 扇形 的 公共 部 分 面积 是 


A 1 
(A)1-Y3+3. (B) 才 . 
“XA 区 
(OF 一 | (D)2-y3 一 人 及: 


(中 国 浙江 省 初中 数学 竞赛 ,1991 年 ) 
[ 解 1] 如 图 名, 设 图 中 阴影 部 分 面积 为 =, 则 由 


3 
V3 开 
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1 于 





这 这 





y+2z = 工 - 才 ， 即 y= 下 4 1 


12 2 

这 样 z+4y+4z=1, 则 x = 1-4y-4z. 
因而 zx=1-y3+3 了 
邦 选 (A). 
[ 解 2] 如 上 图 四 ,可 列 方程 组 

z+3y+2z = 二， 

y+2z = 1 地， 
解 得 / r=1-V3+ 访 . 
故 选 (A). / 


21.12 以 凸 7 边 形 的 各 边 为 直径 作 贺 , 凸 边 形 必 能 被 这 ?个 园 
所 覆盖 . 则 ”的 最 大 值 是 

(A) 3.. (B)4. (C) 5. (D) 大 于 5. 

(中 国 福建 省 福州 市 高 中 数学 竞赛 ,1993 年 ) 

[ 解 ] 在 任 一 三 角形 中 ,由 最 大 角 顶 点 向 对 边 作 高 线 , 则 以 两 条 
较 小 的 边 为 直径 的 圆 能 覆盖 整个 三 角形 . 

对 任 一 凸 四 边 形 ABCD ,以 各 边 为 直径 作 圆 , 则 这 四 个 圆 一 定 能 覆 
盖 整 个 四 边 形 .我 们 用 反 证 法 . 
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假设 凸 四 壕 形 内 有 一 点 P 没 被 四 个 俩 中 的 任何 一 个 所 覆盖 , 则 
了 APB, 了 人 BPC, 了 CPD, 人 DPA 均 小 于 90 ,这 与 人 APB + 人 BPC + 
CPD + DPA = 360" 矛 盾 . 
当 之 5 时 ,在 正 1 边 形 中 , 边 心 距 与 所 作 圆 的 半径 ( 即 边 长 之 半 ) 
之 比 为 


cos 开 
— 1 刀 > 1 
sin < 

因此 ,以 各 边 为 直径 的 圆 不 能 覆盖 正 1 边 形 的 中 心 . 

所 以 ,2 的 最 大 值 是 4. 

故 选 (B). 

21.13 ”和 矩形 的 一 边 长 为 5, 另 一 边 小 于 4, 将 矩形 折 起 来 ,使 两 对 
顶 重合 ,车 折 痕 长 为 Y6, 则 另 一 边 长 为 


(A) v2. (B) v3. (C) 2. (D) v5. (E) MH. 


(第 16 届 美国 高 中 数学 考试 ,1965 年 ) 
[ 解 ] 设 AE 折 至 EC 上, 且 EF 为 折 痕 . 设 BE = x，BC=+. 


则 AE= EC=5-x， 上 且 加 
D 4 工 [向 
DF = x, AG = zx, 
GE = 5- 27. Ah 
由 勾 股 定理 可 有 4 人 
1 = EF’— EG 


= (V6)* - (5 - 27)， 
又 1= CE*- EB* = (5-7xr)— x, 
故 综合 上 两 式 有 20x* -1S$rz+22= 0. 


得 zx = 2 或 5 了 
因 5 方 >5-5 放 ,在 Rt 人 BEC 中 不 妥 ( 直 骨 入 
边 大 于 斜 边 )， AAA 


由 x=2 得 BC = + = 5. XQ 
故 选 (三 ). 


21.14 ”如 图 ,将 等 边 三 角形 ABC 折 秋 ,使 硕 ” * 


村 
1 于 1 
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点 A 落 在 BC 边 的 A' 处 .如 果 BA =1,4C = 2, 那 么 折 痕 PQ 的 长 度 


选 是 
榜 8 7 
. (A) 3. (B) 56 V21. 
(O15 DB 


(第 42 届 美国 高 中 数学 考试 ,1991 年 ) 
[ 解 ] 设 AP=z, 则 BP=3-zx; 设 AQ=y, 则 QC=3-y. 
:在 人 A'BP 中 ,由 AP = AP = zx, 再 由 余弦 定理 有 
rz = 3 rz)y+1: 2.1.(3— xzx)cos60°. 
解 得 z= 地 
同 理 ”在 人 A'QC 中 可 解 得 AQ = y = 二 
这 样 在 人 APQ 中 ,由 余弦 定理 有 
PQ’? = AP2 + 4Q2 -2AP. AQcos60° = xz? + yry 
= (2)+(7)- 7 7 49:21 





\5 4 5 ”4 400 
: /49:21 7 
故 PQ = 3100 = 50 V21. 


故 选 (B). 
21.15 ”如 图 , 边 长 为 1 的 正 人 ABC, 沿 EF 把 其 一 角 折 多, 使 B 落 
在 AC 上 的 某 点 B' ,上 且 FB′”| AC. 则 折 成 的 四 边 形 AEFC 的 面积 是 


(A) 去 (17Y3 -27). 
(B) 吝 (15 V3 -27), 


(C) 计 (17Y3 -27). 





(D) 计 (15V3 -27)， 


(中 国安 徽 省 芜湖 市 初中 数学 竞赛 ,1991 年 ) 
[ 解 ] 由 设 FB | AC, 昌 人 C= 60', 则 公 FB'C 为 30°-60°-90° 
的 三 角形 . 
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设 BC = Xx, 则 FC =2zr, 从 而 FEB =Vv3z. 


又 BF = BF = V3x. 
作 FD 1 AB， 则 由 人 B = 60",， 知 
_ 3 _ 37 
BD= xr. DF=. 


/BFE = 地 (180' _ 30°) = 75°, 
DEFE = 45°. 





DE = DF = 痉 . 
| 
而 v3x+2rx=1, 中 = . 
A I EH zx 7 万 
1 1 
因而 smaer = 让 "BE .DF = 让 (号 
SAEFC = SAABC — SABEF 
_yY3 3 .3+y3 
-4 4 ”2 
= (1173 -27) 
故 选 (C). 
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第 二 十 二 章 直线 与 平面 


22.1 若 异 面 直线 a ,8 分 别 在 平面 a 和 8 内 , 且 x 站 8= c, 则 直线 c 


(A) 与 a,b 都 相交 . (B) 与 a,b 都 不 相交 . 
(C) 至 少 与 a,b 之 一 相交 . (D) 至 多 与 a,b 之 一 相交 . 


(中 国 四 川 省 高 中 数学 竞赛 ,1989 年 ) 
[ 解 ] 如 下 图 可 否 (B),(D); 图 @ 可否 (A). 


jem 和 一 一 





图 人 图 名 
故 选 (C). 
22.2 ”在 正方 体 的 一 个 面 所 在 的 平面 内 ,任意 画 一 条 直线 , 则 与 
它 异 面 的 正方 体 的 楼 的 条 数 是 
(A) 4 或 5 或 6 或 7. (B) 4 或 6 或 7 或 8. 
(C) 6 或 7 或 8. (D) 4 或 5 或 6. 


(第 2 届 “ 希 望 标 ” 全 国 数学 邀请 赛 ,1991 年 ) 
[ 解 ] 下 面 图 9) ~ @ 中 与 /为 异 面 直线 的 校 的 条 数 分 别 是 4,6， 
7,8. 
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22.3 ”给 出 长 方 体 ABCD 一 A'B'C'D', 下 列 
十 二 条 直线 :4B ,BA ,CD ,DC ,AD ,DA4 ,BC ， 
CB ,4C,B5D,4C ,BD' 中 异 面 直线 的 对 数 为 

(A) 30 对 . (B) 60 对 . 

(C) 24 对 . (D) 48 对 . 

(中 国 高 中 数学 联赛 ,1981 年 ) 

[ 解 ] 这 12 条 直线 恰 是 长 方 体 侧 面 的 12 条 对 角 线 所 在 直线 .对 
每 个 侧面 上 的 一 条 对 角 线 ,都 有 另 五 个 侧面 上 的 五 条 对 角 线 与 它 异 面 . 

这 样 ,12 条 对 角 线 将 形成 60 对 蜡 面 对 角 线 组 (有 重复 的 计算 ) ,但 
在 上 述 计数 中 ,每 对 异 面 直线 都 计算 了 2 次 ,因此 ,只 有 30 对 异 面 直线 
组 . 

故 选 (4 ). 

22.4 ”如 果 空 间 三 条 直线 a .5 .c 两 两 成 异 面相 线 ,那么 与 w .be 
都 相交 的 直线 有 

(A)0 条 . (B)1 条 . (C) 多 于 1 的 有 限 条 . (D) 无 穷 多 条 . 

(中 国 高 中 数学 联赛 ,1997 年 ) 

[ 解 ] 首先 ,无 论 a、b、c 的 位 置 关 系 是 怎 
样 的 , 我 们 总 可 作 一 个 平行 六 面体 ABCD - 
AiBICIDI ,使 AB 在 直线 a 上 ,BC 在 直线 b 
上 ,D1D 在 直线 c 上 . 

再 在 DD 的 延长 线 上 任 取 一 点 M. 由 M 与 
a 确定 一 个 平面 a ,平面 a 与 直线 BC 交 于 也, 与 
直线 A1D| 交 于 Q, 则 PQ/ a. 

于 是 ,在 平面 a 内 , 直线 PM 不 与 a 平行 ， 
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PM 必 与 a 交 于 一 点 NN. 

这 样 直 线 MN 就 同时 与 直线 a .5 、c 相交 . 

由 于 点 MM 的 取 法 有 无 穷 多 种 , 故 同 时 与 a ,bc 都 相交 的 直线 有 无 
穷 多 条 . 

故 选 (DD). 

”22.:5 ”空间 中 不 全 在 一 个 平面 上 的 有 限 点 集 M, 它 有 如 下 性 质 : 
对 任意 A EE M,BE M, 总 有 CE M 和 DE€ M ,使 得 直线 AB 和 CD 
是 彼此 平行 的 两 条 不 同 直 线 . M 中 的 点 的 个 数 至 少 

(A) 4 个 . (B) 6 个 . 《C) 10 个 . (D) 13 个 . 
(东北 三 省 数学 邀请 赛 ,1989 年 ) 


[ 解 ] 容易 验证 M 中 仅 有 4 个 点 和 6 个 点 无 法 满足 题 设 要 求 . 

4 个 点 最 多 可 构成 两 组 平行 线 ,但 4 个 点 可 连 - 

C3 = 6 条 不 同 的 线段 - 
又 6 个 点 最 多 可 构成 6 组 平行 线 (正三 棱柱 )， 3 
面 


但 6 个 点 却 可 连 成 Ck = 15 条 不 同 的 线段 . » 
10 个 点 的 情形 见 右 图 所 示 ( M 是 12 面体 的 10 个 顶 长 
上 尽 ) ,其 可 满足 题 设 要 求 ( 其 上 下 两 个 四 棱锥 的 高 为 正方 
体 棱 长 之 半 ). 
故 选 (C). 
22.6 已 知 三 个 平面 a,B,Y, 每 两 个 平面 之 间 的 夹 角 都 是 9， 且 
afij8B=a,BNyY=656,yY 门 a =c. 车 有 





命题 甲 ， 8 > 了 
命题 乙 : a ,b,c 相交 于 一 点 . 
则 这 两 命题 的 关系 是 


(A) 甲 是 乙 的 充分 条 件 但 不 必要 . 
(B) 甲 是 乙 的 必要 条 件 但 不 充分 . 
(C) 甲 是 乙 的 充分 必要 条 件 . 
(D)(A),(B),(C) 都 不 对 . 
(中 国 高 中 数学 联赛 ,1988 年 ) 
[ 解 ] 三 个 平面 a,B8,y 两 两 的 交 线 a ,b,c 有 两 种 可 能 :或 者 a,。， 
c 两 两 平行 ,或 者 a ,b,c 交 于 一 点 ， 
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该 这 


若 命题 甲 成 立 , 则 a ,5,c 不 能 两 两 平行 .事实 上 , 若 a /5b,， 565/ 
c, 则 可 作 一 直 三 棱柱 ,使 其 侧面 分 别 在 ,8,y 平面 上 .此 三 棱柱 的 底 
面 三 角形 的 每 个 内 角 ,是 w ,8， 7 中 某 两 个 平面 的 二 面 角 , 即 此 三 角形 


的 每 一 内 角 都 等 于 0, 而 9 > 全 ,这 是 不 可 能 的 . 
这 就 证 得 , 若 命题 甲 成 立 则 a ,b,c 交 于 一 点 ， 
即 甲 是 乙 的 充分 条 件 . 


若 命题 乙 成 立 ,如 图 , 设 a,b,c 交 于 O, 由 于 平面 “ 
a,B,Y 两 两 交角 都 是 9, 故 可 作 一 三 棱锥 O 一 ABC ， 
使 底面 入 ABC 是 一 正三 角形 ,而 棱锥 的 侧面 分 别 在 ,8,y 上 ,过 AB 
作 平 面 4BD 1 OC( 即 直线 c) , 交 OC 于 DD. 

由 于 BC 是 直角 三 角形 BCD 的 斜 边 , 所 以 BC > BD. 

同 理 AC > 4D, 于 是 ,在 人 4ABD 中 ,4B > AD,AB > BD， 


因而 ADB > 专 x. 而 由 作 图 知 ADB = 0, 即 9 > 全 

则 命题 甲 成 立 . 即 甲 是 乙 的 必要 条 件 . 

故 选 (C). 

注 此 解答 基于 “两 平面 相交 ,所 成 二 面 角 只 有 一 个 ”这 一 点 的 . 

但 是 , 若 认 为 “两 个 相交 平面 组 成 四 个 二 面 角 ,每 一 个 都 小 于 180 ”, 依 此 观 
点 ,此 题 的 答案 应 是 (A): 甲 是 乙 的 充分 条 件 而 不 必要 .证 明 如 下 : 

三 个 平面 a,B,Y 两 两 相交 , 交 线 分 别 是 a,6b,c, 则 有 且 仅 有 a /总 Ac ,或 
a ,b,c 三 线 交 于 一 点 的 两 种 可 能 . 

充分 性 :每 两 个 平面 相交 ,得 到 的 二 面 角 均 相等 . 即 是 “互补 ”的 两 组 9,0 ， 


当 0> 持 , 且 0 > 于, 即 9,0 都 在 村 ， 企 之 间 时 ,a， b,c 交 于 一 点 . 


如 果 a,b,c 不 交 于 一 点 , 则 ,oy 如 图 .a,P,Y 
围 成 一 个 三 棱柱 面 , 作 其 直 截 面 ABC 交 三 直线 分 别 于 A， 
B,C 三 点 . 则 全 ABC 的 三 个 内 角 及 外 角 都 是 w,B8,7 两 两 
相交 所 成 二 面 角 的 平面 角 . 由 题 设 , 夹 角 都 是 0. 


所 以 ， /ABC = BCA = CAB = 0 = 3 








另 一 组 (外 角 )9 = 等 与 9,0 都 大 于 互 矛盾 ， 
故 三 线 必 定 交 于 一 点 
反之 ,必要 性 未 然 , 即 a,b,c 三线 交 于 一 点 时 ,未 必 9,0 都 大 于 二 . 
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如 图 .三 平面 wa,8,7y 两 两 相交 , 交 线 a,b,c 交 于 一 点 
O ,组 成 三 面 角 O 〇 -ABC. 当 每 个 面 角 一 AOB = 人 BOC = 
LACOA = op = arccos(— 方 ) 时 , 易 证 : 

二 面 角 BB-OA -C= 二 面 角 B-OC-A = 二 面 角 及 
- OB-C. 

与 它们 "对 应 ”的 另 一 组 二 面 角 也 必然 相等 . 

截 O4=OB=OC = 1, 构 成 三 棱锥 O -ABC. 

AB,AC 的 中 点 DD,FF, 作 DF | OA 交 于 FF, 连 结 EF ,DE. 

由 公 AOB 各 人 AOC 易 证 EF 上 OA. 

全 DFE = 0 为 二 面 角 B~OA -C 的 平面 角 . 















二 = sn - 乞 
因 而 AB = AC = 2sin 7， 第 
_ 9 十 
AD= AE = DE = sin ?>, # 
DF = EF = cos 性 。 sin 尹 二 sing. 3 
由 余弦 定理 面 
0 ~ PE + EF DE’? _ 2DF? ~ DE? 
2DF .FF 2DF* 
:2_ 9 
_ sin 廊 1 
2 


此 时 ,两 组 二 面 角 都 大 于 -3 不 成 立 ,因而 , 甲 是 乙 的 充分 条 件 , 但 不 必要 . 

故 选 (A). 

22.7 ”给 定 二 面 角 a - PQ - 8.4, 有 两 点 在 半 平 面 kc 上 , C 点 在 半 
平面 8B 上 (A,B,C 均 不 在 PQ 上 ,月 A,B 到 PQ 的 距离 不 等 ). 以 A,B， 
C 三 感 为 三 个 顶点 作 梯 形 , 使 所 作 梯 形 的 第 四 个 顶点 也 在 二 面 角 的 半 
平面 上 , 则 合 于 上 述 条 件 的 梯形 / 

(A) 不 存在 . (B) 只 有 一 个 . 

(C) 有 两 个 . (D) 有 无 穷 多 个 . 

(中 国 北京 市 高 中 数学 竞赛 ,1986 年 ) 

[ 解 ] 如 图 ， 连 B，A 交 PQ 于 R， 连 RC. 这样 画 出 了 过 A,B， 
C 三 点 的 平面 与 平面 a 的 交 线 RB ,与 平面 8 的 交 线 RC. 
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si 次 筱 购 


过 B 作 AC 的 平行 线 交 RC 于 D，; ,完成 
梯形 ABD,C; 过 A 作 BC 的 平行 线 交 RC 于 
D1, 完 成 梯形 ABCD. 过 C 车 作 AB 的 平行 
线 不 会 与 平面 8 再 相交 于 异 于 C 的 点 ,所 以 
作 不 出 梯形 .因此 合 于 条 件 的 梯形 有 两 个 . 

故 选 (C). 

22.8 AB,BC ,CD 为 不 在 同一 平面 内 的 三 条 线段 . 又 AB,BC， 
CD 的 中 点 分 别 为 P,Q,R, 上 且 PQ = 2,QR = Y5,PR = 3. 则 直线 AC 
与 BD 所 成 的 角 为 

(A) 60°. (B) 30°. (C) 90°. (D) 120°. 

(中 国 北 京 市 高 中 数学 竞赛 ,1986 年 ) 

[ 解 ] 如 图 ,BD // QR， AC // PQ. 

所 以 AC, BD 所 成 的 角 的 度数 等 于 人 PQR 的 度 
数 .但 在 APQR 中 ， 

PQ’* + QR? = 2 + (Y5)* = 3 = PR2， 

故 /PQR = 90°. 

所 以 AC ,BD 所 成 的 角 为 90”. 

故 选 (C). 

22'9 二 面 角 c-AB-Ap 为 60,PEa,QE ApB， 
且 P\Q 均 不 在 AB 上 ,PQ 与 4B 所 成 的 角 为 49 ,又 PQ = 7V2,a 与 
AB 的 距离 为 3, 则 PP 与 AB 的 距离 为 

(A)S. (B) v37. (C)8. (D) v79. 

(中 国 四 川 省 高 中 数学 竞赛 ,1993 年 ) 

[ 解 ] 如 图 , 作 QT | AB 于 T, 作 QR/ 
AB, 再 作 PR | QR 于 R, 有 目 RS | 4B 于 S, 连 
结 PS, 则 PS | AS. 











. PSR = 60°. 

又 人 PQR = 45°, PQ = 7V2， 
PR = pg = 7. 

由 余弦 定理 得 


PR- = PS2 + SR2 -2PS . SReos/ PSR. 
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又 ”SR = QT =3, PR = 7， 人 人 PSR = 60', 代 人 上 式 化 简 后 有 
PS -3PS-40=0, 

解 得 PS = 8( 伟 去 负 值 ). 

故 选 (C ). 

22.10 ”一 条 直线 /与 一 个 直 二 面 角 的 两 个 半 平 面相 交 , 且 与 这 两 
个 半 平 画 所 成 的 角 分 别 为 a 和 B. 则 a + B 必 不 能 取 到 的 值 是 

(A) 90°. (B) 73°. (C) 87°. (D) 95°. 

(中 国 北京 市 高 中 数学 竞赛 ,1990 年 ) 

[ 解 ] 如 图 BC | PQ,AD | PQ, 连 AC,BD, 则 人 CAB, 人 ABD 

分 别 为 直线 ! 与 平面 M 和 NN 的 夹 角 a,8B. 其余 线段 长 如 图 设 . 








第 
则 sina = 4， cosa = ,sing = 4， cos = 地. 时 
由 cos(a + 有) = cosa cos8 ~ sina sing 全 
Loc ad _b-~ad 平 
一 2 2 ~ e2 ? 面 
在 ”Rt 全 ACD 和 Rt 全 BCD 中 ， 
a<b,d<ie, 





cosla + B)>0, 则 a+B< 90". 
因而 ”a + 8 不 能 为 95. | 
故 选 (DD). 

22:11 点 已 在 全 4BC 所 在 的 平面 外 ,PA | 平面 ABC, 以 Si,S， 
分 别 表示 和合 ABC 和 人 PBC 的 面积 , 则 S, : S, 的 值 
(A) 大 于 0, 利 不 大 于 1. (B) 大 于 0 日 小 于 1. 
(C) 大 于 虐 (D) 不 小 于 1. 
(第 2 届 " 希 望 杯 ”全 国 数学 邀请 赛 ,1991 年 ) 
[ 解 ] 作 AD | BC, 连 PD. 由 三 垂 线 定理 知 PD | BC. 则 


1 po. 

Si 7 BC: AD 

>2 BC. PD 
一 2 = cos 人 PPDA € (0,1), 
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Ean 季风 


故 选 (B). 

22.12 设 O 是 正三 棱锥 P - ABC 底面 
和 全 ABC 的 中 心 ,过 人 〇 的 动 平 面 与 P ~ ABC 的 三 条 
侧 棱 或 其 延长 线 的 交点 分 别 记 为 Q@,R,S. 则 和 





(A) 有 最 大 值 而 无 最 小 值 . 

(B) 有 最 小 值 而 无 最 大 值 . 

(C) 既 有 最 大 值 又 有 最 小 值 , 且 二 者 不 等 . 

(D) 是 一 个 与 平面 QRS 位 置 无 关 的 常量 . 

(中 国 高 中 数学 联赛 ,1995 年 ) 

[ 解 ] 四 面体 PQRS 可 以 划分 成 以 O 点 为 
公共 顶点 ,以 全 PQR ,全 PRS, 公 PQS 为 底面 的 三 
个 三 棱锥 . 

由 已 知 人 QPR = 人 RPS = 人 SPQ=a. 

又 DO 是 已 -ABC 底面 人 ABC 的 中 心 ,O 点 到 





三 个 侧面 的 距离 相等 ,可 设 为 4d, 则 三 棱锥 O ~ 


PQR .O - PRS .O - PQS 的 高 都 是 4 ,于 是 


VPRS = Vo-POR + Vo-PRS + Vo_ pas 


= EPQ.PR.sna.dt+ EPR:PS.sina.d 


+ oPQ.PS.sina.d. 

另 一 方面 ,四 面体 PQRS 又 可 以 看 做 是 以 Q 为 顶点 ,以 人 PRS 为 
底面 的 三 棱锥 Q 一 PRS , 设 PA 与 面 PBC 的 交角 为 0, 则 该 三 棱锥 的 高 
是 PQsin9. 

于 是 ,又 有 


Vears = Va gps = EPR PS. sing . PQ sing. 


故 PO.PR.d+PR.:PS.d+PS.PQ'.d 
= PR . PS . PQ . sing, 
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即 


1 1 1 _ sing 
PS+PG+PR- qa 为 蕴 量 ， 


故 选 (DD). 
注 ”车 考虑 Q,R,S 在 侧 棱 延 长 线 上 , 则 (BB) 也 对 . 
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直 
线 
与 
平 
面 





1 于 





a 


第 二 十 三 音 多 面体 


23*1 四 面体 ABCD 的 六 条 校 分 别 为 7,13,18,27,36,41 个 长 度 
单位 ,如 果 AB 长 为 41, 则 CD 的 长 为 
(A) 7. (B) 13. (C) 18. (D) 27. (E) 36. 
(第 39 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1988 年 ) 
[ 解 ] 由 三 角形 组 成 条 件 : 
一 边 小 于 其 他 两 边 和 , 则 这 些 棱 长 只 能 按 右 图 所 
东方 式 组 合 . ? 
故 选 (B). 
23.2 ”如 果 四 面体 的 每 一 个 面 都 不 是 等 腰 三 角形 ,那么 其 长 度 不 
等 的 棱 的 条 数 最 少 为 
(A) 3. (B) 4. (C) 5. (D) 6. 
(中 国 高 中 数学 联赛 ,1986 年 ) 
[ 解 ] 如 图 四 , 作 乙 ABCD ,使 AB = a,AD = 0, 短 对 角 线 BD = 





c (a,b,c 互 不 相等 ). 


( 
D [A | b 
b 
> 
A a B 4 


图 中 ©@ 
固定 会 ABD, 把 全 BCD 沿 BD 边 折 起 来 , 折 至 AC = c, 即 可 得 图 @@ 
所 示 四 面体 , 它 的 每 面 都 不 是 等 腰 三 角形 , 仅 有 三 条 长 度 不 等 的 棱 . 
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故 选 (A). 

23.3 ”四 面体 ABCD 的 各 校长 均 为 1,P 为 棱 AB 中 点 ,QQ 为 校 CD 
中 点 . 则 线段 PQ 的 长 是 

(A) 7. (B) 号 (CO 了 (D) 2 

(北京 市 高 中 数学 竞赛 ,1987 年 ) 

[ 解 ] 连 PC,PD, 则 PC = PD. (全 等 的 等 边 三 角形 的 中 线 相 
等 ). 

因此 PQ 为 等 腰 三 角形 PCD 底 边 CD 上 的 中 线 , 它 也 是 底 边 上 的 
高 线 , 即 PQ | CD( 如 图 )， 


容易 计算 CP = 妾 ,CQ = 十， 


ma) -(4) -9 
故 选 (DD). 
23.4 ”在 正方 体 的 8 个 顶点 、12 条 楼 的 中 点 .6 
个 面 的 中 心 及 正方 体 的 中 心 共 27 个 点 中 , 共 线 的 三 点 组 的 个 数 是 
(A)57. (B)49. (C)43. (D)37. 
(中 国 高 中 数学 联赛 ,1998 年 ) 


[ 解 ] ”两 端点 皆 为 顶点 的 共 线 三 点 组 共有 多 = 28( 个 ); 


两 端点 缘 为 面 的 中 心 的 共 线 三 点 组 共有 和 关上 = 3( 个 )， 


两 端点 缘 为 各 棱 中 点 的 共 线 三 点 组 共有 攻关 > = 18( 个 ) , 且 没有 


别 的 类 型 的 共 线 三 点 组 . 
所 以 题 设 诸 点 中 共 线 的 三 点 组 总 共有 28 + 3 + 18 = 49 个 . 
故 选 (B). 

23.5 一 个 4 x 4 x 3 的 长 方 体 ,顶点 A,B， 
C 与 D 相 邻 , 则 点 D 到 平面 ABC 的 距离 最 接近 
(A)1.6. (B)1.9. (C)2.1. 

(D)2.7. (E)2.9. 
(第 47 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1996 年 ) 
[ 解 ] DD 到 平面 ABC 的 距离 即 为 三 棱锥 门 
一 ABC 顶点 了 在 底面 ABC 上 的 高 A 长. 











i 于 


多 
面 
体 
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深 光 季 诬 


1 
VY 长方体 = -6 
1 
3 


另 一 方面 Vp- aABc = SA 
而 Saagc = .4V3 .VE (V3 人 六 
C 


= 2 v 34， 
3V _6VvV34. 
从 而 A = 有 人 = 2 


故 选 (C). 

23.6 以 A,B,C,D 为 顶点 的 正四 面体 的 每 边 楼 长 是 1. 点 也 在 
棱 AB 上 ,点 Q 在 棱 CD 上 . 找 出 在 点 已 和 Q 之 间 的 最 短 的 可 能 距离 

(A) 六 (B) 二 (C) 2. 
3. (E) 字 

(第 30 届 美国 高 中 数学 考试 ,1979 年 ) 

[ 解 ] 因为 点 到 直线 的 最 短路 线 是 从 这 点 所 到 
直线 的 垂 线 段 ,所 以 所 求 的 距离 的 极 小 值 可 由 对 称 性 得 到 . 

即 分 别 选择 AB 和 CD 的 中 点 为 已 和 Q， 

因为 PC 和 PD 分 别 是 等 边 三 角形 ABC 和 ABD 的 高 , 则 


Pc = PD -= 3. 





(D) 





又 因为 Q 是 DC 边 的 中 点 ,有 ”QC = 十 
在 Rt 全 CPQ 中 ,由 色 股 定理 得 
_ /3_1_*% 

PQ = VPC - QC = 1 42 
故 选 (CC). : 
23.7 ”正四 面体 ABCD 的 四 个 顶点 在 半径 为 R 的 球面 上 , 则 AB 

的 长 为 
(A) V3R. (B) 2R. (C) 2X6R. (D) 26R 
(中 国 山 西 省 太原 市 高 中 数学 竞赛 ,1990 年 ) 
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[ 解 ] 过 DD,C 作 正 四 面体 中 截面 DEC , 若 设 AB = x, 易 算得 


DE = CE = 人 Bz, 





车 DH | EC, EF | DC., 
由 Sapec = 本 EC. DH = 廊 DC EF, 


则 DH = \/ 邱 r， 同时 在 人 DHC 中 可 求 HC = \/ 村 


设 球 心 为 DO， 则 由 OD = OC = R， 有 
OD? = OC = OB2 + HC?, 
若 设 OD = 1. DH， 则 OH = (1 7)DH. 


WE) 


得 ， 了 立 3 /2 
解 得 1 = 4 即 了 3 二 下 ， 
.. zr = ER 
故 选 (C). 


23.8 ”如 图 ,正四 面体 ABCD 中 ,下 在 棱 4AB 上 ,下 在 棱 CD 上 , 且 


EE (< <+oo) 


记 f(4) = ox + 及 ,其 中 表示 EF 与 AC 所 成 的 
角 ,B 表示 EF 与 BD 所 成 的 角 . 则 
(A)f(24) 在 (0, + co ) 单调 增加 . 
(B) AAA) 在 (0, + %) 单调 减少 . 
(C) 了 (4) 在 (0,1) 单调 增加 ,而 在 (1, + ce ) 单调 减少 . 
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1 一 123 








nl 





(D)f(24) 在 (0, + co) 为 常数 
《中国 高 中 数学 联赛 ,1997 年 ) 
[ 解 ] 因 ABCD 是 正四 面体 , 故 AC 1 BD. 作 EG /AC 交 BC' 于 
G ,连结 GF. 


、 La_ akF _(F 
测 QA 一 GEF, 且 GB 一 EB FD: 


有 GF/ BD. 
故 GF | EG, 有 是 B= /EFG. 
fA)= mt B= LGEF+ ZEFG 
= 180° - AEGF = 90". 
故 选 (DD). 
23.9 ”四 面体 ABCD 中 ,BD = DC = CB = V2,AC = v3,AB = 
AD = 1.M 为 CD 中 点 . 则 蜡 面 直线 BM 与 AC 所 成 角 的 余弦 值 是 


(A) 2 (B) 冯 (O %, (D) 8. 


(中 国 四 川 省 商 中 数学 竞赛 ,1993 年 ) 
[ 解 ] 取 AD 中 点 N, 连 BN,MN. 则 由 中 位 线 定理 知 


MN/ AC, MN= ‘Xe - 号 


了 BMN 即 为 异 面 直 线 BAf 与 AC 所 成 的 角 . 4 


设 人 BMN = a. 从 

由 人 ABD 的 边 长 知 人 BAD = 90". MN 、 

在 直角 全 ABN 中 ， 有 经 -- EA 
BN = A/ 位 二 (地 ) = 写 ， 

BM 为 正 ABCD 中 DC 边 上 的 高 , BM - 旬 .5=2 


在 人 BMN 中 应 用 余弦 定理 得 
cosa = cos BMN = BM MN BN 


A 
Da 
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3 
故 选 (4 ). 
23.10 设 正 、F、G 分 别 是 正四 面体 ABCD 的 棱 AB、BC .CD 的 中 
点 , 则 二 面 角 C - FG -五 的 大 小 是 


A 
(Ayarcsin 芍 ， 
E 
(B) 至 + arees 次 < 
(C) 7 — arctg V2. F G 


(D)x 一 oroctg 如 
(中 国 高 中 数学 联赛 ,1998 年 ) 
[ 解 ] 如 图 , 作 EE 上 平面 BCD , 则 FEE 上 4 
BG. 

ABCD 是 正四 面体 ， 
AC | BD sk 

又. EF/ AC,FG / BD, F G 
EF | FG. C 

故 EIF | FG. 

所 以 人 EFE| 是 二 面 角 一 FG -- B 的 平面 角 , 记 为 a. 

设 正四 面体 ABCD 的 校长 为 1, 则 它 的 高 


2 
AH = AB -BP = 1- (a) = 





_ 了 Ar 6 
FFE| = 7 AH = 6 
-1m -1 
又 FEF = 了 ALC=7， 
y6 
ein 0 ,nb 
Q = arcsin = arcsin 3 . 
2 


从 而 ,二 面 角 CFG -五 的 大 小 为 
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该 妹 


一 mnie 2 7 arccte 四 
AX 一 arcsl 3 二 a g 7 


故 选 (D). 

23.11 边 长 为 2 的 正方 形 ABCD 中 ,E 是 4B 中 ， 
点 . 现 沿 EC,ED 折 辣 , 使 AE 与 BE 重合 ,A 点 与 B 点 
重合 ,命名 为 O 点 . 则 四 面体 O - CDE 的 体积 是 


v3 V3 
;于 (C) 3 c 





(A) Y3. (B) 


(DB z 
z (中 国安 徽 省 芜湖 市 高 中 数学 竞赛 ,1990 年 ) 
[ 解 ] 折合 后 得 如 图 所 示 的 四 面体 ,其 底面 OCD 为 边 长 是 2 的 正 
三 角形 , 则 其 面积 为 V3. 
又 ”OE | OC,OE | OD, 则 OE | 平面 OCD, 凤 EO 为 四 面体 


底面 OCD 的 高 , 且 EO = 1. 


则 Vo ce = 枉 -Saom -4 2 
1 .AA.1:_ 3 -二 < 


故 选 (C). “ ? 
23.12 一 个 正 校 锥 体 的 底 是 一 个 边 长 为 6 的 等 边 三 角形 ,其 余 
每 条 楼 长 V15 ,这 个 正 棱锥 体 的 体积 是 
9 27 
(A)9. (B) 7 (C) pE 
(D) 93, (E) 这 些 都 不 对 . 
(第 24 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1973 年 ) 
[ 解 ] 棱锥 体 的 体积 等 于 三 分 之 一 底面 积 乘 高 : 
又 边 为 6 的 等 边 的 底面 积 是 3 .3Y3 = 9Y3. 
以 棱锥 体 的 棱 长 V15 为 斜 边 ,以 从 底面 的 中 心 到 底 的 一 个 顶点 的 
距离 2 Y3 为 一 条 直角 边 构成 一 个 直角 三 角形 ,棱锥 高 疡 是 这 个 直角 三 
角形 的 另 一 条 直角 边 . 


故 h* = (V15)*— (2Y3) = 3, 
h = V3， 
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则 V = 二 ，( 底 面积) (高 ) = 村 (9V3) 3 = 9， 
故 选 (A). 
23.13 ” 若 四 面体 的 一 条 棱 长 是 x, 其 余 棱 长 都 是 1, 体积 是 
F(z), 则 函数 FE(z) 在 其 定义 域 上 
(A) 是 增 函 数 但 无 最 大 值 。 (B) 是 增 函 数 且 有 最 大 值 . 
(C) 不 是 增 函 数 且 无 最 大 值 . (D) 不 是 增 函 数 但 有 最 大 值 . 
(中 国 高 中 数学 联赛 ,1984 年 ) 
[ 解 ] 四 面体 中 三 条 棱 长 均 为 1 的 两 个 面 的 夹 角 6 的 大 小 与 zx 有 
关 ,9 越 大 ,x 越 大 . 
当 0 < 49<90 时 ,F(x) 随 x 增 大 而 增 大 ; 


当 9 = 90* 时 ,两 个 面 垂直 时 ,四 面体 体积 最 
1 、 6 + 
大 为 8 ,这 时 T=; 二 


多 
面 
体 


当 180° > 6 > 90° 时 ,四 面体 的 体积 (x) 将 “ 
随 角 度 大 增 而 减 小 , 即 此 时 x 越 大 ,F(x) 越 小 . 
综 上 可 知 下 (z) 在 其 定义 域内 不 是 增 国 数 ,但 














有 最 大 值 . 

故 选 ( 品 ). 

23.14 ” 设 四 面体 四 个 面 的 面积 分 别 为 Si,S ,Si,S4 ,它们 的 最 

> S 

大 值 为 S, 记 和 = 二 , 则 ) 一 定 满足 

(A)2 < 之 4. (B)3<A<4. 

(C) 2.5< 和 < 雪 4.5. (D) 3.$S< 1 < 5.5. 

(中 国 离 中 数学 联赛 ,1992 年 ) 
[ 解 ] S; < S(i 一 1,2,3,4), 
> s <45 
> s 
从 而 去 之 4 ® 


特别 地 , 当 四 面体 为 正四 面体 时 , @ 式 中 等 号 成 立 , 从 而 否定 
(B). 
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考察 侧面 与 底面 所 成 二 面 角 的 平面 角 为 45 的 任 一 正三 棱锥 , 以 
S4 表示 其 底面 面积 , 则 


S = $4 = (SI 二 SS 十 S3)cos45" 二 Qs 十 S2 十 9S35 ) ， 


于 是 SI1+S;,+ S;= 25, 
即 Si1+ S,+ S3+ S4 = (1 + V2)S. 
> S 
则 2<A= Te =1+1+Y2<2.5, 从 而 否定 (C),(D). 
元 选 (A). 
23.15 ”下 列 各 图 是 由 全 等 的 正方 形 组 成 的 图 形 , 能 围 成 立方 体 
的 图 形 是 


玉昌, 有 上 


(B) (C) (D) 
(中国 福建 省 初中 数学 竞赛 ,1984 年 ) 
[ 解 ] 不 难 将 (A) 中 左下 角 四 个 方 格 围 拢 成 右 
图 样子 ,余下 的 不 难 把 它 围 成 一 个 立方 体 . 


红 涤 利和 你 


故 选 (A). 
23.16 正方体 的 对 称 轴 共 有 7 条 , 则 n 等 于 
(A) 3. (B) 4. (C) 9. (D) 13. 





(中 国 北 京 市 高 中 数学 竞赛 ,1985 年 ) 
[ 解 ] 如 图 ,连结 正方 体 对 面 中心 的 直线 , 共 
三 条 ,是 三 条 对 称 轴 . 
连结 正方 体 对 面 上 的 对 棱 中 点 的 直线 也 是 对 
称 轴 ,共计 六 条 . 
总 计 , 正 方 体 的 对 称 轴 有 九条 . 
故 选 (C). 





764 世界 数学 奥林匹克 解 古 大 辞典 


P| 





23.17 立方体 C = {zyz)10 委 xyz 委 ] 被 平面 zx = y， 
y = 二 xz， 之 二 x 切 开 后 分 成 的 部 分 数 是 
(A) 5. (B) 6. (C) 7. (D) 8. (E) 9. 
(第 38 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1987 年 ) 
[ 解 ] 显然 ,C 为 第 一 卦 限 的 单位 立方 体 . 





图 中 图 包 
当 它 被 平面 x = y，y = “前 分 时 ,分 成 4 部 分 ( 见 下 图 中 ); 当 再 
用 平面 > = x 去 切 时 ,其 中 的 两 部 分 一 分 为 二 ( 见 图 @). 
这 样 ,立方 体 被 三 平面 切 成 6 部 分 . 





故 选 (B). 
23.18 ”由 一 个 正方 体 的 三 个 顶点 构成 的 正三 角形 的 个 数 为 
(A) 4. (B) 8. (C) 12. (D) 24. 


(中 国 高 中 数学 联赛 ,1991 年 ) 
[ 解 ] 公有 一 个 顶点 的 三 个 两 两 互相 垂直 的 面 上 ,各 有 一 条 对 角 
线 共同 组 成 惟一 的 正三 角形 . 
因此 ,在 正三 角形 集 与 顶点 集 之 间 可 以 建立 “一 一 对 应 ”关系 . 
一 个 正方 体 共 有 8 个 顶点 ,因此 恰 有 8 个 正三 角形 . 
故 选 (B). 
23.19 以 长 方 体 8 个 顶点 中 的 任意 3 个 为 项 点 的 所 有 三 角形 中 ， 
锐角 三 角形 的 个 数 为 
(A) 0. (B) 6. (C) 8. (D) 24. 
(中 国 高 中 数学 联赛 ,1989 年 ) 
[ 解 】 易 知 ,以 长 方 体 的 8 个 顶点 中 的 任意 3 个 为 顶点 的 三 角形 
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Ean 


共有 C 个 , 且 这 些 三 角形 只 能 是 直角 三 角形 或 锐角 三 角形 . 

而 以 长 方 体 的 每 个 顶点 为 直角 顶点 的 三 角形 都 是 6 个 ,所 以 在 C8 
个 三 角形 中 共有 6 .8 = 48( 个 ) 直角 三 角形 . 

从 而 所 求 锐角 三 角形 的 个 数 为 C3 一 48 = 8. 


故 选 (C). 
注 ”对 “以 长 方 体 顶 点 组 成 的 三 角形 只 能 是 直角 或 锐角 三 角形 ”的 结论 稍 
作 解 释 : 


对 于 三 边 中 有 以 棱 为 边 的 三 角形 显然 是 直角 
三 角形 ;而 无 以 楼 为 边 的 三 角形 是 锐角 三 角形 ,如 





图 ,有 
AB2 = xi+y, BC2 = xi+r, AC = 只 +z2. 
由 余弦 定理 有 
Titty = (r+tr)+t(y +r) -2 Vr ty Vy + vecosC, 
2 
: cosC = ~ >0. 
Tr Vy 


又 0 < LAC < 180", 
则 一 C 为 锐角 . 同 理 了 4A ,一 日 亦 为 锐角 . 


故 选 (C). 
23.20 某 长 方 体 的 体积 为 8eny ,全 表面 积 为 32cry, 且 其 长 , 宽 ， 


高 成 等 比 级 数 . 则 此 立方 体 的 全 部 校长 之 和 (cmy) 为 
(A) 28. (B) 32. (C) 36. (D) 40. (E)44. 
(第 36 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1985 年 ) 


[ 解 ] 设 长 方 体 长, 宽 , 高 分 别 为 二 ,zx,zg, 依 题 意 有 
“ZXg = 8, D 
二 . Xt 过 。 X90) 二 所 
2 1x 了) =32， 
由 中 得 ”x =2, 代 和 人 加 式 有 14+ 9 二 = 4, 而 
4( 壮 ++ rq) = 40+9+ TD)z = 32. 

故 选 (B). 

23:21 下面 的 集合 中 三 个 元 素 不 可 能 分 别 是 长 方 体 (一 只 “会 
子 ”) 的 三 条 外 对 角 线 的 长 度 (一 条 外 对 角 线 就 是 这 盒子 的 一 个 矩形 面 
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的 一 条 对 角 线 ) 是 
(A) {14,5,6|. (B) {4,5,7}. (C)14,6,7|. 
(D) {5,6,7}. (E) {5,7,8|. 
(第 44 届 美国 高 中 数学 考试 ,1993 年 ) 
[ 解 ] 邻 a,b,c(a 志 4b 志 c) 表 示 长 方 体 三 条 边 的 长 度 . p,q,r(p 
< 过 -) 表示 三 个 面 对 角 线 的 长 度 .由 勾 股 定理 ,得 


p=a+b, ga+tc, r=b+e. 


则 r2 = b+02-202< jg2. 
经 验证 ,只 有 14,5,7| 不 满足 这 个 关系 . 
故 选 (B). 


23*22 下列 各 组 数 中 ,有 一 组 数 不 可 能 是 某 一 四 面体 的 四 条 高 ， 
这 组 数 是 


(中 国 福建 省 福州 市 高 中 数学 竞赛 ,1990 年 ) 
[ 解 ] 设 四 面体 体积 为 V, 四 个 面 面 积 为 Si1,S;,S;3, S4, 其 上 的 
高 hi,h ,hh3,ha, 这 样 





1 1 1 1 
Y = 3 D1h! 一 3 52h2 一 了 53A3 一 了 54A4， 
即 Sihi 一 Sh 二 Saha 一 Saha, 
1 1 1 1 
见 : : : 二 
则 D1 O27 31% hl Ah As ha 
对 于 (B) 来 讲 ， 
1 1.1.1_ 2. 
hl Ah Ah hs 4 23 °° 25 25 
1 6、6、3Y3 
X 4 24>25> 355， 


此 即 说 大 上 述 一 组 数 作为 四 面体 的 高 , 则 它 的 一 面 面 积 大 于 其 余 三 面 
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人 访 术 


面积 和 ,这 不 可 能 . 则 (B) 组 中 数 不 能 是 四 面体 的 高 . 

故 选 (B). 

23.23 ”如 图 ,一 个 边 长 为 3 米 的 正方 体 木 块 ,在 每 8 
个 面 的 中 心 开 一 个 边 长 为 1 米 的 正方 形 润 ,一 直 打 穿 . 
这 个 洞 的 边 分 别 平行 于 正方 体 相应 的 边 . 问 此 物体 全 部 
的 表面 积 (包括 内 部 ) 以 平方 米 计算 是 

(A) 54. (B) 72. (C) 76. 

(D) 84. (E) 86. 

(第 33 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1982 年 ) 
[ 解 ] 每 个 面 的 中 心 减 去 一 个 小 正方 形 的 面积 ,所 以 它们 的 面积 





和 为 6.3*-6= 48， 

中 间 六 个 小 的 正方 形 润 ,每 个 洞 的 表面 积 为 4, 所 以 内 外 的 表面 积 
之 和 为 48+4:6= 72. 

故 选 (B). 


23:24 ”立方 体 八 个 顶点 中 有 四 个 恰 是 正四 面体 的 顶点 . 找 出 立 
方 体 的 表面 积 与 四 面体 的 表面 积 之 比值 


(A (BB) V3. (C) A/ 子 . (D) 广 (FE) 2. 


(第 31 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1980 年 ) 
[ 解 ] 四 面体 的 棱 是 立方 体面 的 对 角 线 ,所 以 若 * 是 立方 体 的 楼 
长 ,四 面体 的 每 一 面 的 面积 是 
。 8(, 2). s V2 
_ (sy2)* 3 
4 





sy3 
2 ? 


所 求 的 比 是 -一 一 








故 选 ( 召 )， 
23.25 ”如 图 ,PQ 是 一 个 正方 体 的 一 条 对 角 线 . 如果 PQ 的 长 度 为 
a ,那么 此 正方 体 的 表面 积 是 
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(A) 2a2. (B) 2 v2a7. 
(C) 2V3a2. (D) 3V3a2. 
(E) 6a”. 
(第 32 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1981 年 ) 
[ 解 ] 如 图 , 设 ;为 正方 体 的 边 长 ,TT 和 R 是 正 
方 体 的 两 个 顶点 . 
在 个 PQR 和 公 PRT 之 中 ,由 勾 股 定理 ,有 


CS (PR) = 5 +s, 








即 a2 = 35“. 
所 以 立方 体 表 面积 是 6s* = 2a“. 
故 选 (A). | gy 
23.26 ”长 方 体 的 侧 , 前 ,底面 的 面积 分 别 为 12 + 
平方 英寸 ,8 平方 英寸 ,6 平方 英寸 时 , 则 其 体积 是 多 三 
(A) 576 立方 英寸 . (B) 24 立方 英寸 . 
(C) 9 立方 英寸 . (D) 104 立方 英寸 . 


(E) 以 上 答案 都 不 正确 . 
(第 1 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1950 年 ) 
[ 解 ] 设 长 方 体 长 , 宽 , 高 分 别 为 x ,y,x, 则 长 方 体 体积 











V = rw 
= Vriyie 
三 Vy + yx "ZX 
= V1l2.'8:060 = 24. 
故 选 (B). 


23.27 ”一 长 方 体 的 盒子 12 条 棱 长 总 和 为 140, 又 它 的 对 角 线 长 
为 21, 则 该 盒子 的 表面 积 是 
(A)776. (B)784. (C)798. (D)800. (E)812. 
(第 47 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1996 年 ) 
[ 解 ] 设 长 方 体 ,长 , 宽 , 高 分 别 为 wc,p,c. 由 题 设 
i4(a+ b+c) = 140, 
a + b+ ce? = 212. 
从 而 at+b+c= 35. “| 2 
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特效 第 财 


SS 表 二 2(abp + bc+t+ca) 
=(at+b+c)- (ar+b + ce) 
= 35* ~ 21* = 784. 
故 选 (B). / 
23.28 ”正方 体 表 面 正方 形 的 对 角 线 中 存在 异 面 的 对 角 线 ,如果 
其 中 两 条 异 面 直线 的 距离 是 1 ,那么 正方 体 的 体积 是 
(A) 1. (B) 3 v3. 
(C) 1 或 3Y3. (D) 3v3 或 3V2. 
(第 2 届 "“ 和 希望 杯 " 全 国 数学 邀请 赛 ,1991 年 ) 
[ 解 ] 分 两 种 情形 讨论 : 
(1) 和 若 两 异 面 对 角 线 处 于 正方 体 相 对 面 上 ( 见 图 @) ， 知 正方 体 
校长 为 上, 则 
VEE 方 体 = 1 = 1 





图 中 图 @ 

(2) 若 两 异 面 对 角 线 处 于 正方 体 相 邻 的 两 面 ( 见 图 四) ,可 求 得 正 

方 体 棱 长 a = V3 .这样 
VF 方 体 三 (V3)3 = 3V3. 

故 选 CC ). 

23.29 ”对 于 正方 体 , 它 的 每 个 顶点 与 交 于 此 
顶点 的 三 条 校 的 中 点 截 得 一 个 四 面体 ,正方 体 切 去 
这 从 个 四 面体 的 剩余 部 分 叫做 残缺 正方 体 , 这 个 残 
缺 正 方 体 与 原 正方 体 的 体积 比 最 接近 于 

(A) 75%. (B) 78% . (C) 81%. 

(D) 84% . (E) 87%. 

《第 43 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1992 年 ) 

[ 解 ] 设 正方 体 楼 长 为 2. 则 每 个 小 正四 面体 体积 为 

Vima 人 = 可 台 一 村 (101= 革 

又 V 正 方 体 一 2 一 8, 则 
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W 残缺 正方 体 ， 正方 体 二 (8 -二 ) :8=5:6284%. 


故 选 (DD). 
23.30 ”连接 正方 体 相 邻 面 的 中 心 ,得 到 一 个 正八 面体 . 那么 ,这 
个 八 面体 与 正方 体 的 体积 比 是 
V3 v6 1 2 1 
(OOF: DF. (EE 


2 《〈B) 716- 
(第 和 0 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1989 年 ) 
[ 解 ] 设立 方 体 棱 长 为 2, 如 图 易 求 出 内 接 正 八 面体 棱 长 为 V2 .而 


棱 长 为 \2 的 正八 面体 体积 为 V| = 3 


(A) 


ti 


多 
面 
体 





.. VI:V=3:8=1:6. 

故 选 (C). 

23:31 ”在 正方 体 ABCDABCID 中 ,P,M,N 分 别 是 楼 AAA， 
BC, CC 的 中 点 ,这 三 个 点 确定 的 平面 与 正方 体 表面 的 交 线 构成 的 图 
形 是 

(A) 萎 形 . (B) 正 五 边 形 . 

(C) 正六 边 形 . ” (人 (D) 只 是 边 相 等 的 六 边 形 . 

(第 2 届 “ 希 望 杯 ”全 国 数学 邀请 赛 ,1991 年 ) 

[ 解 ] 如 图 , 连 MN, BC, 易 证 MN // BCi, 且 MN = 六 BCY 

取 41D 中 点 五 , 则 PE ZL 方 4D 

而 AD ZL BC Z2MN， 则 

PE ZMN, 知 下 在 截面 上 . 
再 取 4B ,DiC 中 点 下 ,G, 连 PN, 同 理 可 有 
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3 阁 条 陈 


FM LEG / 六 PN, 即 点 F,G 亦 在 截面 上 . 
综 上 , 知 截面 是 六 边 形 PFMNGE , 且 其 为 正六 边 形 . 
故 选 (C). 
23.32 ”一 个 长 方 体 的 表面 积 为 22cn2 ,并 且 它 的 所 有 棱 的 总 长 
度 为 24cm. 那么 它 的 对 角 线 的 长 度 ( 按 cm 计 ) 是 


(A) V11. (B) V12. (C) V13. 
(D) v14. (E) 不 能 被 惟一 确定 . 


(第 35 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1984 年 ) 
[ 解 ] 如 图 所 示 ,xz,y,x 分 别 是 此 长 方 体 的 
长 , 宽 ,高 ,又 4 为 它 的 一 条 对 角 线 .于 是 有 





27y + 27z + 2yz = 22， QD 
有 © 
二 (3) 
由 外 得 (x+y+t+z) = 人， 
或 1 +y +2 +2ry+27rr+2y = 36, 


将 各 代 人 上 式 , 得 到 4q? + 22 = 36, 即 4 = V14. 
故 选 (DD). 
23.33 ”如 图 ,在 长 方 体 中 人 DHG = 45', FHB = 60" ,那么 
BHD 的 余弦 值 是 





v3 V2 ~ 6 
(A) 完 . (B) 尝 . (C) 号 
(D) 2 (E) EE. 

(第 33 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1982 年 ) 
[ 解 ] 设 HF = 1, 则 BH = 二 = 2 


因而 BF? = BH? ~ HF* = 3, 则 BF = V3. 
故 ”BF = DG = GH = v3,DH = V6. 
又 因为 DC = HC = vy3, 所 以 和 人 DCB 名人 HCB, 所 以 DB= HB = 


因此 入 DBH 是 等 腰 三 角形 , 目 。cos0 = 6 
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故 选 (DD). » 
23.34 ”一 秆 形 盒子 的 底面 ,侧面 ,前 面 的 面积 
均 为 已 知 , 这 些 面 积 的 乘积 等 于 





(A) 盒子 的 体积 . (B) 体积 的 平 
方 根 . 
(C) 体积 的 两 倍 . (D) 体积 的 平 
方 . 
(E) 体积 的 立方 . 


(第 2 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1951 年 ) 
[ 解 ] 设 盒子 的 长 , 宽 , 高 分 别 为 x,y,<, 则 盒子 的 各 侧面 面积 分 
别 为 xy、yz 、zx. 
由 zy yw zx = (zyz)， 知 其 为 其 体积 的 平方 . 
故 选 (D). 





23.35 ” 锥 体 RABCD 的 底 ABCD 是 正方 形 , 顶 点 P 与 4.B.C.D 
等 距 , 如 果 AB = 1,APB = 20, 那 么 锥 体 的 体积 为 
sing ctgC 1 
(A) 6 (B) 6 (C) ER 
1 ~ Sin28 Vv COS20 
〈D) 6 (E) 6sing - 


(第 41 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1990 年 ) 
[ 解 ] 作 侧面 人 PAB 的 斜 高 PH, 又 设 O 为 底面 正方 形 中 心 ,连结 
HO. 
由 设 APB = 29， 则 PH = 六 ctg0. 
又 PO 」 OH, 在 Rt 全 PHO 中 ， 


PO = ~v PH’ - HC 


/1 
一 (ctg0) _ (TY) 4 H B 


cos 0 -sin20 


1 
申 了 和 二 
sin 2 sing 


~ 










二 当 








六 二 二 






~ 
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入 位 








故 Vp-agcD = 二:Saam'PO = 可 小 六 Sing 6sint 

故 选 (上 E). 

23.36 ， 如 果 一 个 多 面体 有 两 个 面 豆 相 平行 ,其 他 的 面 都 是 平和 
四 边 形 ,那么 这 个 多 面体 是 

(A) 正 楼 柱 . (B) 直 楼 柱 、， 。。“(C) 楼 柱 . 

(D) 可 能 不 是 楼 柱 、 (EE) 不 可 能 是 楼 柱 ， 

(中 国 北 京 市 高 中 数学 竞赛 ,1984 年 

[ 解 ] “显然 ,棱柱 满足 题 述 条 件 , 但 满足 题 设 
条 件 的 多 面体 未 必 是 棱柱 , 如 图 所 示 的 多 面体 满 3D 
足 有 两 个 面 互相 平行 ,其 他 面 都 是 平行 四 边 形 , 但 
它 不 是 棱柱 .改选 择 结论 “可 能 不 是 楼 柱 ” 


故 选 (DD). 
23.37 ”在 正 ”棱锥 中 , 相 邻 两 侧面 所 成 的 二 面 角 的 取 值 范围 是 


(A) (三 二 人, (B) (A,r). 








(0) (0, 至 ). (D) (2 ). 
(中 国 高 中 数学 联赛 ,1994 年 ) 


[ 解 ] 如 图 , 设 正 n 棱锥 为 S -AlA,…A,， S 
不 妨 设 底面 正 n 边 形 固定 ,顶点 S 运动 , 相 邻 两 
侧面 所 成 二 面 角 的 平面 角 为 人 A, HA 

当 S 向 下 运动 允 近 极端 位 置 ( 即 到 底面 正 x H 
边 形 的 中 心 ) 时 ,了 A,HA, 趋 于 平角 ; 加 了 

当 S 向 上 运动 ,趋向 无 穷 远 处 , 则 正 ”棱锥 A A, 
趋 近 于 正 ”棱柱 ,一 A; BA, 趋 于 

LAsAiA, = 忆 一 2 


nn 


因而 人 


故 选 (A). 
注 ”本 题 也 可 用 到 特殊 值 法 解 . 
23.38 ”如 图 ,B,C,D 是 边 长 为 1 的 正方 形 ,A ,已 ,下 是 等 腰 表 角 


< /AHA, A, 
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三 角形 ,G 是 正三 角形 ,此 图 形 沿 图 中 直线 可 折 成 一 个 
以 这 些 多 边 形 为 面 的 多 面体 , 则 该 多 面体 体积 是 - 
1 2 3 
(A) 二 . (B) 奔 . (C) 之 . 
2 3 4 
了 4 co 
(D) 6 (E) 3 区 


(第 48 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1997 年 ) 
”“[ 解 ] 题 设 图 形 可 折 成 一 个 去 角 的 正方 形 ,这 个 





1 1 1 
V 三 棱锥 二 3 和 7 各 1 志 | [3 1 二 6 
s 
因而 Y = VE 方 体 一 V= 模 锥 二 已 
故 选 (DD). 


23.39 由 27 个 小 立方 体 堆 成 一 个 大 立方 体 . 
一 平面 与 该 大 立方 体 的 一 条 对 角 线 垂直 且 平 分 该 
对 角 线 . 则 与 该 平面 相 截 的 小 立方 体 数目 为 z 

(A)16. (B)17. (C)18. 

(D)19. (E)20. 

(第 46 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1995 年 ) 

[ 解 ] 显然 ,过 下 图 诸 棱 中 点 的 平面 即 与 
立方 体 对 角 线 科 直 , 且 将 其 平分 . 

下 从 右 下 图 可 以 看 到 :平面 上 、 下 两 角 各 有 
4 个 小 立方 体 未 与 平面 相 截 .这 样 与 之 相 截 的 小 立方 体 数 为 27 -8 = 
19. 

故 选 (DD). 
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和 芒 党 


第 二 十 四 车” 旋转 体 


24.1 一 圆锥 的 体积 为 A ,圆柱 体积 为 M ,球体 积 为 C. 它 们 有 相 
同 的 半径 , 且 贺 锥 .圆柱 的 高 等 于 球 的 直径 . 则 
(A)4A-M+C=0 (BA+M=C. (C)24 = M+C. 
(D)42-A2+C =0.(E)24+2AM = 3C. 
(第 49 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1998 年 ) 
[ 解 ] 由 题 设 重 圆锥 .圆柱 底面 半径 为 >, 则 它们 的 高 为 27. 





V 球 三 a 二 0, 
由 上 可 知 A-M+C=0. 
故 选 (A). 
24.2 一 圆柱 的 半径 为 8 英寸 ,高 为 3 英寸 ,体积 V = xR* 昌 , 当 
R 增加 xz 英寸 及 电 增 加 xz 英寸 时 ,体积 均 增加 同一 固定 正 量 , 那 么 满足 
(A) 无 实数 值 . (B) 是 一 整数 . 
(C) 是 有 理 数 ,但 不 是 整数 . (D) 是 一 无 理 数 . 
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(E) 是 两 实数 . 
(第 11 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1960 年 ) 
[ 解 ] 由 设 x(R+ zx)H= xR(H+ x)， 
即 Hr? + (2RH - R*)x = 0,. 
因 xz 关 0， 故 Hzr+2RH-R*=0. 


_R*-2RH 8-2.8.3 16 
从 而 rr 


故 选 (C). 

24.3 ”一 个 平面 与 半径 为 1 的 直 贺 柱 相 交 形成 一 个 椭圆. 若 椭 加 
的 长 轴 比 短 轴 长 50% ,该 长 轴 的 长 度 是 

(A) 1 (B) 六 (C) 2. 


(D) 字 ， (E) 3. 
(第 37 届 美国 高 中 数学 考试 ,1986 年 ) 


[ 解 ] ”如 图 , 易 知 椭圆 短 半 轴 为 圆柱 半径 1, 则 人 > 


其 长 半 轴 为 1.5. 
所 以 该 椭圆 长 轴 为 3. 


故 选 (五 ). 
24.4 ”底面 半径 为 1 的 直 圆 柱 被 一 个 平面 所 截 ,截面 形状 为 椭圆 ， 


该 酉 国 的 离心 率 为 六 ,这 个 截面 与 圆柱 底面 所 成 的 锐角 是 





(A) TT. (B) 3 (C) arccos 二 (D) arccos 本 


4 
(第 2 届 " 希 望 杯 "全国 数学 邀请 赛 ,1991 年 ) 
[ 解 ] 设 椭 圆 长 轴 为 24 , 则 其 短 轴 即 为 直 圆 柱 底 面 圆 的 直径 2. 


又 椭 加 离心 率 为 。= 闪 = /1 - (二 ) , 得 工 = 并 


注意 到 截面 与 圆柱 底面 夹 角 9 的 余弦 
coOs = 一 ， 即 0 = arccos 


故 选 (C). 
24.5 ”圆锥 的 母线 长 为 /, 轴 截面 的 顶 角 是 120" , 则 过 锥 顶 的 圆锥 
截面 面积 的 变化 范围 是 
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2 


(wa 





2 桨 条 这 


(A) (0, Bp|. (B) a £1|. 


72 12 
(GO (0， 瑟 | (D) [o 亏 | 
(第 2 届 “ 和 希望 杯 "” 全 国 数学 邀请 赛 ,1991 年 ) 
[ 解 ] 如 图 ,过 锥 顶 的 圆锥 截面 为 腰 是 / 的 等 腰 三 角形 , 设 顶 角 为 
9, 则 其 面积 
S 一 六 12sing， 
又 其 轴 截 面 顶 角 是 120°, 则 0 < 8 < 120". 


故 0< S 运 土 j2sing0。 = 二 p2 


2 2 

故 选 (C). 

24.6 ” 圆 台 上 底面 积 为 1, 下 底面 积 为 16, 用 一 个 平行 于 底面 的 平 
面 截 这 个 圆 台 ,该 平面 到 上 底面 的 距离 是 它 到 下 底面 距离 的 2 倍 ,这 个 
截面 面积 是 

25 


(A) 4. (B) 9. (C) 3 (D) 4 
(第 2 届 “ 希 望 标 ” 全国 数学 邀请 赛 ,1991 年 ) 
[ 解 ] 设 圆 台 上 、 下 底面 和 截面 面积 分 别 为 St ,SF 和 Sa , 则 
S-+2vVS5S 。 
VS VS 3 VS 下 时 ‘+s 4 _ 
故 Sq 中 三 9. 
故 选 (B). 
24-:7 用 一 个 与 贺 台 上 、 下 底面 都 相交 的 平面 截 圆 台 , 所 得 的 截 
面 图 形 
(A) 是 等 腰 梯 形 . (B) 是 和 矩形 . 
(C) 是 等 腰 梯 形 或 等 腰 三 角形 .  (〈D) 可 能 是 曲 边 图 形 . 
(第 2 届 "“ 希 望 杯 ”全 国 数学 邀请 赛 ,1991 年 ) 
[ 解 ] 贺 台 系 圆 锥 的 一 部 分 , 题 设 平面 所 截 圆 台 情 况 , 可 能 是 平 
面 截 圆锥 情况 ,这 样 产生 的 曲线 往往 是 圆锥 曲线 . 
故 选 (D). 
: 24.8 ” 湖 结 冰 时 一 球 正 漂 在 其 上 . 球 取出 后 (未 弄 破 冰 ) 冰 面 上 留 
下 一 个 项 面 直径 为 24cm, 深 为 8cm 的 空 穴 , 问 球 的 半径 是 








3， 
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(A) 8cm. (B) 12cnm. (C) 13cm. 
(D) 8 Y3cm. (E) 6 V6cm. 1 
(第 38 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1987 年 ) 

[ 解 】 设 球 半 径 为 RR, 在 球 大 圆 上 ,用 相交 弦 定 理 ! | 
有 (2R-8) .8=12.12， 解 得 R= 13. < 

故 选 (4C). 

24.9 ”液体 义 不 溶 于 水 ,把 它 倒 入水 中 时 ,除非 搅拌 ,否则 它 将 在 
水 面 上 形成 一 个 厚 为 0.1cm 的 圆 形 薄 膜 . 一 个 长 , 宽 ,高 分 别 是 6cm， 
3cm, 12cm 的 长 方 体 容 器 装 满 液体 X, 把 这 些 液体 倒 在 一 个 很 大 的 水 面 
上 时 ,形成 的 圆 形 薄 膜 的 半径 是 


(A) 1 ， (B) \/ EE. (OV 
(D) Le, (E) <0 


(第 42 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1991 年 ) 
[ 解 ] 设 圆 薄膜 半径 为 x , 依 题 设 有 
0.1. xr =6.3.12. 


得 了 一 <100 即 -二 12100 
元 元 


故 选 (CC ). 
24.10 ”在 半径 为 R 的 球体 外 面 均匀 地 包 上 一 层 球 壳 形 “外 衣 ”， 
车“ 外衣” 的 体积 与 球 的 体积 相等 , 球 壳 “外 衣 ” 的 厚度 是 





(A) (3 - DR. (B) Y3R. 
(C) ¥2R. (D) (% -TD)R. 


(第 2 届 "“ 希 望 杯 ” 全 国 数 学 邀请 赛 ,1991 年 ) 
[ 解 ] 设 球 壳 羊 径 为 R + x, 依 题 意 有 


3r(R+z)=2( 全 xmR3)， 


妈 (R+ zx) = 2R’, 
得 T= (¥2 ~ 1)R. 
故 选 (DD). 


24.11 ”在 阳光 下 ,平面 上 放 着 一 个 球 .在 某 一 时 刻 球 的 影子 达到 
的 最 远 点 距 球 与 平面 的 切 点 10m. 在 同一 时 刻 一 根 垂直 于 平面 的 米 尺 
杆 投下 的 影 长 为 2m. 那 么 此 球 的 半径 长 度 为 (单位 :m, 假定 太阳 光 是 
平行 的 , 米 尺 杆 为 一 线段 ) 


(A) 与 . (B) 9 -45. (C) 8 VI6 - 23. 
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(D) 6 - V15. (E) 10 VS - 20. 
















选 (第 34 届 美国 高 中 数学 考试 ,1983 年 ) 
全 [ 解 ] 我 们 先 给 出 如 下 图 形 : 
因为 米 尺 杆 投 影 的 长 度 为 2m, 所 以 AB 
= 5,§ AD = 5Y5, 
而 全 CEA c 和 DB4 ,于 是 有 
7 10 
全 = 他 邑 5-~r 5 5 /< 
所 以 ”YS5r = 10 - 27， ?Ny 
即 -= 3-20. 
故 选 ( 羽 ). 
24.12 ”四 个 半径 为 1 的 球 相 切 ,三 个 放 在 地 板 上 ,第 四 个 探 在 其 
他 三 个 上 面 . 作 一 个 棱 长 为 * 的 正四 面体 外 切 这 些 球 ,那么 * 等 于 
(A) 4 v2. (B) 4 v3. (C) 2 v6. 
(D) 1 + 2V6. (E) 2 + 2V6. 
(第 31 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1980 年 ) 
[ 解 ] 


正好 与 一 个 球 外 切 的 小 正四 面体 可 用 如 图 @ 所 示 平 行 于 
水 平面 的 平面 来 构成 . 设 这 个 四 面体 的 棱 为 上 .再 作 四 边 形 CB1B,C,， 
其 中 C 和 C; 是 两 个 球 的 球 心 . 


根据 球 与 四 面体 的 对 称 性 , 边 CIB 2Z C,B,， 因 而 
BiB, = CiC» =1+1=2. 
这 样 ; = t + 2, 我 们 的 问题 归结 到 了 1 的 确定 . 
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如 图 @, 在 全 ABCI 中 ,AC 的 长 度 是 小 四 面体 的 高 DB 或 AE 的 
长 度 5 减 去 球 的 半径 ,AB 的 长 是 之 ( 避 : ) ,因为 B 是 四 面体 的 面 重 


心 . 
对 于 人 ABC 运用 勾 股 定理 得 
0-02=P+[ 冯 (中 
并 且 对 于 A4DB 运用 勾 股 定理 得 
_ 21y3 \Y 
-+ (有 
联 立 上 两 方程 得 到 1 的 正 值 + = 2V6. 
这 样 s=2+1=2+27Y6. 
故 选 (五 ). 
24.13 9 个 全 等 的 球 放置 在 一 个 单位 立方 体内 ,已 知 其 中 一 个 
球 的 球 心 位 于 立方 体 之 中 心 ,其 余 8 个 球 分 别 与 此 球 相 切 且 与 立方 体 
的 三 个 平面 相 切 , 则 每 个 球 的 半径 是 


V3 2V3 -3 V2 
(A) 1 一 人 (B) 和 与 (C) 二. 


(D) 工 (E) S02- 
(第 41 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1990 年 ) 
[ 解 ] 如 图 , 作 正 方 体 ABCD - ABCID 的 对 角 面 截面 
441CHC , 截 得 五 个 相互 相 切 的 圆 . 
在 矩形 44CIC 中 ， 
4A41 = 1,AC = VE+E = 2， 
则 ACI= Vv (WY2) + = 3. 
设 球 的 半径 为 x , 依 图 有 
AO!| = C10O; = V3r,， 
这 样 ”4r + 2Y3r = V3 ， 


解 得 了 
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次 
转 
体 








入 信 





故 选 (B). 

24.14 ”高 为 8 的 圆 台 内 有 一 个 半径 为 2 的 球 Oi , 球 心 O| 在 图 台 
的 轴 上 , 球 O: 与 圆 台 的 上 底面 .侧面 都 相 切 . 圆 台 内 可 再 放 人 一 个 半径 
为 3 的 球 O; ,使 得 球 O; 与 球 O1 ` 圆 台 的 下 底面 及 侧面 都 只 有 一 个 公 
共 点 . 除 球 O,, 圆 台 内 最 多 还 能 放 入 半径 为 3 的 球 的 个 数 是 

(A) 1. (B) 2. (C) 3. (D) 4. 

(中 国 高 中 数学 联赛 ,1996 年 ) 

[ 解 ] 作 过 0O; 的 圆 台 的 轴 截 面 , 如 下 图 再 作 过 O, 与 圆 台 的 轴 垂 

直 的 截面 ,过 截面 与 圆 台 的 轴 交 于 圆 O. 由 下 图 , 易 求 得 OO, = 4. 


_ 
人 ) 
这 个 问题 等 价 于 :在 以 O 为 圆心 .4 为 半径 的 圆 上 , 除 O, 外 最 多 还 


可 放 几 个 点 ,使 以 这 些 点 及 O; 为 圆心 .3 为 半径 的 圆 彼此 至 多 有 一 个 
公共 点 .由 下 右 图 


sin4$ < sing = 立 < sin60 ” ， 


4 
有 45° < 0 < 60°. @» 
所 以 ,最 多 还 可 以 放 人 LI 
(39 |- 1=3-1=2 
个 点 ,满足 上 述 要 求 . 
因此 ,图 台 内 最 多 还 可 以 放 人 半径 为 3 的 球 2 个. 
故 选 (B). 
24.15 ”如 果 漆 6 英尺 高 的 塑像 需 1 品 脱 油漆 , 那么 油漆 (相同 厚 
度 )540 个 1 英尺 高 的 复制 塑像 需要 油漆 的 品 脱 数 是 
(A) 90. (B) 72. (C) 45. (D) 30. (FE) 15. 
(第 24 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1973 年 ) 
[ 解 ] 油漆 的 品 脱 数 p 和 每 个 塑像 的 高 h 的 平方 及 油漆 的 塑像 数 
n 之 积 成 正比 ,这 就 是 说 
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p = knh’. 
] 
当 n=1, 有 =6,p=1 时 得 k= 36， 
了 ,， 
所 以 p= 3 
那么 n=540,h-1, 得 p=3*"540.12=15. 
故 选 (五 ). 
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| 1 何 钊 (下 


(解析 几何 ) 





第 二 十 五 章 ”后 坐标 ， 直 线 方程 
与 性 质 


25 .1 平面 上 有 点 A(-2,1)， B(1,4),C(4, 一 3), 点 品 在 直线 
AD 1 ， LICE1 1 _ 
AB 上 ,= = 了 ,延长 DC 到 EE, 使 FDI= 4 . 则 五 点 坐标 为 
(A)(0,1). 
(B)(0,1) 或 (全 ,号 )， 








(中 国 北京 市 初中 数学 竞赛 ,1983 年 ) 
[ 解 ] 只 要 依 题 设 数 据 画 出 较为 精确 的 草图 ,就 可 验证 或 求 得 下 
/17 14 
点 坐标 为 (也 ，- 号 ) 
故 选 (万 ). 
25.2 代数 式 2rz+3y-6=0, 4z-3y-6=0,x=2 与 y= 
所 的 图 形 相交 于 
(A)6 点. (B)1 点 . (C)2 点 . 
(D) 无 点 . (E) 不 限 数 的 点 . 
(第 6 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1955 年 ) 
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[ 解 ] ”由 前 两 方程 可 解 得 x = 2，y = 与， 

从 而 可 知 四 直线 交 于 一 点 . 

故 选 (B). 

25.3 在 xOy 直角 坐标 平面 中 , 作 不 同 的 直线 经 过 点 (3，4) 以 
及 以 (一 4，5),(5， 一 1) 为 端点 的 线段 的 三 分 点 ,其 中 一 条 直线 的 方 
程 为 

(A)37z -2y—-1=0. (B)4z -SSy+8= 0. 

(C)Sz+2y-23 = 0. (D)r+7y—31=0. 

(E)r ~ 4y+13= 0. 

(第 21 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1970 年 ) 

[ 解 ] 依 定 比分 点 公式 ,以 (-4，5),(5，- 1) 为 端点 的 线段 三 分 
点 分 别 为 :P(- 1，3),Q(2，1). 

过 点 (3,4) 和 P,Q 的 直线 方程 方程 分 别 为 

xr-4y+13=0 和 3z-y-5=0. 


Se 


故 选 (五 ). 

25.4 在 zy 平面 上 过 点 (4，3), 且 在 zx 轴 上 截 距 为 ( 正 ) 素数 ,在 
y 轴 上 截 距 为 正 整数 的 直线 条 数 为 

(A)0. (B)1. (OC)2. (D)3. (E)4. 


(第 45 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1994 年 ) 
[ 解 】 截 距 为 (a，0) 和 (0，2) 的 直线 方程 为 


这 yy 
a tb = 1 


又 直线 过 (4，3) 点 ,有 二 + > = 1， 则 有 
(a -4)(0 ~ 3) = 12， 
注意 到 12 的 因子 有 1,2,3,4,6,12, 分 别 代 入 上 式 , 注 意 到 a 为 素 
数 ,2 为 正 整 数 , 仅 有 
(a,5) = ($，15) 或 (7，7) 
两 组 解 , 即 有 两 条 直线 为 所 求 . 
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故 选 CC). 
25.5 ”如 图 ,直线 1 和 1/ 上 点 的 坐标 (zx,y) 满足 关系 式 
(A) 1yv1I+ly1=0. 





(B) zl+V = 1 

(C) Vx* -ly|=1. 
(Djzr1l-lyl=0. 

(E)r -iyl= 0. 


《中国 天 津 市 初中 数学 竞赛 ;中 国 初中 数学 联赛 ,1984 年 ) 
[ 解 ] 题 设 两 直线 分 别 满足 方程 y = 土工 
即 lyi=|1xl, 或 1x1-|ly1i=0. 
故 选 (D). 
25.6 在 坐标 平面 上 ,直线 / 和 & 关于 直线 y = x 对 称 .如 果 直 线 / 
的 方程 是 y = ar + 5, 其 中 a 关 0，5 关 0, 那 么 直线 上 的 方程 是 y 等 
于 


(A) 二 x+ (B) - 二 二 (C) -一 一 


全 (E) 二 
(第 32 届 美国 高 中 数学 考试 ,1981 年 ) 
[ 解 ] 直线 :上 的 点 (p,qg) 关 于 直线 y = x 的 对 称 点 (gq,p) 必 在 


直线 上 上. 

所 以 下 上 上 的 点 必 满 足 x = ay+b5， 即 y= 也- 也 

故 选 (五 ). 

25.7 直线 y = mxz+p 与 直线 zx--3y+1l =0 关 于 > 轴 对 称 ， 
则 | zx + 5 的 值 为 

(A) -6. (B)-5. (OC)-4. (D)-3. (E)-2. 

(第 43 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1992 年 ) 
[ 解 ] 与 直线 x -3y + 11 =0 关 于 > 轴 对 称 的 直线 方程 为 


zz+3y+lil=0， 即 y =- 地 + 一 污 . 


(D) Tx 十 
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则 m =- 方 ， = 一 与 
笃 因而 mt60 = 本 -全 = 一 4 
题 

着 故 选 (CC). 


” ”25.8 一 张 坐标 纸 对折 一 次 后 (0,2) 与 (4,0) 重合 , 奇 (7,3) 与 
(m,n) 重 区 , 则 m+ nn 等 于 
(A)6.7. (B)6.8. (C)6.9. (D)7.0. (E)8.0. 
(第 49 届 美国 高 中 数学 考试 ,1998 年 ) 
[ 解 ] 由 设 A(0，2) 和 B(4,，0) 的 对 称 轴 方 程 过 (2，1) 点 , 且 与 


kap = $4 = -六 方向 垂直 , 则 其 方程 是 


y-l1=2zrz-2), 即 y-2z+t3=0. 
又 (7，3) 与 (m,n) 折 后 重合 ( 沿 对 称 轴 ) ,显然 有 


(7) 


加 也 二 方向 与 has = - 六 方向 平行 .这 样 有 


| 


72773__ 1 

m7 2. 
解 得 mm = 0.6, n = 二 6.2, 则 +n = 6.8. 
故 选 (B). 


25.9 ”在 坐标 平面 上 选择 一 个 点 (x,y), 使 得 它 与 x 轴 ,y 轴 和 直 
线 x + y = 2 的 距离 相同 , 则 x 的 值 是 

(A) -1 (B) (C)2— 5. 

(D)1. (EE) 不 能 惟一 确定 . 

(第 35 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1984 年 ) 、 

[ 解 1] ”在 平面 直角 坐标 系 中 ,与 x 轴 和 y 、、 
轴 等 距 的 点 (zy,y) 必定 
在 y= x 或 y= 一 x+( 即 z 轴 与 y 轴 的 角 平 分 线 ) 
上 ,如 图 所 示 直 线 上 ; 

而 与 xz 轴 和 x + y = 2 等 距 的 点 (zr,y) 必 
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定 在 过 (2,0)( 它 们 的 交点 ) 的 两 条 角 平 分 线 上 ,如 图 所 示 直 线 上 . 

于 是 在 图 上 找到 它们 的 交点 , 即 图 上 标 有 A,B,C,DD 的 点 .这 四 个 
点 的 横 坐 标 依次 为 

-v2, 2-Y2, 2+Y2 和 Y2. 

故 选 (五 ). 

[ 解 2] 直线 zx+y= 2 与 两 个 坐标 轴 构 成 了 一 个 三 角形 , 它 有 一 
个 内 切 圆 ,三 个 旁 切 圆 . 

这 些 圆 的 圆心 到 三 边 的 距离 相等 ,因此 满足 题 设 的 条 件 ( 且 仅 有 这 
四 个 点 满足 条 件 ) ,所 以 共有 四 个 点 . 

从 图 上 很 容易 看 到 它们 的 横 坐 标 是 不 相同 的 ， 





故 选 (五 ). 点 
25.10 车 (a,5b) 和 (c,d) 是 直线 y= mz + 上 的 两 点 ,那么 a， | 
b) 和 (c,d) 间 的 距离 用 a ,c,m 来 表示 是 二 
(A)}la-c|l Vl+m’. (B)latcl vilt+m’. 
(OAS (D)la-el (1+m’). 


(E)ila-cllml. 
(第 25 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1974 年 ) 

[ 解 ] 因为 (a ,5) 和 (cad) 在 同一 条 直线 y= mz + 有 & 上 ,它们 满 
是 同一 个 方程 ,所 以 6 二 mat+k,， d= mct+k. 

叉 点 (a ,5b) 和 (c,d) 间 的 距离 是 VvV (a--c)?+(65- 4d). 

从 上 两 个 方程 得 (5 -4) = mx(a - c)， 所 以 

Vla-c}+(b6- dad} =a-c)}+m(a-c) 
=ja~-c| Vl+m’. 

故 选 (A). 

25.11 已 知 直线 y= 了 x+6， 现 有 一 直线 / 与 此 直线 平行 , 且 相 
距 4 个 单位 , 则 /的 一 个 可 能 的 方程 式 为 


3 3 

(A)y = 可 立 十 1. (B)y = 才 : 

_3 2 3 
(Oy= + 了 3 (D)y = 误工 -1 
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入 说 


(FE)y = zx +2. 
(第 14 届 美国 高 中 数学 考试 ,1963 年 ) 
[ 解 ] 如 图 ,显然 有 两 解 . 


设 1 方程 为 ，= 学 z+ 65,6 为 y 轴 上 的 截 距 ,其 值 待定 
由 图 易 知 全 ABC 全 DAO, 则 


故 知 A(0,6)， D(- 8,0). 从 而 
AD = V6 +8 = 10. 
因而 ”他 = 革 , 得 AB = 5, 从 而 





则 方程 为 y = 误工 +1| 

故 选 (A). / 

25.12 ” 若 方 程 3x++ byt+c = 0 与 cr 2y+12= 0 的 图 形 相 同 ， 
设 为 6,c 的 值 的 组 数 , 则 ”为 

(A)0. (B)1. (C)2. 

(D) 有 限 个 但 多 于 2.(E) 大 于 任何 有 限 数 . 

(第 15 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1964 年 ) 

[ 解 】 由 题 设 有 3:c5:-2=c :12, 今 其 为 k 则 有 

3= ck, b=-2k, c= 12k. 

解 得 c=6，8=- 1 或 c=-6，6=1. 

故 选 (CC ). 

25.13 ”在 同一 直角 坐标 系 内 ,表达 式 为 y = At+O( 其 中 有 ,2 为 
实数 , 且 & 和 0) 的 直线 有 无 数 条 ,在 这 些 直 线 中 不 论 怎样 抽取 ,都 要 保 
证 其 中 有 两 条 直线 经 过 完全 相间 的 象限 , 问 至 少 要 抽 的 直线 条 数 为 

(A)4 条 . (B)5 条 . (C)6 条 . (D)7 条 . 

(中 国 广州 武汉、 福州 等 五 市 初中 数学 联赛 ,1992 年 ) 

[ 解 ] 由 直线 所 在 象限 分 ,平面 上 直线 可 分 为 下 面 六 
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> 0， b>0, 
k>0, | k < 0， 本 
D< 0i p < 0. 
若 保证 有 两 条 直线 经 过 完全 相同 的 象限 ,至少 要 抽 7 条 . 
故 选 (D). 
25.14 在 .xrOy 平 面 上 ,图 形 :(x +y-5)(2z-3y+5S) = 0 和 
(x 一 y+ 1)(3z +2y 一 12) = 0 的 不 同 公共 点 的 数目 是 
(A)0. (B)1. (0C)2. (DD)3.” (E)4. (G) 无 穷 . 
(第 21 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1970 年 ) 
[ 解 ] 两 方程 分 别 等 价 于 下 面 四 条 直线 方程 : 
T:rz+y-S=10， [[ :2x+-3vy+5 = 0, 
:rx—-~y+l1=0, N:3x+2y— 12=0. 
易 验 证 ,四 条 直线 均 过 点 (2,3). 
又 这 些 直线 斜率 各 不 相同 , 故 它 们 仅 有 一 个 公共 点 . 
故 选 (B). 
25.15 由 下 面 方程 ; 
(x — y+2)(3r+y—4) = 0 
及 (x+y—-2)(2x— Sy+7)=0 
确定 的 图 形 的 公共 点 的 数目 是 
(A)2. (B)4. (C)6. (D)16. (下 上) 无穷 . 
(第 20 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1969 年 ) 
[ 解 ] 前 一 方程 给 出 两 条 直线 
LI:r-y+2=0,， 和 HH:3r+y-4=0; 
后 一 方程 也 给 出 两 条 直线 
由:r+y-2=0， 和 KR:2z-Sy+7=0. 
因为 这 四 条 直线 斜率 丝 不 相同 ,因而 
,开工 KR I, gH; ER 
这 四 组 下 线 句 两 两 相交 ,有 生 给 出 四 个 不 同 交 点 : 





这 区 


(0, 2)，(-1 DD，(1,D，( 汪 , 针 ) 
故 选 (B). 
25.16 ” 设 a 是 正 数 ,考虑 点 集 S. 集 S 的 点 的 直角 坐标 (z,y) 满 
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Ea 


足下 列 所 有 五 个 条 件 : 


(0) 5 rE2a. (i) 7 < yS2a. (ii)x+ya. 
(iv) 六 +a 之 yy (v)y+a 之 

S 集 的 边界 多 边 形 的 边 数 是 

(A)3. (B)4. (C)5. (D)6. (E)7. 


(第 29 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1978 年 ) 
[ 解 ] 满足 题 设 的 点 集 和 边界 如 下 图 所 示 . 





故 选 (D). 
25.17 设 忆 为 等 腰 直 角 三 角形 4BC 的 斜 边 (或 其 延长 线 ) 上 的 一 
点 . 若 s = AP* + BP?, 那 么 
(A) 对 PP 的 有 限 个 位 置 , 有 s < 2CP*. 
(B) 对 PP 的 无 限 个 位 置 ,有 s < 2CP“. 
《C) 只 有 当 P 是 AB 的 中 点 或 AB 的 一 个 端点 时 , 才 有 8 = 2CP?. 
(D) = 2CP* 永远 成 立 . 
(FE) 如 果 PP 在 AB 的 三 分 点 上 ,有 > 2CP2. 
《第 20 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1969 年 ) 
[ 解 ] 如 右 下 图 建立 直角 坐标 系 , 且 设 点 A,B 的 坐标 分 别 为 
(一 a,0),(a,0),P 所 坐 标 为 (x ,0). 依 题 设 
$ 二 [x (~ a)]*+ (r+—-a) 
= 2(x* + a’), 
又 由 上 设 知 C 点 坐标 为 (0,a). 因 而 
CP* = (0 zr) +(a-0)= x+a, 
即 2CP* = ;. 
故 选 (DD)， 
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25.18 对 于 茶 些 角 9 而 言 , 顶点 在 (- 5,0), (5,0) 和 (Scos9， 
Ssin0) 的 面积 是 10 的 三 角形 的 个 数 有 


(A)0. (B)2. (C)4. (D)6. (E)8. 
(第 49 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1998 年 ) 
[ 解 ] 由 设 知 | BC 1= 10, 目 y 






A(Scos0, 5sing) 
BC 的 高 AD = | 5sin6 | (如 图 ). 


又 S< = 10= :10.4D， 

知 | Ssing 1= 2.0<6<2r， TI op 
解 得 

= sin’! 人， 8 = 区 二 Sin 人， 0 = 2x ~ sin 

共 四 组 解 (从 几何 角度 看 结论 是 显然 的 ). 

故 选 (CC). 

25*19 在 坐标 平面 中 要 作 一 个 直角 三 角形 ,使 得 它 的 两 直角 边 
与 x,y 轴 平 行 ,并 使 它 的 两 直角 边 上 的 中 线 分 别 落 在 直线 y=3r+1 
和 y= mr+2 之 上 , 问 使 这 种 三 角形 存在 的 常数 7 的 个 数 是 

(A)0. (B)1. (C)2. (D)3. (EE) 大 于 3. 

(第 37 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1986 年 ) 

[ 解 1] 从 下 面 图 像 中 可 以 看 出 ;满足 题 设 的 mm 有 两 个 , 即 过 (0， 

2) 的 直线 束 中 ,有 两 条 为 所 求 . 





we 








人 





具体 计算 可 如 : 
由 题 设 BC // x 轴 ,AC // y 轴 ,AD 为 BC 中 线 ,BE 为 AC 中 线 ， 
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又 设 BC = a， AC = 5, 则 









先 也 
并 , EC_2_b AC 
题 BE BC a 2a’ DT CD a a’ 
类 2 
故 RBF : kap = 1 :4: 
即 其 两 中 线 斜率 比 为 4， 因 而 写 = 4, 或 加 =4， 
得 ni = 12 或 了 . 即 mt 有 两 个 值 . y ACb mbt2) 
故 选 CC). 
[ 解 2] 设 A,B,C 三 点 坐标 分 别 为 st) 
(因为 它们 在 题 设 的 中 线 上 ). 
A(b, mb + 2),B(a, 3a + 1), Co 
C(b, 3a + 1). 


则 巨 点 坐标 为 (6, 39 二 3)， 
所 以 G 点 坐标 是 





_a+2b 6a+mbt+4 

3 3 YC 3 $ Q) 
由 G 在 BE,AD 上 ,又 有 

y= 2 二 和 .27+1 @ 

旦 y 三 4 tm 十 2， (3) 
由 ,加 可 有 有 6a+ mb+4= 3a+6b+3, 
即 (mm -6)b+3a+1=0. 由 y a ah) 
同 理由 中 ,@ 有 


(mm -6)at mb+2=0. 
由 由 ,@) 可 得 ”mm = 12. 
同 理 设 如 右 图 ,可 解 得 m = 了 
综 上 知 my 有 两 值 . 
故 选 (C). 


25.20 ”一 个 正方 形 的 对 角 线 长 为 2Y2, 且 两 条 对 角 线 与 坐标 轴 
合 , 则 原点 到 这 个 正方 形 的 距离 为 
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(A)l. (B)Y2. (C)2，(D)2 2. 

(中 国 天 津 市 初中 数学 竞赛 ,1983 年 ) 

[ 解 ] 如 右 图 , 易 求 出 正方 形 边 长 为 2. 

原点 O 到 其 一 边 距离 为 1. 

故 选 (A). 

25.21 ”平行 四 边 形 PQRS 的 三 顶点 为 
P(-3, -2),Q(L, 一 5),R(9,1), 其 中 PP 与 R 
对 顶 , 则 S 的 坐标 之 和 为 

(A)13. (B)12. (C)11. (D)10. (E)9. 

(第 14 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1963 年 ) 

[ 解 ] 设 G 为 二 PQRS 对 角 线 交点 , 则 G 为 PR ,QS 的 中 点 .由 定 











比分 点 公式 有 》 
QZP+XR -3+9._， 
(一 2 一 2 一 9 放 
_ PtyR_ -2+1_ 1 
© 2 ~” 2 72 
XS 十 文 xst+l1 
同 理 3= 一 7 
得 .与 一 3， 
_1l1 _ y+ -5 ， 
则 xs+ ys = 9,， 
故 选 ( 巨 ) 
25 .22 已 知 三 个 不 同 点 P(x1,y1), Q(xr;,y2) 与 R(zI 二 X22， 
yt+ yz2), 现 将 此 三 点 与 原点 彼此 连 成 线段 , 则 所 成 的 图 形 OPRQ ,由 点 


P,Q 和 R 的 位 置 而 定 , 在 三 种 可 能 情况 : 

(1) 平行 四 边 形 . (2) 直线 . (3) 梯形 . 
中 可 以 成 立 的 为 

(A) 仪 (1). (B) 仅 (2). (C) 仪 (3). 

(DD) 仅 (1) 或 (2)、 ”(E) 所 提 三 种 情况 都 不 存在 . 

(第 15 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1964 年 ) 

[ 解 ] 由 题 设 知 x1, yi 或 rz,y 不 能 全 为 0, 否 则 它们 则 无 区 别 而 

与 题 设 相 违 . 
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a 


若 OP ,OQ 方程 分 别 为 yj = kjxl， v2 = kx2, 当 kl = k; 时 ,P, 
Q,R 均 在 过 OO 的 直线 上 . 
若 Ai 关 &2, 易 算得 RQ 的 斜率 为 上 |; 
日 PR 斜率 为 ks. ? 
印 RQ/ OP, PR // OQ. 
好 OPRQ 或 为 直线 或 为 平行 四 边 形 . 
故 选 (DD). 
25.23 ”在 平面 直角 坐标 系 中 ,方程 
Lz+yli lz=-yl_l 
2a 2p 


(a ,6 为 不 相等 的 两 个 正 数 ) 所 代表 的 曲线 是 
(A) 三 角形 . (B) 正方 形 . 
(C) 非 正 方形 的 长 方形 . (DD) 非 正 方形 的 菱形 . 
(中 国 高 中 数学 联赛 ,1994 年 ) 
[ 解 1] 直线 1:x 一 y= 二 0 与 1,:X7+ y 一 0 将 平面 XOy 分 成 4 个 


R [EA 有 十 为》 

















区 域 : 
并 十 yy 之 0， T+y 之 0， 
TT-y 之 0; rx-y&0; 
Xt+y0, x+y&0, 
一 yy 入 0; 之 一 之 0. 
在 区 域 ( 工 ) 中 ,方程 
[之 +y Tr -yi 
2a + 7p 7! 
变化 为 
T+iy TXTTY_ 
34 25 


它 代 表 直 线 /3 , 令 1; 与 1 相交 于 点 A. 则 由 


之 十 + Y=， 
2a 2 


并 一 YY=10 
得 点 A 的 坐标 (a ,a). 
令 /3 与 1; 相交 于 点 B, 由 
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2a 2b 
+y= 

得 点 B 的 坐标 为 (565，- 5). 

因此 ,@ 代表 的 曲线 在 区 域 ( 工 ) 中 是 线段 AB. 

同样 在 区 域 ( 卫 ) 中 ,方程 四 成 为 三 六 + 5 = 1, 它 代表 直线 
4 而 与 民 相交 于 点 A, 且 4 与 /2 相交 于 点 D(- ,5) ,方程 作 代 
表 的 曲线 在 区 域 ( 亚 ) 中 是 一 条 线段 AD. 

同 前 ,得 点 C(- a,a) 在 中 代表 的 曲线 上 ,是 @ 代表 的 曲线 在 区 
域 下 中 是 线段 CD ,@) 代表 的 曲线 在 区 域 (NN ) 中 是 线段 CB. 

又 由 于 AO = CD，BO = DO, AC # BD, AC | BD, 

所 以 @ 代表 的 四 边 形 ABCD 是 非 正 方形 的 菱形 . 

故 选 (DD). 

[ 解 2] 将 直角 坐标 系 zxOy 绕 原点 道 时 针 旋 转 45" ,得 到 新 坐标 系 
XOy. 点 P 在 坐标 系 x Oy 中 的 坐标 为 (zx ) ,在 坐标 系 XOYy 中 的 坐 
标 为 (z,y). 则 


1 





|y = 方 (了 + 
题 设 方程 JZz+yl+Lz-Yyl_1 
2a 2b 
QO 
化 成 + = 5. © 


显然 ,G 代表 的 曲线 关于 x' 轴 ,y 轴 对 称 ,在 rzOy 的 第 工 象限 
内 ,人 @) 成 为 一 十 广 = Y2, 即 为 线段 AB ,其 中 A(Y2a,0),B(0,v265). 

据 对 称 性 ,在 第 象限 内 方程 @ 是 线段 BC ,其 中 C(- y2a,0); 

在 第 正 象限 内 方程 @ 是 线段 CD ,其 中 D(0, - V26); 

在 第 NY 象限 内 方程 @ 是 线段 AD. 

由 对 称 性 知 AB = BC = CD = AD. 

又 由 于 a 关 5, 故 AC 关 BD， 所 以 ,ABCD 是 非 正 方形 的 薰 形 . 
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六 涂 葵 你 


故 选 (DD). 

25.24 直线 1 和 1 的 方程 分 别 为 y = mz 和 yy = 和. 假设 六 与 
水 平方 向 的 夹 角 (从 xz 轴 的 正方 向 按 逆 时 针 方 向 来 量 ) 是 /1; 的 两 倍 ,并 
且 和 的 斜率 是 /; 的 4 倍 . 符 不 水 平 ,那么 乘积 mm 是 


(A (B)- 吧 (C)2. 
(D) -2. (E) 按 已 知 条 件 无 惟一 的 解 


(第 31 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1980 年 ) 
[ 解 1] 如 图 , 和 7, 分 别 与 直线 x = 1 相交 ， 
于 B 和 和 A, 又 C 是 直线 x = 1 和 x 轴 的 交点 . 


OC=1, /7， 的 斜率 为 A = 4C， 





2 BC _ 
AC=n, BC=m, HAB = 3n. 
又 … OA 是 角 平 分 线 , -， 绩 = 第， 


OB AB 
1 nn 
即 DB ~ 3 得 ”0OB = 3. 
在 Rt 全 OBC 中 ,根据 勾 股 定理 有 1 + (47) = 9， 
所 以 好 一 2 
因为 p= 4n， 则 mn = 4n?* = 2. 
故 选 (C). 


[ 解 2] 设 9 和 9, 分别 是 直线 Li 和 工 ; 的 倾角 ,那么 
m = tg0, n = tg0,. 

因为 0 = 20.,， 且 za =472， 则 

4n = m= 01 = 80 = 3 = 
这 样 4n(1l ~ n*) = 2n. 
因为 7 天 0, 有 2722 = 1, 因 而 mn = 4n?* = 二 2. 
故 选 (C). 
25.25 如果 a,b > 0, 直 线 ar + by = 6 与 坐标 轴 在 第 一 象限 内 
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所 围 成 的 三 角形 面积 为 6, 那 么 ab 等 于 
(A)3. (B)6. (C)12. (D)108. (E)432. 
(第 40 届 美国 高 中 数学 考试 ,1989 年 ) 
[ 解 ] 如 图 ,直线 与 两 坐标 轴 交 点 分 别 为 


(入 ,0j 和 (0, 全 让 





1 6 6 
则 92 >? 
故 ab = 
故 选 (4 ). 
25.26 ”一 直线 过 (一 a,0) 点 , 且 分 割 第 二 象 


限 得 一 三 角形 区 域 ,其 面积 为 工 ,此 直线 方程 为 
(A)2Tz +ay+2aT =0. (B)2Tr- a’y+2aT = 0. 
(C)2Tx +a’*y-2aT=0. (D)2Tr -a’y—-2aT = 0. 
(E) 非 上 述 答 案 . 
(第 15 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1964 年 ) 
[ 解 ] 显然 直线 与 x 轴 交 点 为 (- a,0)， 又 设 其 与 y 轴 交 点 
为 (0,5), 由 设 


SAOAB 一 ab 一 了 ， 则 
故 直 线 斜 率 为 “之 = 对 


y= +， 


a 
或 2Tr-a*y+2aT = 0. 
故 选 (B). 
25.27 全 PQR 的 顶点 坐标 为 P(0,a),Q(5,0),R(c,d), 其 中 4， 
b,c,d 部 是 正 数 ,原点 与 R 点 在 PQ 的 两 侧 , 公 PQR 的 面积 可 表示 为 





(A) + act+ bt ed (B) E+ 

2 ” 27 

(C) ab — ac 一 (D) ac 十 pz 二 cp 

A 2 本 2 二 
ac t+ bd— ab~ ca 
(E) “+ bd 


(第 8 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1957 年 ) 
[ 解 ] 如 图 分 两 种 情形 , 先 过 民 R 作 RA | Ox. 
(1) 若 < ce, 则 
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e 从 息 这 





SAPQR 一 今 四 边 形 OPRA 一 SAQAR SAOPQ 


clat+d)-— Fd(e —b)— Dab 


(2) 若 c<<D， 则 
SAPOR 一 号 四 边 形 OPRA 十 SAOAR 一 和 Opao 


= 方 c(a + 地) + 六 dd 一 Cj) 一 六 0 


(ac + bd — ab). 


1 
2 

故 选 (B). 

25.28 在 zy- 坐标 平 面 上 ,一 垂直 于 z 轴 的 直线 将 顶点 为 (0,0)， 
(1,1),(9,1) 的 一 个 三 角形 分 为 面积 相等 的 两 个 区 域 , 则 此 直线 的 方 
程 为 x 等 于 

(A)2.5. (B)3.0. (C)3.5.  (D)4.0. (E)4.5. 

(第 33 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1982 年 ) 

[ 解 】 如 图 , 设 在 坐标 平面 上 作 和合 ABC ,又 直线 x = 将 全 ABC 
分 成 两 个 面积 相等 的 区 域 . 


由 SA apc = "1 “8 二 14, 那么 
两 个 面积 相等 的 区 域 的 面积 都 为 2. 








于 x 轴 的 直线 分 出 的 左边 部 分 的 面 
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积 小 于 入 ABF 的 面积 = 二 ,所 以 直线 x = a 一 定 在 A 点 的 右 侧 . 
直线 BC 的 方程 为 y = 二 ,所 以 巨 点 的 坐标 是 (ao， 半 ). 


这 样 Sapr =2= 直 (1- 各).(9-a), 即 (9-a)?=36. 

有 9-a= 土 6， a 二 15 或 3. . 

又 因为 此 直线 必须 与 人 ABC 相交 ,所 以 取 z = 3. 

故 选 (B). 

25.29 在 zy 平面 内 ,过 点 (0,0)， y 
(0,3),(3,3), (3,1), (5,1) 和 (5,0) 的 水 平 ，” 
竖 直 连 线 围 成 “L” 形 区 域 ( 见 图 ). 则 过 原点 且 “ 
将 该 图 形 面积 平分 的 直线 斜率 是 


(A) 所. (B) 二. (C) 


二 
2 
得 





(D) 二 (E) 总 
(第 45 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1994 年 ) 
[ 解 】 由 题 设 易 求 得 


Sagcpor = 11, 


7 l 
XX Sopcp = 7 < 7 SABCDOE ， 
知 面积 等 分 线 OP 与 AB 交点 下 在 B 点 
下 方 , 设 AF = 1， 





1 11 / 
梯形 4EOF 一 六 (3 十 了) 3 = 亡 ， 解 得 := 亏 
下 点 坐标 为 (3, 地)， 知 kop 一 本. 
故 选 (下 ). 


25.30 设 由 工 轴 , 直 线 r = 8, 曲 线 广 = 1(x,y)1y = zx, 其 中 
0 三 x+ 三 5，y 一 2x -5 其 中 5 过 xz 过 81 所 包围 的 面积 为 &,k 等 于 
(A)21.5. (B)36.4. (C)36.5. 

(D)44. (E) 小 于 44 但 接近 44. 
(第 20 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1969 年 ) 
[ 解 ] 容易 作出 曲线 了 的 图 像 如 右 图 . 
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府 生 江洲 这 er 新 峰 吉 





k 二 SAAOD + 只 梯形 4BCD 


= 本 5 
= 36.5. 
故 选 (C). 


Va a 


1l1.s.s+i.3.(11+5) 
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第 二 十 六 章 ”圆锥 曲线 


26.1 在 同一 平面 上 ,半径 为 a 的 所 有 圆 经 过 一 定点 , 则 这 些 等 贺 第 
的 圆心 的 轨迹 是 1 
(A) 一点. (B) 一 直线 . ”(C) 两 直线 .” (DD) 一 图. (E) 两 圆 . 六 
(第 11 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1960 年 ) 
[ 解 ] 方程 (x - a)* + (y 一 B)* = a” 表示 圆心 在 (a,B), 且 半径 
为 a 的 圆 . 
反 过 来 考虑 (a-x) +(8-y) = a 同样 表示 许多 圆 ,圆心 在 
(x,y) 县 过 (a, B). 
因而 圆心 (zx,y) 的 轨迹 是 圆 . 
故 选 (DD). 
26.2 已 知 如 图 的 曲线 是 以 原点 为 圆心 ,1 为 半径 的 加 的 一 部 
分 , 则 这 一 曲线 的 方程 是 
(A)(x+ V1i-y)(y+ Vi-x’)=0. 
(B(x ~- Vi-~y)(y- Vl- x)=0. 
(C(x+ Vl-y)(y- vi-x’)=0. 
(D)(z- VI- y)(y+ Vi- xz)-0. 
(中 国 高 中 数学 联赛 ,1992 年 ) 
[ 解 ] … 曲线 是 右 半 单位 圆 和 下 半 单 位 圆 的 并 集 ,注意 到 
右 半 单位 圆 方程 为 rz- V1- 交 =0， 
下 半 单 位 圆 方程 为 y + V1-x2 = 0. 


轩 
锥 
曲 
线 
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ee 和 入 及 


则 题 设 曲线 方程 为 (x 一 V1-y)(y+ Vl1-x’)=0. 


故 选 (DD). 
26.3 ”车 动 点 P(x,y) 以 等 角速度 w 在 单位 圆 上 逆 时 针 运 动 , 则 


点 Q(- 2xy， yy -x ) 的 运动 方式 是 


(A) 以 角速度 w 在 单位 圆 上 顺 时 针 运 动 . 
(B) 以 角速度 w 在 单位 圆 上 逆 时 针 运 动 . 
(C) 以 角速度 2w 在 单位 圆 上 顺 时 针 运 动 . 
(D) 以 角速度 2w 在 单位 圆 上 逆 时 针 运 动 . 
(中 国 高 中 数学 联赛 ,1984 年 ) 
[ 解 ] … 动 点 P(z,y) 以 等 角速度 w 在 单位 圆 上 逆 时 针 运 动 ， 


可 设 zx = coswt， yy = sincut ， 


则 — 27y = — 2coswtsinwt =— sin2wt = cos(270 一 2or)， 

只 一 = sin wt — cos’ wt =— cos2wt = sin(270° ~ 20t). 

这 表示 Q 点 是 以 (0, - 1) 为 始点 ,在 单位 加 上 顺 时 针 运 动 , 且 角 速 
度 为 2w. 

故 选 (CC). 


26.:4 ” 若 曲 线 rzcosa 一 ysina +2 = 0 是 一 椭圆 , 则 (x + cosa)*+ 
(y+sina) = 1 这 个 圆 的 圆心 在 

(A) 第 一 象限 . (B) 第 二 象限 . 

(C) 第 三 象限 . (D) 第 四 象限 . 

《中 国 四 川 省 高 中 数学 竞赛 ,1990 年 ) 

[ 解 ] 由 设 椭圆 方程 可 化 为 ysina — xcosa = 2, 

因 其 为 椭圆 , 则 sina > 0, 且 cosa < 0, 知 a 在 第 二 象限 . 

又 题 设 圆 圆 心 在 (- cose, - sina), 则 其 在 第 四 象限 . 


故 选 (了 DD). 
26.5 在 和 人 ABC 中 ,AB = 2 为 定 长 . 自 A 3 引 BC 的 中 线 AD，AD 
= 1 方 .又 品 点 为 动 点 ,那么 三 角形 项 点 C 的 轨迹 是 


(A) 直线 AB, 自 4 之 长 为 1 了 
(B) 一 圆 ,以 A 为 中 心 ,半径 为 2. 
(C) 一 圆 ,以 A 为 中 心 ,半径 为 3. 
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(D) 一 圆 ,半径 为 3, 且 中 心 在 4AB 上 , 距 B 为 4. 
(EE) 一 椭圆 ,以 A 为 焦点 . 
(第 1 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1950 年 ) 
[ 解 ] 议 A 为 原点 ,AB 所 在 边 为 横 轴 建立 坐标 系 , 则 A、B 的 坐 
标 分 别 为 (0,0),(2,0). 设 C 的 坐标 为 (z,y), 则 BC 中 点 DD 的 坐标 为 


3) 


AD=N (HH2-0) + (0) 


,3 
“2 





3 





即 (x +2)+ y = 9, 此 为 圆心 在 
(一 2,0), 半径 为 3 的 圆 . 

故 选 (DD). 

注 ” 因 CC 是 三 角形 的 一 个 顶点 ,C 不 能 位 于 AB 边 上 ,所 以 C 的 轨迹 应 是 
(DD) 中 的 圆 去 掉 (1,0) 和 (一 5,0) 两 点 . 

26:6 ”已 知 一 边 长 为 :的 等 边 三 角形 ,P 是 在 该 三 角形 所 在 平面 
上 的 点 ,从 了 到 三 角形 三 顶点 的 距离 平方 和 是 一 个 定 值 a. 找 出 所 有 符 
合 这 样 条 件 的 点 P 的 轨迹 是 

(A) 若 a > :*, 是 一 个 圆 . 

(B) 在 a = 2s*, 只 含有 三 点 ,车 a > 25, 是 一 个 圆 . 

(C) 只 有 当 < a < 2s* 时 ,是 一 个 有 正 半 径 的 圆 . 

(D) 对 于 a 的 任何 值 ,只 含有 有 限 个 数 的 点 . 

(E) 这 些 都 不 是 . 





(第 27 届 美国 高 中 数学 考试 ,1976 年 ) 
[ 解 ] 设 P 点 在 坐标 系 中 的 坐标 是 (x,y), 而 等 边 三 角形 的 顶点 


是 (0,0),(s,0) 和 ( 三, 如: ) .那么 点 的 轨迹 满足 


2 2 
a= ty +r ) t+ (rz-) + (y- SB:) ， 


2 2 
即 a = (3x* — 3sr)+ (3y—s V3y) + 2s, 
a—2s ss V3 ”2 
或 3 (+ 
a~s ss) V3s 
亦 即 3 = (zs) 
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到 





这 样 ,车 a < 半 这 个 轨迹 是 空 集 ; 若 。 = ,轨迹 是 | ( 


网 
大 车 a > 六 ,轨迹 是 一 个 圆 . 
故 选 (A). 
26.:7 把 圆 x*+(y 一 1)* = 1 与 椭 加 9x?+ (y+1)* = 9 的 公共 
点 用 线段 连结 起 来 ,所 得 到 的 图 形 为 
(A) 线段 . (B) 不 等 边 三 角形 . 
(C) 等 边 三 角形 . (D) 四 边 形 . 


(中 国 高 中 数学 联赛 ,1996 年 ) 
[ 解 ] 圆 x*+(y 一 1)* = 1 与 椭圆 9x? + (y+ 1)* = 9 的 交点 
A(zx,y) 的 坐标 应 满足 方程 
2 y+ 1) 
9 


解 得 y=2 或 说 ， 


二 x 十 (y 一 1)°*. 


于 是 相应 地 求 得 x-0 或 z=+ 寞 


这 样 ,得 到 给 定 圆 与 椭圆 的 三 个 交点 : 

A1(0, ,A( 写 ,十 ), 和 (一 写 ,十 ) 

易 求 得 | A1A; 1=|1 AiA;1=| A,A;|1= 3. 

因此 ,所 得 图 形 为 正三 角形 . 

故 选 (C). 

26:8 ”一 个 有 外 切 正方 形 和 内 接 正方 形 的 圆 ,其 圆心 在 一 个 有 > 
轴 COz 和 y 轴 COy 的 直角 坐标 系 的 原点 O 上 ,如 下 列 工 到 丈 的 各 图 所 示 


不 等 式 | rz1+1y | 过 V2(x + yy) 2max(| x |, | y 1 ) 表示 的 几何 
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意义 的 图 形 是 
(A)I. (B)IT. (OO). (D)N. (E) 都 不 是 . 
(第 24 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1973 年 ) 
[ 解 ] 对 于 一 些 正 整 数 观察 右 图 . z 
外 面 正方 形 的 方程 是 | x 1+1y1= r， 
在 正方 形 上 面 或 里 面 的 点 满足 : 
(1) |1x1+ly1 和 


2 
圆 方程 是 z? + y= 盛 ,所 以 在 圆 上 的 点 满 





(2) V2(x* + yr 一 广 . 

里 面 的 正方 形 的 方程 是 max(1 x 1，| y 1) = 万, 所 以 在 正方 形 上 
面 或 外 面 的 点 满足 : 

(3) 了 所 2max(1y1， | y 1). 

这 样 , 从 (1),(2) 和 (3) 可 以 看 到 在 圆 上 的 点 满足 : 

| ylI+lylI 委 = V2(x* + y) 过 2max( | rr|,|y 1). 

故 选 (B). 

26.9 ” 某 些 点 PP 在 半径 为 1 的 贺 所 包围 的 区 域内 ,而 且 从 这 些 已 
忌 到 某 一 直径 的 端点 的 距离 的 平方 和 是 3, 设 为 P 点 的 数目 , 则 是 

(A)0. (B)1. (C)2. (D)4. (E) 无 限 大 . 

(第 20 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1969 年 ) 


[ 解 ] 在 平面 直角 坐标 系 下 ,半径 为 1, 圆心 在 原点 的 圆 方程 为 
r+yw=1. 

设 AB 为 直径 , 则 A,B 的 坐标 分 别 为 
(— 1,0), (1,0). 


又 设 已 点 坐标 为 (z,y), 依 题 设 有 
[(r+1) +y]+[(r-1)+y]=3, 
即 z+ 这 = 汝 . 则 在 此 圆 上 的 点 均 为 所 求 


故 选 (五 ). 
26.10 在 平面 直角 坐标 系 中 , 若 方程 (zz+ 办 +2v+1) = 
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加 
锥 
曲 
线 





2 人 143 





尝 将 称许 


(x - 2y + 3)2 表示 的 曲线 为 椭圆 , 则 六 的 取 值 范围 为 
(A)(0, 1). (B)(1,+ oo). (C0C)(0, 5).  (D)(5,+ %). 
(中 国 高 中 数学 联赛 ,1997 年 ) 


[ 解 ] 由 题 设 得 
Vrit(y+1) _ /5 
六 一 2y 二 3 mm 
| 了 1 + (— 2) 
此 央 说 明 (x,y) 到 定点 (0, 一 41) 与 到 和 定 直 线 x -2y+3 = 0 的 距 











离 之 比 为 党 数 \/ 
由 椭圆 定义 得 > <1, Pw > 9. 
故 选 (DD). 


26.11 ”如 图 ,半径 为 1 的 半圆 周 以 0 为 圆心 ,以 AB 为 直径 . 动 点 


C 在 整个 圆周 上 移动 . 延长 AC 到 吃 点 ,使 得 5 = 
(& > 0, 为 常数 ), 则 刀 点 所 描 出 的 曲线 的 长 度 是 


(A)(1+k).x. (B)x: vl+k. A 0 B 
(C)(1 + k*).x. (D)x. V1l+k’. 


(中 国 四 川 省 高 中 数学 竞赛 ,1993 年 ) 


[ 解 ] 如 图 , 记 人 CAB = 9(0 达 9 达 圭 ). 则 
LCOB= 20, CB = 2sin0， CD = 2ksing. 
C 点 的 坐标 为 (cos26, sin26). 
过 C 点 作 CEV AB, 则 DCE = 人 CAB = 0 
令 厂 点 的 坐标 为 (zx,y), 则 
” = cos20 + 2&singcosb ， 
ly = sin20 + 2ksingsing, 
Xx = cos20 + ksin20, 
y= sin20 + k(1 — cos20). 
解 得 sin20 = 人 了 
(由 此 得 kr + y 之 上 有)， 
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cos20 = 工 二 如 十 大 





1 + k” 
再 由 cos*20 + sin220 = 1， 
得 (y+ kr—k) +(r~- kyt kh) = (1 +k ), 
即 这 十 (一 下 ) = (VI+ pk). 


并 且 还 有 kx + y 之 天 . 

由 此 可 知 : 刀 点 轨迹 是 以 点 EC(-1,2&) 和 了 (1,0) 所 连 线段 为 直径 
的 (上 便 部 分 ) 半圆 周 , 其 圆心 为 G(0,&)， 
半径 为 v1 + &, 所 以 其 轨迹 长 度 为 x V1 + &*. 

故 选 (DD). 

26.12 ”函数 f(z) = x *+26z7+1 和 g(x) = 2a(x+5), 其 中 变 
量 x 和 常量 a ,2 都 是 实数 .每 一 对 常量 a,b 可 以 考虑 为 ab 平面 上 的 一 
个 点 (a ,5). 设 5S 是 这 些 点 (a ,5) 的 集合 ,对 于 这 些 点 (a ,65b) 曲线 y = 
f(x) 和 y= g(x) 在 xy -平面 上 不 交 .S 的 面积 为 

(A)1. (B)x. (C)4. (D)4x. (E) 无 限 . 

(第 34 届 美国 高 中 数学 考试 ,1983 年 ) 
[ 解 ] 由 题 设 ,集合 S 中 的 点 (a ,5) 满足 使 关于 x 的 方程 
x +206r+1=2a(r+6) 
没有 实 根 ,也 就 是 使 方程 
x“ 十 2(b -a)rt+(l-2a0)=0 

没有 实 根 . 

因而 A= [2(5 -a)]*-4(1 -2a65) < 0, 
即 4(a* —2ab + ph)-4+8ab < 0, 
或 4o +46* < 之 4, 亦 即 a*+b 之 1. 

所 以 S 为 没有 边界 的 单位 圆 ,其 面积 为 x. 

故 选 (B). 

26.13 ” 设 r 是 原点 和 PP 点 的 距离 ,已 知 P 点 坐标 为 (x,y), 若 
s=，c= 二 , 则 s* 一 c? 的 范围 在 


(A)( 一 品 , 一 1 或 (1, + co)， (B)( 一 ,一 1 或 [1, + co). 
(C)(— 1,1). (D)[ -1,1]. 
(EE) 只 等 于 -1 和 +1. 

(第 9 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1958 年 ) 


[ 解 ] 由 设 知 > = Vr + yy ,因而 
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2 (二 (2 





六 z+y r+y 
又 2 = 
x+y 12, 当 xz=r,y= 0 时. 
27” 
故 -lS1- Hl 
即 -1 过 上-c 所 1. 


改选 ( 乙 )， 
26.14 已 知 本 圆 五 + 总 = 1(a > 6 > 0) 通过 点 (2,1), 则 所 有 


这 些 本 同上 满 是 | y | 1 的 点 的 集合 用 阴影 表示 是 下 面 图 中 的 





(C) (D) 
(中 国 高 中 数学 联赛 ,1990 年 ) 


[ 解 ] … 点 (2,1) 在 椭圆 上 ，.… 与 + 六 = 1 即 








2 一 人 
a*—4 D 
2 ~、 ,2 2 a’ 
a >6, .. a>———, a’>5S. 
&“ 一 才 
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将 代入 椭圆 方程 ,得 a* - 5 于 是 


4 >5 © 
当 |y1> 1,@ 式 可 化 为 x-*+y <<5. 
故 这 些 椭圆 上 满足 | y | > 1 的 点 的 集合 为 |(x,y) 1 x?*+y <<5， 
ly|>11. 
知 (C) 表示 此 集合 . 
故 选 (C). 
26.15 ”已 知 原点 在 椭圆 kz ?+ vy 一 4kr+2k&y+k*-1= 0 的 
内 部 ,那么 参数 & 的 取 值 范围 是 
(A) 1kI>L. (B) 1 11. 和 
(C) -1<R<1. (D)0 < 1&1< 1 + 
(中 国 高 中 数学 联赛 ,1988 年 ) 
[ 解 ] 令 f(x,y) = kx +y 一 4kr +2ky+ kk 一 1, 则 当 点 
P(zo,yo) 在 椭圆 内 部 时 有 f(xo, yo0) < 0. 
F0,0) =&-1<0， 即 0<1&ICL 
故 选 (). 


26.16 极 坐标 方程 p = RE 所 确定 的 曲线 是 


(A) 圆 . (B) 椭圆 . (C) 双 曲 线 . (D) 抛物 线 . 
(中 国 高 中 数学 联赛 ,1982 年 ) 


国 
锥 
曲 
线 





[ 解 ] 原 方程 化 简 为 
1 


Vc (0+) 


4 
由 离心 率 e = y2 > 1, 知 它 为 双 曲 线 . 
故 选 (C ). 
26:17 ”对 所 有 满足 1 过 过 mm 志 5 的 m,n, 极 坐 标 方 程 
1 
ff 1- Ccos0 
表示 的 不 同 双 曲线 条 数 是 

(A)15. (B)10. (C)7. (D)6. 


(中 国 高 中 数学 联赛 ,1984 年 ) 
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[ 解 ] ”方程 p= 一 Cr) 表示 双 曲 线 ， 
CC >>1. 而 1 过 nm 5， 
GC 可 表示 为 C;,C3,C3,C4,C3,Cl,C4,C3,C4,C),C3,03, 
C3,C3,Cl 共 十 五 种 表示 法 . 
但 Cl= C3= 03= C4 (C= 1] 不 合 题 意 ,应 去 掉 这 五 种 表示 


又 Cl = Cs ， C3 = Cz, Cl = C03, C3 一 Cs, 故 应 去 掉 重 复 的 四 


… 共 有 1$-S-4=6 条 不 同 的 双 曲 线 . 

故 选 ( 万 ). 

26.18 曲线 -2 -六 = 1 与 曲线 9x: + 25y” = 225 的 焦距 相 
等 的 充 要 条 件 是 

(A)k < 16, 昌 Bk 关 0. (B)k > 0, 日 &k 关 16. 

(CO)O<Ek< 16. (D)k < 之 0 或 &> 16. 

(第 2 届 “ 希 望 本 ”全国 数学 邀请 赛 ,1991 年 ) 
[ 解 ] 易 求 得 椭圆 9x? + 25y? = 225 的 焦距 为 8. 


2 
xX 
一 1， 知 上 放 关 0. 


且 当 上 <0 时 ,其 表示 椭圆 ,是 焦距 为 
2 VvV(16—- kh)+k=2 Vi16 = 8; 
当 0 < < 16 时 ,该 方程 表示 双 曲 线 ,日 焦距 为 
2 V(16—-k)+k=2vV16=8. 
从 而 EE(-%,0)U (0,16). 
故 选 (A). 
26.19 ” 设 动 点 M(x,y) 到 点 FF(4,0) 的 距离 与 到 直线 x = 3 的 距 
离 之 比 为 2, 则 M(x,y) 的 轨迹 方程 为 


(A) 污 一 本 = 1. (B) 村 5 二 1. 
(C)3x*— yy — 16rx+20=0. (D3y —7x*—16y+20=0. 


(中 国 四 川 省 高 中 数学 竞赛 ,1989 年 ) 
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2 2 
[ 解 ] ” 依 题 设 可 有 立 全 二 人 二 = 2， 即 


37 ~- y—16r+20=0. 





故 选 (C). 

26.20 ” 设 a,c 是 正 的 实 常数 .对 于 每 个 实数 1, 设 (zx,,y,) 是 抛物 
线 y 二 axr*+tr+e 的 顶点 坐标 .那么 对 于 所 有 实数 1, 顶点 (zi 和) 在 
平面 上 组 成 的 图 形 是 


(A) 一 条 直线 . (B) 一 条 抛物 线 . 
(C) 一 条 抛物 线 的 一 部 分 而 不 是 全 部 ， (DD) 双 曲 线 的 一 支 . 
(E) 非 以 上 这 些 . 


(第 35 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1984 年 ) 
[ 解 ] y = ax? + tx + 上 是 一 个 含 参数 : 的 抛物 线 族 ,那么 它们 的 
顶点 坐标 (zy ) 也 一 定 是 参数 : 的 函数 . 
又 抛物 线 y = ar? + tr + c 的 顶点 都 在 它 的 对 称 轴 z = 了 上. 


这 样 Xr 一 元 ,并 且 
u 


/+ —1 1° 
Te 
这 是 x , y, 关于 + 的 参数 方程 ,消去 参数 ,化 为 一 般 方程 ,有 
多 一 ec 一 ar 三 一 art 十 cc 


所 以 每 一 顶点 (zy ) 都 在 抛物 线 VY 二 一 ax” +c 上 . 
有 反 过 来 ,抛物 线 =- az + c 上 的 点 (x,y) 都 是 (x,,y,) 的 形式 ， 


也 就 是 只 要 引进 参数 1,x = - 元 , 即 为 原 抛物 线 族 的 顶点 ， 
故 选 (B). 
26"21 过 A(p,0) 作 与 抛物 线 y+ p* = 2px(p >0) 对称 轴 生 
直 的 弦 PP2. 若 O 为 原点 , 则 一 POP; 是 
(A) 直角 . 〈(B) 钝 角 、， ”(C) 锐角 〈D) 不 确定 . 
(第 2 届 " 希 望 杯 " 全国 数 学 邀请 赛 ,1991 年 ) 
[ 解 ] 注意 到 ”+p? = 2px 可 变形 为 Y=2p(z 一 如 ) 
再 由 题 设 知 ”| PP | = 2p. 
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a 


故 | AP |=| AP, |= p. 
又 1041= p, 知 Rt 人 人 OAPI,RtA OAP,; 
均 为 等 腰 直 角 三 角形 . 则 
LPOP, = 人 PIO4A + /POA 
= 45° + 45° = 90°. 





故 选 (A). 

26.22 ”对 于 每 个 自然 数 ,抛物 线 y = (nn*+n)z? 一 (2n+1)x 
+ 1 与 x 轴 交 于 A,,B, 两 点 ,以 1 A,B, | 表示 该 两 点 的 距离 , 则 | A1B) | 
+| A2B2 1+ … 十 | Ai99Bt902 | 的 值 是 


1991 1992 、1991 1993 
(A) (B) (C) To93: (D) 1995 


1992 1993 
(中 国 高 中 数学 联赛 ,1992 年 ) 
[ 解 ] 当 y= 0 时 有 (yr 一 1)[(n+t 1)x—-1|=0, 








4 1 __l 
解 得 | 一 hn ' 2 一 1 十 1] 
1 _l 
所 以 | A,B,, | = 7 41 





: 8] 1 1 _ 1992 
则 和 14484- > 证 -二 1)-1- -1 六 


26.23 设 n1 满 足 $Sy 一 3x = 15 与 x?+ y 16 的 数 对 (x ,y) 的 
组 数 , 则 x 等 于 

(A)0. (B)1. (C)2. 

(D) 有 限 个 ,但 多 于 2. (E) 大 于 任何 有 限 数 . 
(第 16 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1965 年 ) 

[ 解 ] x?+ 只 雪 16 在 直角 坐标 系 中 表示 
圆心 在 原点 ,半径 为 4 的 圆 (圆周 及 内 部 ) 所 有 
电 ， 

5y -3x = 15 代表 的 直线 与 该 圆 有 两 个 交 
点 也 ,QQ, 则 PQ 上 所 有 点 均 满 足 题 设 . 

故 选 (EE). 

26.24 看 是正 数 ,并 且 方 程 为 过 + y = 的 一 条 直线 与 方程 为 
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zx2 + 史 = 的 圆 相 切 ,那么 > 等 于 
(A) 5 (B)1. (C)2. (D) ¥2. (E)2 V3. 


(第 29 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1978 年 ) 
[ 解 ] 若 方 程 为 x + Yr 的 直线 与 方程 为 x 十 六 = r 的 圆 相 


切 , 易 求 得 切 点 (元, 元 ), 它 与 原点 间 的 距离 是 V7 
， 


(于) + (于 ) = r， 解 得 =2， 

故 选 (C). 

26.25 ”曲线 Cl: x? 一 上 +4y-3= 0， 有 曲线 C,: y= az 
(a > 0，&a 为 常数 )， Ci 与 C; 交点 的 数目 是 

(A)2. (B)4. (C)6. (D) 不 确定 . 

(第 2 届 "“ 和 希望 杯 ” 全 国 数学 邀请 赛 ,1991 年 ) 

[ 解 ] 注意 到 xx 一 交 +4y-3=0 即 
(y -2)? 一 x? = 1, 此 即 以 (0,2) 为 中 心 ,y 轴 
为 实 轴 的 等 轴 双 曲线 . 





又 y= axr“(a > 0) 的 图 像 , 系 以 原点 为 项 
点 ,开口 向 上 的 抛物 线 . 
则 它们 的 交点 有 4 个 . 
故 选 (B). 
26.26 ”曲线 x? +4y = 1 及 47r?+ y = 4 的 公共 点 的 个 数 为 
(A)0. (B)1. (C)2. (D)3. (E)4. 


(第 17 届 美国 高 中 数学 考试 ,1966 年 ) 
[ 解 ] 将 题 设 曲 线 方程 标准 化 有 


Rr 0 
(2) 

2 2 

t+-1 © 


它们 均 系 椭圆 ,日 @ 的 长 轴 为 @ 的 短 轴 . 
因而 两 曲线 公共 点 仅 (1,0) 和 (一 1,0) 两 点 
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(曲线 切 点 ). 

故 选 (C). 

26.27 ”考虑 函数 y= Ax" 与 y+3= x +4y 的 图 形 ,其 中 A 是 
一 个 正 的 常数 ,有 昌 x 与 y 是 实 的 变量 .这 两 曲线 的 交点 

(A) 恰好 4 个 . (B) 恰好 2 个 . 

(C) 至 少 1 个 , 且 交 点 的 个 数 随 A 取 不 同 值 而 变化 . 

(D) 至 少 对 1 个 A 的 正 数值 ,交点 个 数 为 0. 

(EE) 以 上 绪论 者 不对. 

(第 36 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1985 年 ) 


[ 解 ] 由 设 y = Ar2(A >0), 则 x? = 六 代 人 另 一 方程 有 


2 了 2 _ 上 四 
y +3= +4y, BB yy (4+ jyt+3=0. 


2 
由 4= (4+ 寺 六 -12>0 (注意 到 A > 0), 且 方程 一 次 项 系 


数 小 于 0, 常数 项 大 于 0, 由 韦 达 定理 知 其 有 两 个 正 根 , 设 为 y, y;. 


因而 x =+tV 妆 ， 或 + /2 

… 两 曲线 有 四 个 交点 . 

故 选 (4). 

26.28 方程 +y-16=0 和 x -3y+12=0 有 一 公共 实数 
解 , 那 么 y 的 值 是 

(A) 只 是 4. (B) ~ 7,4. (C)0 ,4. 

(D)y 无 解 . (E)y 的 所 有 值 . 

(第 23 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1972 年 ) 

[ 解 1] 作出 以 原点 为 圆心 ,4 为 半径 的 圆 和 v 截 距 为 4 的 抛物 线 . 

从 图 可 见 , 它 们 只 在 y = 4 点 相交 . 


故 选 (A). 
[ 解 2] 从 前 一 方程 中 减 去 后 一 方程 得 
y+3y-28=0, 知 y=-7 或 4. A 


当 y = 4 时 , 知 x = 0, 但 是 对 于 y=-7 时 ,x 无 
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故 选 (4A). 
26.29 测 数 x+ y” =4+12r+Oy 和 和 + y 二 此 十 4X+ 12y 
的 图 像 , 当 不 同 的 & 值 满 足 a 过 有 这 5 时 总 相交 , 则 6 一 a 的 值 为 
(A)5. (B)68. (C)104. (D)140. (E)144. z 
(第 49 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1998 年 ) 
[ 解 ] 题 设 两 函数 可 分 别 化 为 : 


(x-6)+(y-3)=7 OD 
(xr—-2)+(y—-6) = 40+& © 
它们 分 别 代表 两 个 圆心 在 (6,3), (2,6) 半径 分 别 为 7 和 v40+ 此 


的 圆 . 

两 圆 相 交 全 R - R, 达 圆心 距 才 RI + R;, 这 里 RI、R, 分 别 表示 
两 圆 半径 . 

这 样 可 有 

17~ VA40+k IV(6-2)+(3-6) 二 7+ V40 十 下 . 

即 17- vd40+ 有 II 委 5 委 7+ V40+&, 

右 端 不 等 式 总 成 立 , 因 而 只 须 解 17- V40 + 上 | 志 5. 

即 2 之 V40+ 上 12, 得 -36 太 & 104. 

. bb-a= 140. 

故 选 (D). 

26.30 ”如 果 x + y = m 的 图 形 与 x + y ~ V2m 的 图 形 相 切 ， 
那么 





(A}jm = 术 . (B) 7 = 方 (C)m = v2. 
(D)m = 2. (E)m 可 以 是 任意 非 负 实数 . 


(第 20 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1969 年 ) 
[ 解 ] 平面 上 任 一 点 (x ,vy1) 到 直线 T+Yy 二 V2m 的 距离 是 
Xty- Vm | | rt 
d=| 5 [=| -Vn | 
则 原点 (0,0) 到 直线 距离 为 Vm , 即 直 线 是 圆 zx? + y? - mm 的 切 
线 ,m 可 为 任意 非 负 实数 . 
故 选 (五 ). 
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26.31 一 圆 圆 心 在 (2,0) 半径 为 2, 另 一 圆 圆心 为 ($,0) 半径 为 
1 ,一 直线 与 两 圆 在 第 一 象限 相 切 ,该 直线 在 y 轴 截 距 最 接近 


2 BS (Or (DR (B)3 
(第 47 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1996 年 ) 
[ 解 ] 如 图 , 易 证 全 CBO: cp 二 


人 LA4AOI CD 人 OFO co 会 CODD. 


(A) 





出 OA OB 
OC O,C 
OA - 0,B 
~ OC-O,c 
OIC- OC -2 
OC OBOATOB 12-1=™ 3 
日 B= 8 
= OD OC 四 
同时 ,B ~ CB’ X OC= O01+ OC=8, 
_ OB':OC 1:8 后 
OD FB = = y8 = 2 
故 选 (DD). 


26.32 ”一 圆 与 平面 直角 坐标 系 两 坐标 轴 
及 一 个 30" -60 -- 90" 的 三 角形 , 斜 边 相 切 (如 
图 ), 又 AB = 1. 则 该 圆 半径 保留 小 数 点 后 两 位 “ 


的 值 是 玫 NS 





(A)2.18. (B)2.24. (C)2 .31. 
(D)2 .37. (E)2.41. 1 B 
(第 48 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1997 年 ) 
[ 解 ] 设 该 圆心 为 O ,半径 为 ,显然 O 点 坐标 为 (r ,rr). 
易 求 得 BC 所 在 直线 方程 为 vV3z+y-y3 = 0. 





r 为 O 到 BC 所 在 直线 的 距离 . 
| Y3r+r-y3| , 3+ V3 
- 一 ,> 解 得 一 2 2 ,37. 
(V3)2 + 
故 选 (万 ). 


26.33 ”在 zy 坐标 平面 上 ,点 (0,0) 与 (12,16) 之 间 最 短路 线 长 是 
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多 少 ?当然 它们 连 线 须 绕 过 圆 (z - 6) + (y -~ 8)* = 25. 


(A)10 3. (B)10Y5. (C)H0V3 + 2 
(D)40 号 ， (E)10 + Sx. 


(第 47 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1996 年 ) 

[ 解 ] 所 求 最 短路 线 显然 如 右 图 所 
示 , 它 包括 两 条 线段 和 一 段 绝 , 这些 线 段 
均 与 已 知 圆 相 切 . 

易 由 AB = 5,0B = 10， 

又 AB | 04, 知人 人 OBA = 60"， 

同 理 CBD = 60". 

HOA = 5Y3. 

同 理 CD = 5 Y3， 注 意 到 B 为 OC 的 中 点 . 


则 一 ABD = 60* 昌 AD = 3 


最 短路 线 长 为 10 V3 + 站 


故 选 ( C). 
26.34 若 直线 y = mx + 1 和 椭圆 xz* + 4y* = 1 相交 于 一 点 ( 相 





切 ) ,那么 m? 的 值 是 

(和) (BB) 扫 (OO D4 (EE)3 

(第 22 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1971 年 ) 

[ 解 ] 两 曲线 仅 有 一 个 交点 , 即 要 求 二 次 方程 

rx +4(mr+1) = 1 的 两 个 根 相 等 ,从 而 判别 式 是 零 . 

基 4=(82)i -4(4mz2+1).3=0， 解 得 m? = 闻 ， 

故 选 (C). 

26.35 ” 设 双 曲线 的 左右 焦点 是 Fi ,PE ,左右 顶点 是 M,N, 若 
全 PFiP 的 项 点 PP 在 双 曲 线 上 , 则 会 PF|F, 的 内 切 圆 与 边 FF 的 切 
点 位 置 是 

(A) 在 线段 MN 内 部 . 


(B) 在 线段 FM 内 部 或 线段 NF, 内 部 . 
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(C) 点 M 或 点 N. 
(D) 不 能 确定 的 . 

(中 国 高 中 数学 联赛 ,1990 年 ) 

[ 解 ] 设 内 切 圆 切 FF; 于 点 G, 切 PF 于 HH, 切 PF, 于 K. 

当 尸 在 右 支 上 时 ,得 


| GF |—| GF, | 
= | HF, |-| KF, | 
= (| HFII+|I HPI)- (| KF,! +| KP'|) 
=| PF 1-| PF,|. 





由 双 曲 线 定义 知 ,G 在 双 曲 线 上 ,于 是 G 与 
N 重合 . 

同 理 , 关 点 PP 在 左 支 上 , 则 G 与 M 重合 . 

故 选 (C). 

26.36 ”PQ 为 经 过 抛物 线 y = 2pxz 焦点 的 任意 一 条 弦 , MN 为 PQ 
在 准 线 ! 上 的 射影 , PQ 绕 ; 旋转 一 周 所 得 的 旋转 面 面 积 为 Si, 以 MN 
为 直径 的 球面 面积 为 S,, 则 下 面 的 结论 中 ,正确 的 是 

(A)S! > S,. (B)S1 < SS,. (C)Si 之 S， 

(D) 有 时 S1 > S$z, 有 时 Si = S,, 有 时 S| < S，. 

(中 国 高 中 数学 联赛 ,1985 年 ) 
[ 解 】 如 右 图 , 设 C 为 抛物 线 的 焦点 ， 则 
PM = PC,QN = QC. 

于 是 SI = x: PQ(PM + QN) = x . PQ’, 

同 理 SS = x . MN. 

因 PQ 宇 MN， 故 Si 之 5S). 

故 选 (C). 

26.37 ”在 下 列 四 个 图 形 中 ,已 知 有 一 个 是 方程 mx + ny* = 0 
与 mx + ny* = 1(m 关 0,n 关 0) 在 同一 坐标 系 中 的 示意 图 , 它 应 是 

(中 国 高 中 数学 联赛， 1985 年 ) 

[ 解 】 当 <0，n>0 时 , mz? + ny = 1 是 以 y 轴 为 实 轴 的 

双 曲 线 , pix + zy = 0 是 开口 朝 右 的 抛物 线 . 


又 双 曲 线 的 潮 近 线 y = + x 与 抛物 线 mx + y* = 0 联 立 ,由 
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(A) (B) (CO) (D) 


判别 式 A = mx* > 0 确定 有 两 个 交点 , 故 图 (A) 正确 . 
当 六 >0,o >0 时 , 设 痉 = 证， 7 -十 ， 图 (D) 中 的 椭圆 的 
方程 是 


让 > 


2 
3+7i=1, a>b>0, a>l. 
u 


但 这 时 抛物 线 亏 + 芒 - 0 与 直线 y = “x 有 两 个 交点 ， 

2 2 2 
(0,0), (性 ,与 )， 且 -1<- 号 <0， 

这 一 事实 在 图 () 中 未 示 出 , 则 图 (DD) 错 . 

故 选 (A). 

26.38 ”平面 上 有 三 个 点 集 M,N,P: 

M = | (x,y) [ixzitlyl<1|, 
2 2 

(zx,y) | (z- 方 ) + (y+ 方 ) 

| (了 (二 < 


P= |(x,y) |lrtyl<1, lxzl<1, yiI<1 





N = 





则 它们 的 关系 是 
(A)MCPCN. (B)MC NGC P. 
(CIPCNCM. (D)(A),(B),(C) 都 不 成 立 . 


《中国 高 中 数学 联赛 ,1988 年 ) 
[ 解 ] 如 图 ,集合 M 是 正方 形 ABCD 的 内 部 ,集合 已 是 六 边 形 
AEBCFD 的 内 部 , 故 M C 已 . 
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和 


集合 N 是 以 点 Qi(- 寺 ,十 ) 及 Qz( 


- 亏 ) 为 焦点 ,长 半 轴 为 V; 的 椭圆 内 部 . 


易 知 点 E,F 在 椭圆 上 (EQ| + EQ， 
= 2Y2), 点 A,B,C,D 在 椭圆 内 部 (. AQi 


1 
2 3 





+ AQ; 之 2Y2), 故 PCN. .. MCP 
CCN. 

故 选 (A). 

26.39 已 知 点 A(1,2), 过 点 (5, -2) 的 直线 与 抛物 线 y? = 4z 交 
于 另外 两 点 B,C, 那 么 人 ABC 是 

(A) 锐角 三 角形 . (B) 钝 角 三 角形 . 

(C) 直角 三 角形 . (D) 答案 不 确定 . 


(中 国 高 中 数学 联赛 ,1999 年 ) 
[ 解 ] 设 B(r?,21),，C(s?,25),， s 关 1,， s 关 1, 天 1 


则 直线 BC 的 方程 为 ”之 25 -= 二 他 


2s — 21 s 2 
即 27z ~- (s+t)y+2st = 0. 
直线 BC 过 点 (5, - 2)， 
. 2.:5—-(s+1)(—2)+2st = 0， 
即 (s+ 1)(1:+1)=—4. 
因而 pp hac = 健一. 等 2 = 1 
一 B4C = 90°, 则 全 ABC 是 直角 三 角形 . 
故 选 (C). / 
26"40 已 知 集合 M = |i(x,y)1y 守 zx? ,N= zyy)1z2+ 
(y 一 a)* 声 1|. 那 么 ,使 M 站 N = NN 成 立 的 充 要 条 件 是 


(A)a 之 1 地. (B)a = 1 地， (Ca>1. (DO<a<l. 


(中 国 高 中 数学 联赛 ,1983 年 ) 
[ 解 ] M 站 N = N 的 充 要 条 件 是 N CM ,由 于 集 M 是 右 图 所 示 
的 抛物 线 的 内 部 (包括 抛物 线 y = x?), 而 N 是 以 (0,a) 为 心 ,1 为 半径 
为 圆周 及 其 内 部 , 当 a 是 充分 大 的 正 数 时 ,显然 , 必 有 N CC M, 从 而 否 
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定 了 (B) 及 (DD). 

当 a = 1 时 , 易 求 抛物 线 y = x? 和 圆周 x 十 
(y 一 1)* = 1 有 三 个 交点 (0,0) 及 (+1,1). 因 此 NN ww 
CM 否定 (C). 

故 选 (A). 

注 关于 (A) 的 正确 性 的 严格 证 明 如 下 : 

由 x+(y-ai 委 1， 得 

TERy- HT(2a-t)y+(-c2) 





于 是 , 当 
— y+(2a-1l)y+(1-a’) 志 0 QO 
时 , 必 有 y 宇 x, 即 NN 性 M. 而 (1) 式 成 立 的 条 件 是 
2 2 
yo = 0 
即 4(1 一 a3)+ (24 -1)? 世 0. 或 4 之 1 地 


下 面 再 证 明 a < 1 -二 时 ,不 可 能 有 N C M. 

(1) 当 a < 之 1 时 ,N 中 必 有 y 过 0 的 点 (XX,y) ,而 Mf 中 的 点 必 满 足 y 实 0, 故 
NE M. 

(2) 将 y= x 代入 x?+(y-a)= 1 中 ， 
得 y+(l1-2a)yt+a*~-1=0. © 

当 1 之 a< 1 二 时 ,4 = (1-2a)2 -4 1) >0， 
得 1-2ae<0， 以 -10, 故 方程 四 有 两 相 异 非 负 根 . 

因而 y= x 与 让 + (y 一 a)】? = 1 有 三 个 或 四 个 交点 . 故 NTCM . 

26.41 设 O4BC 是 xy 平面 上 的 一 个 正方 形 单位 ,其 中 O(0,0)， 
A(1,0), B(1,1) 及 C(0,1). 设 w= x ~-y，w= 2xy 是 一 个 由 xy 
平面 到 uw 平面 上 的 变换 ,正方 形 的 变换 (或 象 点 ) 是 

(第 20 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1969 年 ) 








(A) (B) (C) 
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注 过 符 赂 





(1 的 人 《10 





(D) 


[ 解 ] 以 一 表示 从 zy 平面 到 xz 平面 的 已 知 映射 , 且 以 口 ,A ， 
B',C' 表示 O,A,B,C 在 uv 平面 上 的 象 点 .直接 代入 有 
O(0,0) > O’(0,0),， A(1,0)— A’(1,0), 
B(1,1)— B'(0,2), C0C(0,1)—> C’(- 1,0). 

线段 OA 一 线段 OA ， 


线段 4B 一 抛物 线 4 = 1 - 瑟 的 一 段 AB”， 





线段 BC 一 抛物 线 x = -1 的 一 段 BC”， 
线段 CO 一 线段 C'O.. 

注意 到 ;AB 中 x = 1， BC 中 y= 1 即 可 . 
故 选 (DD). 





826 世界 数学 奥林匹克 解 题 大 辞典 





第 二 十 七 章 “ 极 (最 ) 值 与 杂 例 


27"1 已 知 在 zy 平面 上 两 点 P(- 1 - 2) 和 Q(4,2), 取 氮 R(1， 
m) ,使 得 PR + RQ 最 小 ,那么 m 等 于 


(A) -车 (B) - 二 ， (0) -二 


(D) 专 . (E) -十 或 志 ， 
(第 20 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1969 年 ) 
[ 解 ] 要 使 PR + RQ 最 小 ,只 须 P,R,Q 共 线 即 可 . 
人 2 一 (一 2) 
因而 14-(1， 
得 m=- 于. 
故 选 (B). 
27.2 A,B 与 C 的 坐标 各 为 (5,5)， (2,1) 与 (0,k), 欲 使 AC + 
BC 尽 可 能 的 小 时 ,k 的 值 为 
(A)3. (B)4 直 (O32 了 (D)4 言 。 (E)2 了 了。 
(第 4 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1953 年 ) 
[ 解 ] 和 欲 使 4AC + BC 最 小 ,只 须 先 作 出 B 关 
于 y 轴 的 对 称 点 B', 连 AB“ 交 vy 轴 于 C, 则 C 即 为 
所 求 . 
显然 ， AB” 的 方程 为 
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大 
划 
值 
与 
杂 
例 








先 
择 即 = 2 了 
是 
类 故 选 (EE). 
27.3 若 5x+ 12y = 60， 则 vx?+ 的 极 小 值 为 
60 1 13 
(A) 13: (B) rR (C) pt (D)1. (E)0. 


(第 12 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1961 年 ) 
[ 解 ] 由 于 vx*+ vy 为 原点 O 至 点 (x,y) 的 距离 , 则 在 Sx + 


12y = 60 约束 (条 件 ) 下 , 求 Vx? + y 的 极 小 值 , 即 为 O 至 直线 5x + 
12y = 60 的 和 敢 线段 长 . 
由 ”Rt 会 OCB Rt 人 A0B， 有 





QC _ OB 
04 ~ AB 
则 oc_oa,og 5.2 _60 
8 VS 到 3 
故 选 (4) 


27.4 忆 点 与 给 定 的 边 长 为 1 的 正方 形 在 同一 平面 内 . 设 此 正方 
形 的 顶点 为 A,B,C,D( 反 时 针 方 向 ), 且 P 到 A,B,C 的 距离 分 别 为 
;vw 如果 + wv = w’ ,那么 PP 点 到 DD 点 的 最 大 距离 为 

(A)1 + v2. (B)2 v2. (C)2 + V2. 

(D)3 v2. (E)3 + vV2. 

(第 34 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1983 年 ) 

[ 解 ] 如 右 图 建立 平面 直角 坐标 系 : 

由 题 设 w*+ vw = w* 则 有 

[Cr-1) +y]+[(r -1)+(y-1)] 

= x +(y- 1), 

BB xr m4ri+2+y 二 0， 

或 (x -2)+y = 2. 

这 样 已 点 的 轨迹 就 是 一 个 圆心 在 (2,0)， 
半径 为 V2 的 圆 . 

从 右面 的 图 可 以 清楚 地 看 到 ,此 圆 上 距 
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DD 最 远 的 点 是 E(2 + Y2,0). 

故 选 (C).、 

27.5 ”如 图 ,在 竖 直 坐标 平面 xOy 中 ,直线 / 过 坐标 原点 O, 且 / 
在 第 | 和 第 上 象限 内 ,/ 与 x 轴 的 夹 角 为 a(0" < a < 90°). 有 一 质点 
(不 计 质 点 的 大 小 ) 在 y 轴 上 O 点 正 上 方 的 位 置 A 
处 ,该 质点 从 静止 状态 开始 在 重力 的 作用 下 , 沿 着 直 
线路 径 滑行 到 / 上 的 B 点 处 终止 , 记 了 BAO = 6. 则 
当 质 点 下 滑 到 / 时 所 花费 的 时 间 为 最 短 时 ,0 等 于 


(A)0” (B) 半 (C) 7-. (D)a. 
(中 国 山西 省 太原 市 高 中 数学 竞赛 ,1993 年 ) 









[ 解 ] 如 图 , 设 OA = a ,重力 加 速度 为 7 , 品 机 - 

然 <AOB = 90" -a. 最 二 
由 正弦 定理 得 人 
ADB a 杂 
sin(90° 一 a) sin(180° ~ 90°+ a ~ 0) 饮 





即 AB = 
由 于 重力 加 速度 g 在 AB 方 向 上 的 分 量 为 
名 * cos0, 所 以 由 物理 学 公式 知 ,质点 从 A 沿线 段 AB 下 滑 至 ! 所 用 的 时 
间 为 
_ /2:4B _ / 2acosa 
:一 q*cos0 ‘Vg.cos0. cos(8 一 a)， 
式 中 we,a，g 都 是 定 值 . 
欲 使 t 最 小 ,只 须 使 cosg .cos(6 - a) 为 最 大 . 
由 cosg . cos 人 (0 - w) = 方 [cos(20 ~ a) + cosa | ， 
知 当 20-a=0 时 ,cosg : cos(0 -a) 为 最 大 . 
因此 , 当 6 = 7 时 ,质点 下 滑 所 用 的 时 间 为 最 小 . 
故 选 (CC ). 


27.6 ”在 点 4(a,0) 在 圆 O:zrz+ 交 = 外 ,点 P,QE 圆 加 .点 
M,P 关于 点 A 对称, 又 OP | OQ, 且 a > 0, 则 线段 MQ 长 度 的 最 大 
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值 必 是 


和 


关于 A 点 对 称 的 点 MM 坐标 为 


即 


(A) V4a* + 4Y2a +2. (B) V4a* — 4a+2. 
(C) Va*+a+l. (D) Va*—~a+2. 


(中 国 山西 省 太原 市 高 中 数学 竞赛 ,1990 年 ) 
[ 解 ] 设 己 点 坐标 为 (cosg， sin9), 则 P 


(2a — cosg,， -sinp) ， 
又 OP | OQ, 则 Q 点 坐标 为 
(cos(9+90)，sin(0O+ 90°)) 














(— sin0, cos0), 
这 样 
| MQ |= V (2a — cosg +sing) + (~— sing - cosg)? 
= Vda’ + 4al(sing - cosg) + 2, 
而 sin0 — cosg = Y2sin(8 — 45°), 
当 8 = 135° 时 ， (sing — cosg)， = VY2. 
则 | MQ 1 = Vda + 4Va+2. 
故 选 (A). z 
27.7 ”在 满足 方程 
(x 3+ (y 一 3)? = 6 的 实数 对 (zx,y) 中 , 闻 的 最 大 值 是 
(A)3 + 2 2. (B)2 + V3. (C)3 vy3. 
(D)6. (E)6 + 2 3. 


(第 35 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1984 年 ) 
[ 解 1] 在 平面 直角 坐标 内 , 设 P= (rx,y),A = (0,0),C = (3， 


3),B 是 x 正 半 轴 上 的 任意 一 点 .PP 点 的 轨迹 是 圆心 在 C ,半径 为 V6 的 一 


个 圆 ( 如 图 ) .而 一 是 已 点 的 纵 坐 标 与 横 坐 标 之 比 ， 


若 把 AP 连接 起 来 , 则 可 将 宇 看 做 是 AP 直线 的 他 





显然 当 己 在 圆 C 上 运动 时 ,~ 是 随 着 已 的 位 置 


830 世界 数学 奥林匹克 解 题 大 辞典 





的 变化 而 变化 的 . P 点 是 在 第 一 象限 运动 的 (注意 v6 < 3). 因 此 从 
图 上 可 直观 地 看 出 , 当 AP 在 该 圆 的 左 侧 , 与 之 相 切 时 ,这 个 斜率 最 大 . 
为 计算 出 它 的 值 ,不 妨 将 AC 连接 ,因为 C = (3,3), 所 以 人 CAB = 
493 . 
设 PAC = a, 于 是 此 时 
。 tga + tg49” tgaw 十 1 
= tgla + 45)= 1] tg45°tga 1- tga 
在 人 APC 中 ,因为 ZAPC = 90", 则 tge = EE 


又 由 勾 股 定理 ，PA = Vv (AC)* - (PC) = 2V3. 


、 6 1 

所 以 -letl, ;3.2 
x 1 一 tga 

故 选 (A). 


[ 解 2] ”考虑 立 的 最 大 值 就 是 过 原点 与 圆 (z - 3)2 + (y -3)? - 
6 相交 的 直线 斜率 的 最 大 值 .显然 当 此 斜率 取得 最 大 值 时 ,该 直线 与 圆 
相 切 并 且 是 两 条 切线 中 较 陡 的 那 条 .因此 有 

(1) y = mz 是 圆 的 切线 ; 

>» MM, 

(2) 方程 组 (x324 (y— 3) = 6, 仅 有 一 组 解 (x ,y); 

(3) 二 次 方程 (x -3)* + (mzr -3)*= 6， : 

Bm +1)xr -6(m+1)r+12-= 0 有 一 对 重 根 ; 

《4) 判别 式 为 零 , 即 36(zn + 1)?* 一 48(m?+1)=0. 

解 最 后 的 方程 ,得 到 wm = 3 + 2 Y2, 选 其 较 大 的 那个 , 即 

m= 3+272. 
故 选 (A). 


[ 解 3] 令 > = 4, 则 > = 好 ,这 样 衬 的 最 大 值 即 为 过 圆 上 一 点 
与 原点 直线 的 斜率 最 大 值 . 


故 = 解 得 =3+2V5. 
十 
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a 桨 入 风 


则 “全 最 大 值 是 3 + 2 V2. 

故 选 ( A). 

27.8 奉 直 线 + = 下 被 曲线 C: 

(x 一 arcsina)(z ~ arccosa) + (y — arcsina)(y+ arccosa) = 0 
所 截 得 的 六 长 为 d, 当 a 变化 时 4 的 最 小 值 是 

(A) 车。 (B) -3 (C) 3. (D)x. 

(中 国 高 中 数学 联赛 ,1993 年 ) 
[ 解 1j 由 题 设 知 ,曲线 C 是 以 


Pi{arcsina ,arcsina ) , Py(arccosa ， 一 arccosa ) 
两 点 为 直径 端点 的 圆 .其 圆心 的 横 坐 标 


_ arcsina + arccosa _ 


x 
A 2 4 ， 
故 直 线 x = 下 过 圆心 ,d 就 是 该 圆 的 直径 . 


f 


而 dq? = 2[(arcsina)2 + (arccosa)2] > (arcsina + arccosa)2 = 7 


故 4 之 了 

又 当 arcsina = arccosa 时 相应 的 dj， = 了 
故 选 (C). 

[ 解 2] 取 a -= 1 或 0, 得 d = 六 x < 奉 (D) 
取 a = 污 ， 得 4 =. 


取 a = 二 或 号 ， 得 4 等 值 , 有 是 4 > 了 

据 对 称 性 知 (C) 正确 . 

故 选 (CC). 

27'9 测 出 三 个 朋友 的 体重 >, 身高 z, 得 到 点 (ziyyi),(zayy)， 
(xz3yy3) .如果 zi< zz < dz3 且 xz3=-x = zz 一 ,下 列 的 数 与 上 述 三 
点 最 贴近 ”的 直线 的 斜率 是 (“最 贴近 ”是 指 从 上 述 三 点 到 这 条 直线 的 
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距离 的 平方 和 小 于 它们 到 其 他 任何 直线 距离 的 平方 和 ) 





- (2 一) 一 (二 
(A) .yY3 - yl | (B) »2 Yl 一 全 3 yy2 
二 3 Xl 3 S| 
2 一 y 
(C) 字 > - (D) 2 十 一 
3 tl 人 2 2 村 | 3 2 


(E) 不 是 以 上 任 一 
(第 39 届 美 国 离 中 数学 考试 ,1988 年 ) 
[ 解 ] 设 所 求 直 线 为 y = a + bx, 依 题 设 应 求 


Q(a,b) = L(y —a— br,) 
最 小 ,由 配方 计算 后 ,可 求 得 





四 0, 
Cry— _ Ory 
d= yr, b= ~ 
04 0 


这 里 并 一 ee ) > 






宝洁 (和 ) 芒 


这 样 由 题 设 3 2 XI Xl 设 记 二 a 7T2— X71 = 上， 


则 TIl=a~-h, rx3=a+h. 


故 (ah) rat(ath))] 


1 

3 4 
—- 1 
YY 二 3 (1 + y2 + y3). 

又 有 = 计 ( 民 +0+ 肛 ) = 地 所， 


] _ . 
且 oy = Fl- hy y)+h(ys— y»)] = 全 (was 


故 所 求 直 线 斜率 为 
p= < _ 33 7 _YB37Y 3- 
0 2 2 和 一 人 
3 
故 选 (A). 


注 ”此 题 亦 可 用 “最 小 二 乘 多 项 式 拟 合 ” 法 求解 ， 
27.10 已 知 函 数 f(x) = ar 一 c 满足 
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Ean 


-4<f01)<-1, -1</02)<5. 
那么 , f(3) 应 满足 
(A) -7<<f3)<26. (BB)-4<f3)<15. 
(C) -1< f(3) <20. (D) -信之 fG)< 池 . 
(中 国 高 中 数学 联赛 ,1983 年 ) 
[ 解 1] 由 题 设 有 一 4a 一 c 寺 ~-1, 且 一 1 过 4a-c 氨 5， 
以 a,c 为 横 纵 轴 建 立 坐 标 系 , 作 直 线 c = at+1, c= a+4, 以 及 
c= 4a 一 5, c = 4a + 1, 这 四 条 直线 围 成 的 区 域 满 足 题 设 条 件 . 
再 作 平 行 线 族 c = 9a 一 有 ( 因 f(3) = 9a 一 c)， 
则 此 直线 族 在 区 域 的 顶点 4(0,1) ,C(3,7) 处 得 到 


& 的 最 值 . 
由 此 可 得 ”一 1 二 k= 9a -cc 20， 
即 -1 f(3) < 20. 
故 选 (C). 





[ 解 2] 由 题 设 f(x) = ar? -c。， 则 
£2) ~ 10) 
解 得 | - 


? 


p= f(2) — 4f(1) 
= 3 . 


f/f(1)=a-e, 
f(2)= 4a~ ce, 


因此 f(3)= 9a—-¢c = 3 /(2) 一 3f(D): 
又 -4 过 FUD) 委 -1， -1 过 AH2) 过 5， 则 


-Ts 了 A2) -六 AD 二 20， 


即 -1 f(3) 委 20. 

故 选 CC )， 

27.11 在 一 个 空间 (三 维 ) 直角 坐标 系 中 ,通过 四 个 不 同 的 形 如 
(ijR) 的 点 的 直线 的 条 数 为 (i ,j,k 都 是 不 超过 4 的 正 整数 .) 

(A)60. (B)64. (C)72. (D)76. (E)100. 

(第 32 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1981 年 ) 

[ 解 ] 考虑 空间 (三 维 ) 直角 坐标 系 中 ,包含 所 有 (i,j,k) 格 点 的 

小 正方 体 ,其 中 1 才 i,j,k 志 4. 
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那么 , 它 的 4 条 主 对 角 线 全 都 经 过 满足 条 件 的 四 个 不 同 的 点 ;还 有 
24 条 平行 于 坐标 平面 的 对 角 线 , 也 具有 这 种 性 质 ; 

另外 有 48 条 平行 于 一 条 轴 的 直线 ,也 经 过 四 个 这 样 的 点 (每 一 轴 
的 方向 上 有 16 条 ). 

所 以 共有 4+ 24+48 = 76 条 ,通过 满足 条 件 的 四 个 不 同 点 的 直 
线 . 

故 选 (DD). 

27.12 在 长 方形 房间 的 两 个 角落 里 放 有 两 只 不 同 大 小 的 圆 球 ， 
每 一 只 球 与 两 埃 墙 壁 及 地 板 接触 . 若 在 两 只 球 上 各 有 那么 一 点 ,从 两 才 
墙 ( 与 这 只 球 有 接触 的 墙 ) 到 那 点 的 距离 是 5 英寸 ,从 地 板 到 那 点 是 10 
英寸 ,那么 两 只 球 的 直径 之 和 是 

(A)20 英寸 . (B)30 英寸 . (C)40 英寸 . 

(DD)60 英寸 . (E) 按 已 知 条 件 无 确定 的 值 . 

(第 28 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1977 年 ) 
[ 解 ] 在 以 房间 的 角落 作为 空间 直角 坐标 系 的 第 一 卦 限 ,半径 为 
a 的 球 相 切 于 所 有 三 个 坐标 平面 ,这 样 有 
(xr—-a)+(y—-a)+(z—-a) = Q2. 
奇 点 (5,5,10) 在 这 样 一 个 球 上 ,那么 有 
2(5—-a) + (10- a)* = a?, 
即 2a2 - 40a + 150 = 0， 
或 2(a -15)(a — 5) = 0. 

解 得 a=5 或 15. 

所 以 球 的 半径 是 5 和 15, 直径 之 和 是 40. 

故 选 (C). 
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第 二 十 八 章 算 术 


一 排 广 相 和 和 i 4| 9HIM ol xl7 


中 除 9.7 外 其 余 字 母 各 表示 一 个 数 , 已 知 其 中 任何 3 个 连续 方 格 中 的 数 
之 和 为 19. 则 A + 及 + M+ O 等 于 
(A)21. (B)23. (C)25. (D)26. 
(中 国安 徽 省 初中 数学 竞赛 ,1997 年 ) 
[ 解 ] 由 题 设 易 知 A + 五 = 10. 


M+O+X=O+X+7, .. M=7: 
同 理 O = 9. 
.， 4+ 石 +TAMf+O=26. 
故 选 (DD). 
28.2 下 式 中 不 同 的 字母 代表 不 同 的 数字 , 则 C 为 
A B C 
A B 
十 A 
3 0 0 
(A) 1. (B) 3. (C) 5. (D) 7. (E) 9. 


(第 7 届 美 国 初中 数学 考试 ,1991 年 ) 
[ 解 1] ”从 算式 可 以 看 到 A = 3 或 2( 如 果 进 位 的 话 最 多 进 1). 
B+ A 加 上 A+B+C 进位 数字 (最 多 是 2) 和 末 位 数 是 0. 
则 它 将 进位 , 故 A = 2. 


世界 数学 奥林匹克 解 题 大 秤 典 839 





一 十 1 





而 由 A = 2, 知 A+ B+C 忒 20, 其 进位 不 超过 2, 则 由 8+A 末 
位 是 0 知 8 达 A+B 达 10. 
B+ A+C 末 位 数 是 0, 且 8 三 A+B 志 10， 
A=2, B=7, C=1. 


a 


故 选 (A). 
[ 解 2] 题 设 式 子 可 写成 ”111A +11B + C = 300， 
0<1HB+C<1Il.9+9= 108， 
4A=2， 于 是 11B+C = 78. 
由 0 过 C9， 则 69 过 11B 志 78. 
故 B=7， 从 而 C=1. 
故 选 (A). 
28.3 立方体 各 面 上 的 数字 是 连续 的 整数 (如 
图 ) .如果 每 对 对 面 上 的 两 个 数 的 和 相等 ,那么 ,这 三 A 
对 数 的 和 是 
(A) 75. (B) 76. (C) 78. (D)80. (E) 81. 
(第 6 届 美 国 初中 数学 考试 ,1990 年 ) 
[ 解 ] 由 题 设 知 这 六 个 连续 整数 可 能 是 
10,11,12,13,14,15， 或 11,12,13,14,15,16. 
者 要 两 两 和 相等 ,对 于 第 一 组 应 如 : 


15 


| | | 
10 人 1l2 13 14 





因 11 与 14 不 是 对 面 ,应 否 之 . 
对 于 第 二 组 应 如 : 





一 


| | | 
ll 12 13 14 15 16 
| 


符合 要 求 , 则 此 时 三 对 数 和 为 81. 

故 选 (E).， 

28.4 下 页 图 图 可 以 沿线 折 成 一 个 带 数 字 的 立方 体 ,每 三 个 带 数 
字 的 面 交 于 立方 体 的 一 个 顶点 . 问 能 交 于 一 个 顶点 的 三 个 面 数字 之 和 
最 大 值 是 
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(A) 11. (B) 12. (C) 13. (D) 14. (E) 15. 
(第 $ 届 美 国 初中 数学 考试 ,1989 年 ) 
[ 解 ] 容易 想像 , 折 成 立方 体 后 , 标 有 数码 6,5,3 
的 三 个 面 交 于 一 个 顶点 ,其 和 为 所 求 最 大 值 , 即 14. afi 
故 选 ( 吃 ). 四 
28.5 ”由 12 条 3 英寸 长 的 铁丝 焊 成 一 立方 体 ,一 
只 苍蝇 先 停 在 一 顶点 上 ,然后 沿 铁丝 朴 行 , 若 不 回头 也 没有 走 重复 路 ， 


朴 回 到 原 落 脚 处 所 走 的 最 大 距离 是 
(A) 24 英寸 . (B) 12 英寸 . (C) 30 英寸 . 
(D) 18 英寸 . (E) 36 英寸 . 


(第 8 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1957 年 ) 

[ 解 ] 如 图 ,苍蝇 最 多 可 经 过 八条 楼 , 故 其 所 了 息 
行 最 大 距离 为 3. 8 = 24( 英 寸 ). 

否则 , 若 苍蝇 可 肘 行 八条 以 上 的 棱 , 则 因 每 条 棱 
有 两 个 端点 , 则 其 端点 多 于 16 个 . 

而 立方 体 有 8 个 顶点 , 且 每 个 立方 体 的 顶点 处 交 
汇 三 条 棱 , 则 必 有 一 个 顶点 ,由 它 引出 的 三 条 棱 苍 蝇 俱 疏 过 ,这 是 不 可 
能 的 . 

故 选 (4 ). 

28.6 ”如 图 ,立方 体 的 每 个 角 都 被 切 下 去 (图 中 
仅 画 了 两 个 ). 问 所 得 的 几何 体 的 棱 数 为 

(A) 24. (B) 30. (C) 36. 

(D) 42. (E) 48. 

(第 6 届 美 国 初中 数学 考试 ,1990 年 ) 

[ 解 ] 原 立 方 体 有 12 条 棱 , 去 一 个 角 后 增加 3 

因此 ”每 个 角 都 切 去 后 ,增加 3.8 = 24 条 棱 , 总 计 36 条 棱 . 

故 选 (CC ). 









(487000)(12027300) + (9621001)(487000 
28 7 分 式 (19367)(0.05) 的 值 最 
接近 于 


(A) 10000000. (B) 100000000. (C) 1000000000. 
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(D) 10000000000.〈E) 100000000000. 
(第 7 届 美 国 初 中 数学 考试 ,1991 年 ) 
[ 解 ] 先 看 分 母 ， 19367 : 0.05 有 1000， 
而 分 子 = 487000 . (12027300 + 9621001 ) 
x 487 . 1000 . 21600000， 
原 式 这 487. 21600000 < 10000000000. 


故 选 (DD). 
28.8 116 一 (0.40+0.41+0.42+… 二 0.59) 的 值 的 整数 部 分 是 
(A) 1. (B) 2. (C) 3. (D) 4. 


(第 2 届 “ 五 羊 标 ” 初 中 数学 竞赛 ,1990 年 ) 
[ 解 ] 原 式 > 16 一 (0.6 :20) =16 二 12 > 1， 
是 原 式 < 16: (0.4.20) = 16 二 8= 2. 
则 原 式 整数 部 分 的 值 是 1. 
故 选 (A). 
28.9 若 a,p,c 都 是 ”位 正 整数 , 则 正 整数 ap 的 位 数 是 
(A) 3n. (B) 37 — 1. 
(C) 3n — 2. (DD) 以 上 都 不 对 . 
(第 2 届 "“ 五 羊 杯 ”初中 数学 竞赛 ,1990 年 ) 
[ 解 ] a 可 能 是 3 位 ,也 可 能 为 3n -1 或 3n -2 位 正 整 数 . 比 
如 n= 1 时 ， 
1.2.:3=6, 2.3.4=24, 4.:5.:6= 120, 
即 它们 分 别 为 ”3n -2，3 -1 和 37 位 . 
故 选 (DD). 
28.10 ” 设 P= 3659893456789325678 和 342973489379256 的 乘 
积 , 则 P 中 数字 的 位 数 是 
(A) 36. (B) 35. (C) 34. (D) 33. (E) 32. 
(第 20 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1969 年 ) 
[ 解 」】 设 乘 数 与 被 乘 数 分 别 为 zx,y, 则 
3.6.100 <r < 3.7.10', 
3.4:10 <y<3.5.10. 
因 南 3.4.3.6.103< zry<3.5.3.7.107, 
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即 1.224.103< ry < 1.:295. 10%. 

知 P= xy 是 一 个 34 位 数 . 

故 选 (C). 

28.11 1980 年 美国 的 人 口 是 226504825, 它 的 面积 是 3615122 平 
方 英 里 ,每 平方 英里 是 (5280)* 平方 尺 ,每 人 平均 平方 英尺 数 是 最 好 的 


近似 值 为 
(A) 5000. (B) 10000. (C) 50000. 
(D) 100000. (E) 500000. 


(第 37 届 美国 高 中 数学 考试 ,1986 年 ) 


sy p 3615122 . 5280? _ 3615122 . 5280 . 5280 
[ 解 ] 设 P= 6504825 = 276504825 ” ， 则 


2.$. 100 .$,. 103 .5.10 4.100.6.103 .6.103 
2.5. 108 < < 2 .108 
即 250000 < P < 720000. 


故 选 (五 ). 

28.12 ” 李 明 和 王 宁 间 做 a. b(a,b 都 是 正 整 数 ) 的 乘法 习题 . 李 
明 把 a 的 个 位 数字 7 误 看 成 1, 得 乘积 255. 王 宁 却 把 a 的 十 位 数字 5 误 
看 成 6, 得 乘积 335. 则 正确 的 乘积 应 为 

(A) 285. (B) 305. (C) 375. (D) 380. 

(第 2 届 “ 五 羊 杯 ” 初中 数学 竞赛 ,1990 年 ) 

[ 解 1] 4a 的 末 两 位 数字 应 为 57. 

李 明 把 7 误 看 成 1, 乘 得 积 为 255, 则 a = 57, 和 且 b = 25S$ 二 91 =5. 

王 宁 把 5 误 看 成 6, 乘 得 积 为 335, 则 a = 57,b = 335 二 67 = 5. 

正确 乘积 为 ”57 .5 = 285. 

故 选 (A). 

.|[ 解 2] a 的 末 两 位 数字 应 为 57, 下 面 求 5. 

显然 ,65 是 255 和 335 的 一 个 公约 数 ,而 它们 的 最 大 公约 数 为 5, 则 
b = 5 或 1. 

由 题 设 知 5 关 1, 则 6=5. 

又 a 只 能 是 两 位 数 , 即 57, 所 以 正确 的 乘积 应 为 57 . 5 = 285. 

故 选 (A). 

28.13 ”在 一 个 实验 中 , 测 得 某 常数 c 为 2.43865, 误差 范围 为 
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+ 0.00312. 实验 者 想 公布 c 的 值 , 它 的 每 个 数字 都 是 有 效 数字 ,也 就 是 
说 不 管 c 是 多 大 ,宣布 的 c 值 (nn 位 数字 ) 与 c 的 真实 值 的 前 ”位 必须 相 
同 ,那么 这 个 实验 者 所 能 宣布 的 c 的 最 精确 值 为 

(A)2. (B)2.4. (C)2.43. (DD) 2.44. (E) 2.439. 

(第 39 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1988 年 ) 
[ 解 ] 由 题 设 知 
2.43865 - 0.00312 过 c 过 2.43865 + 0.00312 ， 

即 2.43553 过 cc 委 2.44177， 

这 样 精 确 到 一 位 有 效 数字 时 ， c = 2， 

精确 到 两 位 有 效 数字 时 ， c = 2.4， 

精确 到 三 位 有 效 数字 时 ， c= 2.44， 

精确 到 四 位 有 效 数字 时 ，。 在 2.436 与 2.442 之 间 的 某 个 数字 . 

则 实验 者 能 宣布 的 最 精确 值 为 2. 44. 


故 选 (D). 

28.14 在 任意 正 数 分 别 四 舍 五 人 到 小 数 点 后 一 ,三 ,四 位 所 得 的 
数 为 wa,p,c, 则 

(A)a 宇 5b 之 c. (B) a 过 bc. 


(C) a 实 5 宇 c 或 a 志 5 志 cc. (D) 以 上 结论 都 不 对 . 
(第 3 届 “ 五 羊 杯 ”初中 数学 竞赛 ,1991 年 ) 

[ 解 ] 考虑 数 0.01949, 其 四 舍 五 人 到 小 数 点 后 二 , 三 ,四 位 所 得 

分 别 是 
a = 0.02, 5 = 0.019, c = 0.0195. 

显然 (A),(B),(C) 都 不 对 . 

故 选 (DD). 

28.15 ”一 学 生 对 一 一 组 测量 值 记 录 了 其 精确 的 百 分 频 频数 分 布 如 下 
表 所 示 : 





但 他 忘记 了 标 出 这 组 测量 的 总 次 数 NN, 则 N 的 最 小 可 能 值 是 
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(A) 5. (B) 8. (C) 16. (D) 25. (E) 50. 
(第 38 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1987 年 ) 


1 _ 4 2 
[ 解 ] 由 12.5=%， 50 = 忌 25 = 用， 而 
1 4 2 1 8 _ 
Staaten = 8 = 100% 


则 -NN 的 最 小 可 能 值 是 8. 

故 选 (B). 

28.16 一 个 人 有 一 分 , 五 分 ,一 和 角 , 四 分 之 一 元 和 半 元 的 硬币 
2.73 美元 . 阁 他 每 一 种 的 硬币 数 且 相等 ,那么 他 所 有 的 硬币 总 数 是 

(A) 3. (B) S. (C) 9. (D) 10. (E) 15. 

(第 28 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1977 年 ) 
[ 解 ] 奎 是 这 个 人 所 有 的 每 种 硬币 的 数 日 ,那么 
(1+5+10+25+ 50)nx = 273, 


解 得 ”nn = 3. 
五 种 硬币 的 每 一 种 有 3 个 ,共有 硬币 15 个 . 
故 选 ( 玉 ). 


28.17 ”大 甲 , 乙 , 丙 班 学 生平 均 年 龄 分 别 是 14,13,12 岁 , 三 个 班 
学 生 总 平均 年 龄 是 13 岁 . 则 甲 , 乙 , 丙 班 人 数 a ,b,c 满足 
(A) a = c. (B) e +ec = 26. 
(C) ac = pb’. (D) a > >e. 
(第 3 届 "“ 五 羊 杯 ”初中 数学 竞赛 ,1991 年 ) 


[ 解 ] 依 题 设 有 并 +1386+l2c_ 3 则 a=e 


@Q 十 百 十 C 

故 选 (4 ). 

28.18 ”一 次 考试 共有 5 道 题 , 考 后 成 绩 统计 如 下 :有 81% 的 同学 
做 对 第 1 题 ;91% 的 同学 做 对 第 2 题 ;85% 的 同学 做 对 第 3 题 ;79% 的 
同学 做 对 第 4 题 ;74% 的 同学 做 对 第 5 题 . 

奉 做 对 三 道 以 上 ( 含 三 道 ) 题目 的 同学 为 合格 ,那么 这 次 考试 的 合 
格 率 至 少 为 

(A)70% . (B)74% . (C)81% . (D)73% . 

( 祖冲之 杯 "” 初中 数学 邀请 赛 ,1993 年 ) 
[ 解 】 不 妨 设 考试 人 数 为 100 ,这 样 共有 
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19+9+13+21+26= 90 


各 。 (人 题 ) 做 错 . 
可 每 人 错 三 道 题 为 不 合格 ,而 90 :3 = 30, 这 档 至 多 有 30 人 不 合格 . 
另 一 方面 ,做 错 的 题目 集中 于 30 人 每 人 恰好 错 3 题 是 可 能 的 , 比 
如 : 
6 人 错 1,4,5 题 ;9 人 错 1,2,5 题 ,4 人 错 1,3,4 题 ;11 人 错 3,4,5 题 . 
这 样 考试 合格 率 人 至少 可 为 70% . 
故 选 (A). 


28.19 若 “二 3 二 4 = t+ i 则 N 等 于 


(A) 3. (B) 6. (C)1990. (DD) 1991. (EE) 1992. 
(第 7 届 美 国 初中 数学 考试 ,1991 年 ) 
[ 解 ] 式 左 = 3, 而 式 右 = = 3 时 ,N = 1991. 
故 选 (DD). 
28.20 ”1000 个 家 庭 的 年 收入 为 8200 美元 到 98000 美元 . 由 于 失 
误 , 把 一 个 最 大 的 收入 记 为 980000 美元 输入 计算 机 . 问 输入 的 错误 数 
据 的 平均 值 与 准确 数据 的 平均 值 相差 
(A) 882. (B) 980. (C) 1078. (D) 482000. (E) 882000. 
(第 6 届 美 国 初中 数学 考试 ,1990 年 ) 
[ 解 ] 显然 输入 数据 时 多 算 了 
980000 一 98000 = 882000( 美 元 )， 
这 对 1000 个 家 庭 来 讲 平 均 每 户 多 算 了 
882000 二 1000 = 882( 美 元 ). 
故 选 (A). 
28.21 有 50 个 数 的 集合 , 这 50 个 数 的 算术 平均 为 38, 若 将 此 集 
合 的 两 数 45 与 55 去 掉 , 则 剩余 数 所 成 的 集合 的 算术 平均 值 为 
(A) 38.5. {(B)37.5. (C) 37. (D) 36.5.  (E) 36. 
(第 14 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1963 年 ) 
[ 解 ] 由 题 设 知 该 集合 的 数 和 为 38 . 50 = 1900. 
当 去 掉 两 数 45 和 55 后 ,余下 48 个 数 和 为 1800. 则 它们 的 算术 平均 值 为 


1800 _ 
48 = 37.5. 
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故 选 (B). 
28.22 ” 设 NN 是 一 个 位 于 9 和 和 17 之 间 的 数 , 则 6,10 和 NN 的 平均 
值 若是 偶数 , 则 它 只 能 是 
(A) 8. (B) 10. (C) 12. (D) 14. (E) 16. 
(第 5 届 美 国 初中 数学 考试 ,1989 年 ) 
[ 解 ] 依 题 设 显 然 有 ( 设 z 为 三 数 平 均值 ) 


< 
3 

即 8 二 < 工 < 11， 

得 x = 10. 

故 选 (B). 


28.23 ”一 个 包括 5 个 正 整 数 的 样本 , 其 算术 平均 值 为 10, 中 位 
数 为 12, 则 其 中 最 大 的 数 与 最 小 的 数 之 差 最 小 为 

(A)2. (B)3. (C)5. (D)7. (EE)10. 

(第 45 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1994 年 ) 

[ 解 ] 设 这 五 个 数 分 别 为 wa 委 8 委 c 委 4d 委 e, 由 题 设 c = 12, 且 

at+b+ct+dt+e= 10xS5S = 0. 

又 d 宇 12, e 之 12, 知 c+dt+e 守 3c = 36， 

2a at+b50-36=14, 即 4 < 才 7. 

这 样 e -a 实 5, 等 号 仅 当 a = b=7,c =d =e = 12 时 取得 . 

故 选 (C). 

28.24 ”一 列 整数 的 众 数 为 32, 平 均值 为 22, 最 小 的 数 是 10, 中 位 
数 为 m ,车 用 m+ 10 换 mx, 则 新 数列 平均 值 为 24, 中 位 数 为 m+ 10; 若 
m 一 8 换 mmx, 则 新 数列 中 位 数 为 m 一 4, 则 wm 的 值 是 

(A)16. (B)17. (C)18. (D)19. (E)20. 

(第 48 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1997 年 ) 

[ 解 ] 由 设 当 m+ 10 换 m 时 ,平均 值 增加 2, 则 知 该 数列 有 10 二 
2 = 二 5 项 .又 m 一 8 换 芭 ,中 位 数 为 pm 一 4. 

由 小 到 大 排列 其 前 三 项 应 为 : 10,m = 4,m. 

因 32 是 众 数 ,显然 至 少 有 两 项 是 32, 显然 m 关 32 ,否则 数列 平均 
值 大 于 22, 设 五 数 为 10，m 一 4，m ，32，32, 则 有 
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10+ (m—-4)+nm+32+32 = 22x5, 


选 解 得 nm: = 20. 
和 故 选 (E). 
28.25 “十 个 不 同 的 正 整 数 的 算术 平均 值 是 10. 则 这 十 个 数 的 最 
大 数 的 最 大 值 是 
(A) 10. (B) 50. (C) 55. (D) 90. (E) 91. 


(第 7 届 美 国 初中 数学 考试 ,1991 年 ) 

[ 解 】 由 设 这 十 个 数 均 系 正 整 数 ,考虑 极端 的 情形 :其 中 九 个 数 
为 1,2,…,9, 男 一 个 数 为 55 ,它们 的 平均 值 是 10. 

故 选 (C). 

28.26 ” 右 表 是 同一 个 月 的 
日 历 的 一 部 分 . 如 果 其 中 一 个 字 
母 表示 的 日 期 与 C 表示 的 日 期 相 
加 恰好 等 于 A 和 B 所 表示 的 日 期 
的 和 ,那么 ,这 个 字母 是 

(A) P. (B) Q. (COC)R. 

(D) S$. (E)T. 








(第 6 届 美 国 初中 数学 考试 ,1990 年 
[ 解 ] 显然 A=C+1， 则 
A+B=C+1+B=C+(B+1)= C+P. 
故 选 (A). z 
28.27 排 成 一 行 的 十 棵 树 , 邻 棵 相隔 10 米 .第 一 棵 处 有 个 水 井 ， 
小 张 从 水 井 打 水 , 挑 担 淋 树 , 每 棵 需 淋 一 桶 水 . 则 他 淋 完 十 棵 树 , 至少 要 
走 的 路 程 米 数 为 
(A) 410. (B) 490. (C) 500. (D) 510. 
(第 3 届 "“ 五 羊 杯 ”初中 数学 竞赛 ,1991 年 ) 
[ 解 】 淋 完 第 一 、 二 棵 树 需 走 20 米 ; 淋 完 第 三 .四 棵 需 走 20 + 40 
= 60 米 ; 淋 完 第 五 .六 棵 需 走 40 + 60 = 100 米 ; 淋 完 第 七 . 八 棵 需 走 60 
+ 80 = 140 米 . 
最 后 , 淋 完 第 九 .十 棵 需 再 走 90 米 (无 须 再 回 井 边 ). 
综 上 ,他 淋 完 十 棵 树 至 少 要 走 
20 + 60 + 100 + 140 + 90 = 410 米 . 
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故 选 (A ). 
28.28 ”杰克 和 吉尔 从 同一 起 点 出 发 跑 10km, 前 Skm 跑 上 一 座 小 
山 山 顶 ,后 5km 沿 原 路 返回 起 点 .杰克 提前 10 分 钟 出 发 ,上 山 的 速度 是 
15km/ 时 ,下 山 的 速度 为 20km/ 时 . 吉尔 上 出 与 下 出 的 速度 分 别 是 
16km/ 22km/ 时 ， 人 六 
(A) 这 km (B) > km. (C) 3 km (D) km (E) 全 
(第 42 局 美国 高 中 数学 考试 i 


[ 解 ] 杰克 从 出 发 跑 到 山顶 的 时 间 为 六 = = 村 (时 )， 即 20 分 钟 . 
杰克 到 出 顶 时 ,吉尔 距 杰 克 ( 山 顶 ) 的 距离 (杰克 所 前 10 分 钟 出 发 ) 





5 ~ (20 10) = 也 (km). + 
网 两 人 相公 困 距 由 而 眶 高 
了 
20 .元 守 志 = 沪 (km). 
16 + 20 





故 选 (B). 

28.29 去 年 一 辆 自行 车 价格 为 160 元 , 一 顶 骑 自 行车 用 的 头盔 
价格 为 40 元 ,今年 自行 车 价格 上 涨 5% ,头盔 价格 上 涨 10% ,自行 车 与 
头套 合 起 来 的 价格 上 涨 了 

(A) 6%. (B)7%. (C)7.5%. (D) 8%. (E) 15%. 

(第 44 届 美国 高 中 数学 考试 ,1993 年 ) 

[ 解 ] 去 年 自行 车 和 头套 共 值 160 + 40 = 200 元 ,今年 自行 车 涨 
了 0.05， 160 = 8 元 ,头盔 涨 了 0.10:40 = 4 元 . 

所 以 今年 自行 车 和 头盔 共 涨 了 12 元 ,增长 率 为 ” 吉 = 6%. 

故 选 (A). 

28.30 ”把 12,30,42,44,57,91,95,143 这 8 个 数 分 为 两 组 ,使 每 
组 的 数 之 乘积 相等 . 则 分 组 正确 的 是 

(A) 12,42,57,143 和 30,44 ,91 ,95. 

(B) 12,30,95,143 和 42,44,57,91. 

(C) 12,42,95,143 和 30,44,57,91. 
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(D) 12 ,44 ,95， 143 和 30,42,57,91. 











选 (第 3 届 “ 五 羊 标 ” 初 中 数学 竞赛 ， 1991 年 ) 
乔 [ 解 ] 由 12 =2.3， 30=2.3.5,， 42=2.3.7， 
44=22.11， 57=3.19, 91 = 7 . 13， 
95 =5.19, 143 = 11.13， 
我 们 可 列 出 下 面 因 子 表 
NE EE 
2 VIv| | | | | 
0 vv vv | | 
2 vv Lv ， 
4 vv | Iv | 
7 | |v| | | | jv 
9 | Vv | Iv 
二 
43 | | | | vv 


从 表 中 可 看 出 :对 于 乘积 相同 的 分 组 , 则 95,57 应 分 在 不 同 的 组 ， 
同 理 91,143;44,143;42,91;30,95 等 均 应 在 不 同 的 组 , 这 样 可 分 12， 
42,95,143 和 30,44,57,91 两 组 

故 选 (C). 

28.31 用 1,2,3,4,5,6,7,8 这 八 个 数字 组 成 两 个 四 位 数 ,要 使 
这 两 个 四 位 数 乘积 最 大 , 则 它们 中 较 大 的 一 个 是 

(A) 8765. (B) 8642. (C) 8531. (D) 8672. 

《中国 浙江 省 宁波 市 初中 数学 竞赛 ,1985 年 ) 

[ 解 ] 先 证 明 下 面 事实 ， 

若 za>p，c>adlapocdEN， 则 ad:be>ac:bd. 

注意 到 ad .5 -au .大 

=(I0a + d)(106 + c) ~ (1l0a +c)(105 + 4d) 
= 1l0(a ~ b)(c—-d)>0 
即 可 . 
这 样 将 1 ~ 8 分 成 两 组 时 ,8,7 分 别 作 首 位 ;6,5 放置 时 应 以 85 ,76 
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搭配 ;再 放 4,3 时 ,可 以 853,764 搭配 ;最 后 分 组 是 8531 和 7642. 
故 选 (C). 
28.32 ”从 和 式 


1 ] L 1 1 1 
2 4 6 8 10 12 


中 删 去 某 些 项 ,使 保留 下 来 的 项 数 之 和 等 于 1, 问 删 去 的 项 为 





(A) 地 与 言 ， (B) 才 与 二 (0) 去 与 证 
(D) 去 与 二 (E) 识 与 击 . 
(第 36 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1985 年 ) 
1 1 3 1 1 3 1 

[ 解 ] 天 了 1474， 又 1 二 > 从 > 4 
则 广 + 才 + 二 + 证 =1 本 

故 选 (五 ). 术 

28.33 ”有 九 个 分 数 的 和 为 1, 它们 的 分 子 都 是 1, 其 中 的 五 个 是 : 
襄 , 了 了 , 癌 , 丰 ,区 ,又 其 余 四 个 分 数 的 分 母 个 位 数 均 为 5. 则 这 些 分 数 
的 分 母 分 别 是 

(A) 5,15,35,105. (B) 5,25,35,135. 

(C) 5,15,45,385. (D) 5,25,105,385. 


(第 1 届 “ 希 望 杯 ” 全 国 数 学 邀请 赛 ,1990 年 ) 
[ 解 ] 设 其 余 四 个 分 数 和 为 5, 则 
: 5=1- (了 1 了 + 记 + 站 + 部 )， 
其余 四 个 分 数 分 母 个 位 数字 均 为 5, 则 它们 皆 为 5 的 信 数 ,这 样 
1 上 


_3 1 1 1 1 1 
S = [a 1 方 + 诗 + 二 + 而 )] 


由 估算 有 右 < 


5 _1 1 1 1 1,、10 
从 而 > >5(l 3 7 9 一 33) > > 工 


这 样 ,括号 内 阁 视 为 四 个 分 数 和 , 定 有 其 一 是 1, 男 三 个 小 于 1, 因 
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a 第 族 


此 有 
s = 二 [4402- 池 )+ (1- 读 )+(1- 闻 - 言 - 襄 )] 


1 
5 
[1] 





上 式 中 他 分 子 不 是 1, 不 要 ,将 其 改写 为 三 + 襄 ,这 时 
3 
-0 
-二 + 二 + 去 + 赤 . 
故 选 (C)， 


注 1 分 子 为 1 的 分 数 又 称 “ 单 位 分 数 ” 或 “埃及 分 数 ”,1 表单 位 分 数 (不 同 
的 单位 分 数 ) 和 的 问题 有 下 面 一 些 结论 : 


一 1 1 1 se 
1 = 三 二 本 十 站， (项 数 最 少 ) 
LT 上， 上 ， 
1 = 7 十 4 十 6 十 12? 


[| 


又 | 表 分 母 为 奇数 的 单位 分 数 和 最 少 九 项 ,比如 : 
] 1 1 1 1 1 1 1 .1 


IT731517+0o 11!15+3+4+ 1 
此 外 还 有 四 组 解 , 它们 前 六 项 与 上 相同 , 后 三 项 分 母 分 别 为 (21,135， 
10395),(33,45,385),(21,165,693),(21,231,315). 
若 使 和 中 最 简 分 数 的 最 大 分 母 最 小 的 表示 为 
1 1 1 l 1 1 ] 1 | 1 + i 


li=y+t+s+t+7T+to t+31+3514155+77 105- 
注 2 若 知 道 下 面 结论 ,解答 此 例 将 较 容 易 . 
把 1 分 解 成 为 菜 些 单位 分 数 和 , 即 
l 1 


1 = 二 + 工 +… 上 十， (%) 
dl . ad2 Uy 


若 存 在 素数 户 和 正 整数 有 ,使 11 Fa;(1 声 7 之) ,但 有 某 一 个 io, 使 jp | 
cwi, 则 必 有 另 一 个 天 1， 委 j) 秋 史 使 外 | Ci 
证 车 命 题 不 成 立 , 则 六 Ya;, 对 任意 j 关 记 成 立 , 则 在 的 式 中 左右 两 边 同 


852 供 甸 数学 奥林匹克 解 题 大 辞典 





时 乘 以 pr 的 一 个 适当 倍数 ,可 使 他 的 右边 除 下 项 外 均 为 整数 ,而 式 左 为 整数 ， 
40 
这 不 可 能 . 
政 命题 成 立 ， 
由 上 命题 ,考虑 素数 户 = 5， 上 = 2 时 ,可 排除 (B),(DD); 者 虑 素数 p = 3， 
上 = 2 时 ,可 排除 (A). 


故 选 (CC). 

28.34 相 丈 040 人 请 
对 于 zz = 2,3,- 7 出 的 
值 等 于 

(A)8. (B)9. (C)10. (D)11. (E)12. 


(第 50 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1999 年 ) 
[ 解 ] 显然 ec; 只 能 为 0 或 1, 但 关 ay = 0， 


名 + 舍 +…+ 名 的 最 大 值 小 于 六 ,不 妥 , 知 cz - 1 


算 
术 





Lo 方 ， 
及 和 多 最大 信人 了 了， 知 1 
同 理 可 推 得 a4 


这 样 os ms 1_1l1_ 1 
由 人 += 6 Tae + ay = 30, 


则 az+as+ad+as+ag+ay = 一 9. 


故 选 (B). 
28.35 ” 连 分 式 一 一 -一 一 的 值 是 
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二 





SE 深 息 款 


(A) 了 


故 选 (B). 


(B) 5 





(CO (D3. (FE). 
(第 26 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1975 年 ) 


_ 1 __ 1 _ 4 
1  ,» 3 5 
2 2 -本 
3 
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第 1 节 数 的 整除 与 同 余 


29.1 若 六 位 数 是 由 某 一 个 三 位 数 重 复 而 得 ,如 256256 或 
678678 等 等 ,此 型 的 任何 数 常 恰 可 被 某 些 数 整除 ,这 些 数 是 
(A) 只 有 7. (B) 只 有 1 (C) 只 有 13. 
(D) 101. (E) 7,11,13. 
(第 2 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1951 年 ) 
[ 解 ] 设 六 位 数 中 重复 的 三 位 数 为 y, 则 六 位 数 可 表示 为 
1000py + A = nx(1000 + 1) = 1001y. 
而 1001 = 7. 11. 13. 
故 选 (上 ). 
29.2 ”由 两 个 不 同 数字 组 成 的 所 有 两 位 数 中 ,每 个 两 位 数 被 其 两 
个 数位 上 的 数字 之 和 除 时 ,所 得 的 商 最 小 值 是 
(A) 1.5. (B) 1.9. (C) 3.25. (D) 4. 
(中 国 江苏 省 初中 数学 竞赛 ,1986 年 ) 
[ 解 1] 设 两 位 数 为 10z+yz=1,2,…,9jy=0,1,2,…;9, 且 
工 关 y). 


则 z+Y -1+ 3x 今 4 = 
Ty T+y 十 yy 
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则 0 过 2 <9， 有 0<2-1<9， 即 -2 < 一 <<9 


选 
人 放 usin = 享 ， 则 世 二 的 最 小 值 为 1.9， 
类 故 选 (B). 
10r+y 9r _ _9 
[ 解 2] 由 上 解 知 rr lt lt+ i 


当 1+ 之 最 大 时 ,上 式 值 最 小 .但 【《 衬 ) ”= 9, 风 
(2 =1+ = 1.9. 
故 选 (B). 
29.3 ”以 三 个 不 同 的 非 零 数字 (十 进位 ) 组 成 的 三 位 数 , 除 以 这 三 
个 数字 之 和 ,所 得 商 的 最 小 值 是 
(A) 9.7. (B) 10.1. (C) 10.5. (D) 10.9. (E) 20.5. 
(第 23 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1972 年 ) 
[ 解 ] 设 个 位 ,十 位 和 百 位 数字 分 别 为 U,T 和 百 , 所 以 商 的 最 小 


值 是 
U+107+100H -1+2 T+11H 
[+ 下 + 五 加 Ut 人 T+H: 
不 论 工 ,H 为 何 值 , 当 U = 9 时 ,上 式 最 小 . 
这 样 
T+11H _ 1 + lOH-—9 
T+H+9 T+H+9. 


由 于 工 寺 9, 则 当下 = 8,H = 1 时 其 值 最 小 . 

因此 这 个 数 是 189, 商 的 最 小 值 为 “8 = 10.5. 

故 选 (C). 

29.4 某 商店 用 元 和 分 标价 某 一 货物 , 当 4% 销售 税 加 上 去 后 , 因 
为 结果 正好 是 n 元 故 不 需 四 舍 五 人 ( 亦 即 nn 是 正 整 数 ). ”的 最 小 值 是 

(A) 1. (B) 13. (C) 25. (D) 26. (E) 100. 

(第 31 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1980 年 ) 
[ 解 】 设 m 是 该 项 目 按 分 计算 的 价格 ， 那么 1.04n = 100n. 


这 样 8: 13m = 100n， 所 以 m= 2.54. 13- 
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因而 六 是 整数 的 充 要 条 件 是 13 ji. 
故 选 (B). 
29.5 由 从 19 到 92 的 相继 两 位 整数 顺序 排列 组 成 整数 N = 
19202122…909192. 如 果 3* 是 N 的 因数 中 3 的 最 高 次 方 , 则 上 & 等 于 
(A) 0. (B) 1. (C) 2. (D) 3. (EE) 大 于 3. 
(第 43 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1992 年 ) 
[ 解 ] 自然 数 被 3 或 9 整除 <<> 其 各 位 数字 和 被 3 或 9 整除 . 
考虑 1+9+2+0+2+1+…+9+1+9+2 
=1+9+(2+3+4+5+6+7+8).10+(1+2 
+3+… 和 +7+8+9):.7+9+0+9+1T+9+2 


一 3。234， 和 
因为 313.233， 而 且 943.23S$， 所 以 有 = 1 
故 选 ( 甩 ). 上 


29.6 ”一 数 被 10 除 , 余 9; 被 9 除 , 余 8; 被 8 除 , 余 7; 等 等 直至 被 | 
2 除 , 余 1, 此 数 可 能 为 
(A) 59. (B) 419. (C) 1259. 
(D) 2519. (E) 非 上 述 的 答案 . 
(第 2 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1951 年 ) 
[ 解 ] 设 此 数 为 N, 则 NN +1 为 10,9,8,…,2 的 倍数 , 故 可 取 它 们 
的 最 小 公 倍 数 、 
[10,9,8,…,2] =2.5.3.7= 2520, 
从 而 N = 2520 -1 = 2519. 
故 选 (DD). 
29.7 已 知 mm 是 被 3 除 余 1, 被 7 除 余 5, 被 11 除 余 4 的 最 小 自然 
数 . 则 x 被 4 除 的 余数 是 
(A) 0. (B) 1. (C) 2. (D) 3. 
(第 2 届 "“ 五 羊 杯 ”初中 数学 竞赛 ,1990 年 ) 
[ 解 ] 设 姓 =3ae+1=70+5S= 1lc+4, 其 中 oo,c 均 为 非 负 
整数 . 这 样 


-+3c+1 0 





7 + ® 
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红 展 条 你 


现 求 最 小 的 c 使 ws, 均 为 非 负 整数 . 
由 四 ,@ 知 31c， 且 7141(4c-1), 则 c= 9， 从 而 
2 一 11.9+4= 103. 


而 103 ~ 4 = 25.…: 3， 

故 选 (DD). 

29.8 ”在 |1,2,3,…,99,1001 中 满足 mn 的 十 位 数字 为 奇数 的 1 的 
个 数 是 

(A)10. (B)20. (C)30. (D)40. (E)50. 


(第 45 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1994 年 ) 
[ 解 ] 完全 平方 数 的 末 两 位 数字 仅 有 下 面 几 种 可 能 : 
-00， 一 25， 一 奇 6， 一 偶 1， - 偶 4， -=- 偶 9 
若 n” 的 十 位 数字 是 奇数 仅 末 位 数 为 6 的 一 种 , 即 n 的 个 位 数 是 4 
或 6. 
在 1 ~ 100 中 这 样 的 n 共有 20 个 . 
故 选 (B). 
29.9 为 正 整 数 , 若 2n 有 28 个 正 因子 ,3n 有 30 个 正 因 子 , 则 6n 
的 因子 个 数 为 
(A)32. (B)34. (C)35. (D)36. (E)38. 
(第 47 届 美国 高 中 数学 考试 ,1996 年 ) 


[ 解 ] 设 n = 2 .3 4, 且 2r, 同 时 3 修 m, 又 设 m 有 上 个 正 
约 数 ,a,B EN. 由 题 设 
(a +2)(8+ 1)k = 28 OD 
(a + 1)(8+2)k = 30 © 
由 (1) 知 5k&,， 且 3 二 有， 由 (2) 知 7 十 玉 ， 

k 12, 上 只 能 是 1 或 2， 
DD) = 1 时 ,上 面 两 式 化 为 
(a +2)(8+1) = 28, 到 
(a + 1)(8+2) = 30. 解 得 
此 时 62 的 约 数 为 (a + 2)(8 +2) = 35. 
i)k 二 2 时, 上面 两 式 化 为 





Q& 二 9， 
B = 3. 
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(ae+2)(8+1) = 14, 
(e+1)(8+2) = 15. 
综 上 6n 有 因子 35 个. 
故 选 (C ). 
29.10 ”两 个 或 两 个 以 上 的 整数 除 以 N(N 为 整数 , N > 1) ,如 采 
所 得 的 余数 相同 且 都 是 非 负 数 , 则 数学 上 定义 这 两 个 或 两 个 以 上 的 整 
数 为 同 余 . 若 69,90 和 125 对 于 某 个 N 是 同 余 的 ,那么 对 于 同样 的 NN， 
81 同 余 于 
(A) 3. (B) 4. (C) 5. (D) 7. (E) 8. 
(第 22 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1971 年 ) 
[ 解 ] 任何 两 个 同 余 整 数 的 差 必定 可 以 被 N 除 尽 . 
因为 90-69=21f 和 12S-90=33， 故 N=7. 
又 因为 ”81 二 7 = 11……4， 因而 知 81 与 4 同 余 . 人 
故 选 (B). 除 
29.11 数 105$9,1417 和 2312 每 个 数 各 除 以 & , 若 余 数 都 是 ~, 其 
中 4 是 大 于 1 的 整数 ,那么 4 - r 等 于 
(A)1. (B)15. (C)179. (D)a-15. (E)ad-1. 
(第 27 届 美国 高 中 数学 考试 ,1976 年 ) 
[ 解 ] 因为 了 可 整除 2312 - 1417 5:179, 又 可 整除 1417 - 1059 
= 2 . 179, 而 179 是 素数 , 即 知 d = 179, +r = 164, 故 wd- r = 15. 
故 选 (B). 
29.12 ” 设 三 位 数 243 加 上 326 得 另 一 个 三 位 数 $59, 若 09 能 被 9 
整除 , 则 a + 2 等 于 
(A) 2. (B) 4. (C) 6. (D) 8. (E) 9. 
(第 18 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1967 年 ) 
[ 解 ] 由 设 5659 可 被 9 整除 (0 过 5 过 9), 则 


559 _ ,30+5 
9 = 10 To 十 


其 无 整数 解 . 





是 整数 . 
即 。 5S0+ 旷 可 被 9 整除 ,又 0 过 0 委 9, 则 0 = 4. 
又 ”2a3 = 569— 326 = 549 - 326 = 223， 
因而 ae=2， 上 有 目 aa+p=6. 
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故 选 (C). 

29.13 有 不 小 一 个 大 于 1 的 正 整 数 ， 当 它 除 以 任何 整数 有 (2 过 
过 11) 时 有 余数 1. 两 个 最 小 的 这 样 的 整数 之 差 是 

(A) 2310. (B) 2311. (C) 27720. 

(D) 27721. (E) 这 些 都 不 是 . 

(第 29 届 美 图 高 中 数学 考试 ,1978 年 ) 

[ 解 ] 车 一 个 正 整 数 除 以 从 2 到 11 中 任何 一 个 整数 时 ,余数 皆 是 
1, 则 该 整数 为 mt + 上 的 形式 ,其 中 上 是 非 负 整 数 , = 23 .3 .5.7. 
11 = 27720 即 2,3,…,11 的 最 小 公 倍数 . 

所 以 具有 所 求 性 质 两 个 最 小 整数 之 差 是 27720. 


故 选 (C). 

29.14 在 除 13511,13903,14589 时 ,能 有 相同 余数 的 最 大 除数 
是 

(A) 28. (B) 49. (C) 98. 


(D) 大 于 49 的 一 个 7 的 奇 倍数 . 
(E) 大 于 98 的 一 个 7 的 偶 倍数 . 
(第 21 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1970 年 ) 
[ 解 ] 若 a,p,c 被 ZL 除 后 均 余 >, 即 
=aa+r， b=AH+r, c= yd+t+r. 
显然 a 一 b, 5 --c, a 一 c 均 可 被 a 整除 . 
又 (aa-pb)-(ae-c)+(po=-c)=0, 即 任意 两 对 数 益 的 公 因子 
亦 为 第 三 对 数 差 的 公 因 子 , 故 对 最 大 公 因 子 而 言 亦 然 . 
由 13903 - 13511 = 7 .23, 且 14S89 - 13903 = 73 . 2 
而 (7 .23, 刀 .2) = 了 .2, 这 里 (m,n) 表示 m,n 的 最 大 公 因 
子 ( 公 约 数 ). 
故 选 (C). - 
29.15 已 知 22 -上 可 以 被 在 60 至 70 之 间 的 两 个 整数 整除 ,这 两 
个 数 是 
(A) 61,63. (B) 61,65. (C) 63 ,65. (D) 63 ,67. 
《第 2 届 中 国 天 津 市 “中 华 少 年 杯 ” 数学 邀请 赛 ,1987 年 ) 
[ 解 ] 由 2936 -1] = 26 "10 - ] = (26°8)2 一 1 
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= (245 — 1)(2$ + 1) 
-- (26… _ 1)(264 十 1)(26°8 十 1) 
= (2 — 1)(2° + 1)(282 + 1)(20°% + 1)(2°® + 1), 


而 26-1=63，26+1= 65. 

故 选 (C). 

29.16 9! 被 11 除 得 的 余数 是 

(A) 1. (B) 3. (C) 5. (D) 7. 


(中 国 山西 省 太原 市 高 中 数学 竞赛 ,1990 年 ) 
[ 解 1] 91990 -1 = 95 398 ~]= (9 1)[ (9) 十 …， 十 1 ] ， 
而 9 -1=2% 9 9- 


= [(7.11+4)(7.11+4).9]-1 第 
= [IIM+16.9]-1 + 
= [11IM +5.9]-1 业 和 
= 11M + 44, 人 
即 111(S 一 1)， 则 ”111(9%% -1). 
因此 95 除 以 11 余 1 
故 选 (4 )， 


[ 解 2] 9 = (11 一 2)1%0 = 11.，M+21990 = 11M + 32398 
= 11M +(33-1)3= 1 ，N+18% 
= ll1N+|1, 
因此 95 除 以 11 余 1 
故 选 (A). 
29.17 ”19972% 被 7 除 的 余数 是 
(A)1. (B)2. (C)4. (D)6. 
《中国 山西 省 太原 市 初中 数学 竞赛 ， 1997 年 ) 
[ 解 ] 由 1997 可 写成 7n + 2 形式 ,这 样 
1997 = Th +4 且 1997 = (7n +2)3 = 7m+1, 
因而 ”19973 可 写成 7& + 1 形式 . 
从 而 199720 = 19972 . (7k 二 1) = (7h +4)(7k 十 1), 这 里 汉 ， 
n,k,hE]. 
知 ”1997200 被 7 除 的 余数 是 4. 
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故 选 (C). 

29.18 21% 除 以 13, 余 数 是 

(A) 1. (B) 2. (C) 3. (D) 7. (E) 11. 

(第 23 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1972 年 ) 

[ 解 ] 注意 到 下 面 的 事实 : 

知 Ni= QID+ RI, N= QD + kK,, 则 

NN; = (QQ D+ QIR; + QRIDD + RIR,. 
即 若 Nj, N; 被 D 除 后 余数 为 Rj,R;, 则 NN; 被 DD 除 后 余数 为 
RIR;,. 
因为 2* = 64 除 以 13 余数 是 -1, 则 2* 除 以 13, 余 数 是 1. 
x 21000 -一 29?96 。 24 一 (212)83 » 16 , 当 除 以 13 时 , 留 下 的 余数 是 
1™ .3= 3. 

故 选 ( C). 

29.19 有 10 个 数 :19833+3.19832 +2 .1983,，19843 + 3 .1984: 
+2.1984,…，19913 + 3. 1991* + 2.1991, 19923 +3 .19922+2， 
1992 ,下列 的 整数 中 ,能 整除 上 述 10 个 数 中 的 每 一 个 数 的 最 大 整数 是 

(A) 2. (B) 3. (C) 6. (D) 12. 

(中 国 广州 .武汉 、 福 州 等 五 市 初中 数学 联赛 ,1992 年 ) 

[ 解 ] 由 a?+3a*+2a= a(la’+3a+2)= a(a+1)(a+2), 
则 知 21(c+3a2+2ca)， 且 31(c+3a2+2a)， 即 

61(c3s+3c<+2c)》 

又 12141985 . 1986. 1987, 即 

124(198$ + 3 . 1985? + 2 . 1985). 

则 能 整除 十 个 数 中 每 个 数 的 最 大 整数 是 6. 


故 选 (CC). 
29.20 ”不论 的 整数 值 如 何 ,可 整除 式 mn? 一 的 最 大 数 是 
(A) 2. (B) 3. (C) 4. (D) 5. (E) 6. 


(第 2 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1951 年 ) 
[ 解 ] 由 一 n= (x 一 1)n(n+1), 此 即 为 三 个 连续 整数 之 积 ， 
其 中 必 合 一 个 偶数 和 一 个 3 的 倍数 , 则 它 可 被 6 整除 . 
又 当 交 =2 时 ， 刀 一 二 6. 
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从 而 对 任意 整数 n 而 言 ,n” - 7 的 最 大 约 数 为 6. 


故 选 (五 ). 

29.21 若 为 任何 整数 ,n*(n” 一 1) 可 被 整除 , 则 > 等 于 
(A) 12. (B) 24. (C) 12 的 任何 倍数 . 
(D) 12— nn. (E) 12 与 24. 


(第 7 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1956 年 ) 
[ 解 ] 当 n =2 时 ,n(n 一 1) = 12, 故 (B),(C),(D),(E) 不 真 . 
故 选 (4 ). 
29.22 设 户 是 任意 三 个 相 邻 正 奇 数 的 乘积 , 则 能 整除 所 有 这 样 
的 p 的 最 大 整数 是 
(A) 15. (B) 6. (C) 5. (D) 3. (E) 1. 
(第 19 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1968 年 ) 
[ 解 ] 设 三 正 奇数 分 别 为 2k - 1，2k + 1, 2k + 3. 由 题 设 
“pp 二 (2k 一 1)(2k + 1)(2k + 3), 上 为 正 整 数 . 
(1) 车 31k， 即 名 = 3m 时 ，2k + 3 为 3 的 倍数 ; 
(2) 和 在 有 &=37+1 时 ,22+1=2(032 +1)+1=62 +3， 即 
2k + 1 为 3 的 倍数 ; 
(3) 车 = 3m+2 时 , 2k -1=2(3m+2)-1= 6m+3， 即 
2k 一 1 为 3 的 售 数 . 
综 上 ,p 总 有 因子 3. 此 外 p 无 其 它 公 因子 ,这 只 须 注意 到 : 
pir=1.3.5, p> =7.9.11 
它们 的 最 大 公约 数 为 3. 
故 选 (五 ). 
29.23 ”数列 了 -1 -2, 3 -3 ,25 一 7 下 列 整数 中 能 
整除 这 个 数列 中 每 一 项 的 最 大 者 为 
(A) 1. (B) 60. (C) 15. (D) 120. (E) 30. 
(第 8 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1957 年 ) 
[ 解 ] 由 一 = (4 一 1 一 7 一 1(m 十 1)(22 +1) ,注意 
到 ?12),2 + 三 个 连续 整数 中 必 有 一 个 偶数 ,一 个 3 的 倍数 , 故 它 
们 之 积 能 被 6 整除 . 
下 面 证 明 2 -中 含有 5 的 因子 . 
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注 二 1 





并 刚 和 芒 放 


若 被 5 除 余 0,1,4 时 ;nn -1na+l 中 必 有 其 一 为 S$ 的 倍数 ; 

若 2 被 5 除 余 2,3 时 , 即 2 = 5m + 上 2(m 为 整数 ) 时 , 则 由 
n+1= (5mt2)+1= 25m’+20m+5 

知 n? +1 中 含 5 的 因子 . 

综 上 m5 一 可 被 30 整 除 . 又 2 -2=30. 


故 选 (五 ). 

29.24 设 5= 王 -22+32 一 4 十 和 一 … 一 19882 + 1989 .以 1991 
除 5, 所 得 的 余数 为 

(A) 0. (B) 1. (C) 2. (D) 4. 


(中 国 江 西 省 南昌 市 初中 数学 竞赛 ,1991 年 ) 
[ 解 1] 注意 到 下 面 变换 : 
12—2:+3 4+. + 1987: 一 19882 + 1989” 
= 1 + (1989 ~ 22) 一 (1988 — 32) + … 一 (9962 — 995’) 
1 + 1991 . 1987— 1991 . 1985 + -… — 1991.1 
~ 1+1991. (1987 - 198$S+… +3 一 1). 


有 


则 1991 除 5 余 1. 
故 选 (B). 
[ 解 2] 5 = (1 -22)+(32 — 4)+:.… + (1987: — 1988’) 
+ 1989 
=—-3-7-11—…— 3975 + 1989 


__ 3+ 3975) 994 ，19ggg? 


= 1989 . 995 = (1991 - 2) . 995 
= 1991 . 995 - 1990 = 1991 . 995 - 1991 + 1. 
则 1991 除 5 余 1. 


| 


故 选 ( 吾 ). 

29.25 ”确定 10051 可 被 10" 整除 的 最 大 正 整 数 为 

(A) 102. (B) 112. (C) 249. 
(D) 502. (E) 这 些 都 不 对 . 


(第 28 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1977 年 ) 
[ 解 ] 若 23' 3$”… 是 100S1 化 为 不 同 的 素数 的 寡 的 因子 分 解 式 ， 


那么 = minlk,m!. 
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数 是 


现在 5 与 1005 之 间 有 201 个 整数 可 被 5 整除 ;这 些 201 个 整数 中 有 
40 个 可 被 整除 ;这 些 40 个 整数 中 有 8 个 可 被 9 整除 ;这 些 8 个 整数 
中 有 1 个 可 被 5 整除 . 
因而 x = 201 + 40+8+1 = 250. 


叉 


因而 
故 选 (五 ). 


k> [3]- 502， 


n = minik,m! = 250. 


29.26 (24 - 1) 可 以 被 在 60 和 70 之 间 的 两 个 数 所 整除 ,这 两 个 


(A) 61,63. 
(D) 63,67. 


[ 解 ] 注意 到 下 面 代数 式 的 变换 : 


(B) 61,65. (C) 63,65. 
(E) 67,69. 
(第 22 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1971 年 ) 


深 壹 
二 二 1 


244 1 = (24- 1)(24+1) 


故 选 (C). 


一 (212 1)(2™ 十 1)(224 十 1) 
= (26 — 1)(26 + 1)(28 + 1)(2% + 1) 
= 63 .65. (2 +1)(224 + 1). 


29.27 ”对 于 每 一 个 奇数 p > 1 ,我们 有 
(A) (p12 -1 被 p -2 整除 . 
(8) (p - 1)20D + 1 被 户 整除 . 

(C) (p - D2 被 整除 

(D) (p 一 D2 +1 被 户 + 1 整除 
(E) (p - 1D2400 -1 被 户 -1 整除 


(第 18 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1967 年 ) 


[ 解 ] 由 设 p > 1 为 奇数 , 则 户 - ! 为 偶数 , 且 方 ( 户 - 1) = 为 
正 整数 .因而 


p-! 
(p—-1)2 -1= (2n)"-1 
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= (2n — 1)[(27)"!+ (27j)2 2 十 十 二 | 
知 其 含 因 子 22 -1= p-2. 知 (4) 正 确 . 
又 当 p = 5 时 ,(B),(C),(D),(FE) 皆 不 成 立 . 
故 选 (A). 
29.28 ” 当 忆 除 以 也 时 , 商 为 Q, 余 数 为 R, 当 QQ 除 以 D' 时, 商 为 
Q ,余数 为 R', 则 当 PP 除 以 DD’ 时 ,其 余数 为 
(A) R+ RD. (B) R'+ RD. (C) RR (DD) R. (E)}R.. 
(第 18 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1967 年 ) 
[ 解 ] 由 设 则 有 了 = QD+R, 且 Q = QD'+R .将 后 式 代 入 前 
一 式 有 
P=(QD +R)D+R= Q(DD)+(RD+R). 
由 于 RD-1， 且 R 之 D -1, 故 
R+RDA(D-1)+(D -1)D= DD -1< DD, 
则 R + RD 为 余数 . 
故 选 (A). 
29.29 当 自 然 数 已 和 P“ (其 中 PP > P'), 被 自然 数 品 除 时 ,余数 
分 别 为 RR 和 R'. 当 PP' 和 RR 被 DD 除 时 ,余数 分 别 为 r 和 x .那么 
(A) r 永远 大 于 . (B) r 永远 小 于 . 
(C) r 有 时 大 于 vr ,有 时 小 于 rr .，(D)r 有 时 大 于 r ,有 时 等 于 . 
(EE) r 恒 等 于 +.. 
(第 20 届 美国 高 中 数学 考试 ,1969 年 ) 
[ 解 ] 设 QQ,Q ,Q 分 别 为 P,P',RR’ 被 D 除 时 的 商 ,于 是 
P= QD+R, P=QD+R, RR = QD+ir. 
因而 PP’ = (QD + R)(QD+R’) 
= (QQD+ QR + QRID+ RR 
= (QQRD+QR +QR+Q)D+r, 
由 于 vr < DD, 上 述 除 法 结果 是 惟一 的 . 
因而 PP 被 DD 除 时 余数 + = 7 . 
故 选 (五 ). 
29'30 ” 设 a,b 为 正 整数 (a > 5),p 是 a,b 的 最 大 公约 数 ,g 是 a， 
b 的 最 小 公 倍数 . 则 p,g,a,b 的 大 小 关系 是 
(A) p 之 gq 之 a > 0 (B) g 守 a >6b>p. 
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(C)g 之 pp 之 a >0. (D) pa >6b2 gq. 
(第 2 届 "“ 希 望 杯 ”全国 数 学 邀请 赛 ,1991 年 ) 
[ 解 ] 由 题 设 知 ,p 过 minia,65b1, 且 9 之 maxia ,bi 这样 
PEL<aKyg. 
故 选 (B). 
29.31 已 知 三 正 整数 a,5,c ,它们 的 最 大 公约 数 是 吃 , 最 小 公信 
数 是 M ,下 列 的 叙述 中 ,是 真 的 为 
(1) 积 MD 不 小 于 apc. 
(2) 积 MD 不 大 于 abc. 
(3) 当 且 仅 当 a ,5,c 为 素数 时 , MD = apc. 
(4) 当 且 仅 当 4,6,c 两 两 互 素 时 ,MD = cg&c、 
(A)1,2. (B)1,3. (C)1,4. (D)2,3. (E) 2,4. 
(第 10 届 美国 高 中 数学 考试 ,1959 年 ) 
[ 解 ] 将 a,b,c 表示 成 素 因数 乘积 的 形式 时 :; 
也 为 各 因数 中 短 次 最 低 的 因数 之 积 ; 
MM 为 各 因数 中 备 次 最 高 的 因数 之 积 . 
故 abc 因数 的 次 数 不 小 于 MD 中 相同 因数 的 次 数 ,是 MD 中 有 的 因 
子 abc 中 必 有 ,因而 ”MD 所 ap. 
但 当 a ,b,c 互 素 时 ， MD = apc. 
故 选 (五 ). 
29.32 已 知 一 个 整 系数 多 项 式 , 某 同学 求 得 的 结果 是 F- 2) 
= 一 56, f(1) = 一 2,，f(3) = 53,，f(6) = 528. 则 他 计算 错误 的 是 
(A) f(— 2). (B) f(D. (C) f(3). (D) f£(6). 
(中 国安 徽 省 芜湖 市 数学 竞赛 ,1993 年 ) 
[ 解 ] 设 整 系数 多 项 式 为 p(x) = ar” 十 an1x™! + 二 x+ 
a0: 显 然 有 (mmx 一 +) 1 [pl(m) 一 p(t)], 其 中 mx 和 :都 是 整数 . 
由 此 结论 一 一 验证 ,可 知 f(3) = 53 计算 有 误 . 
XxX [1-(-2)]1[-~2-(-56)], 
但 (3—1)*[53-—(-2)],(3—-(-2)) (53— (- 56)), 
故 选 (C). 
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第 2 节 ” 式 的 整除 与 分 解 


29.33 ”在 1 和 100 之 间 有 多 少 个 整数 ”能 够 使 x+ x 一 nn 分解 
为 两 个 整 系数 的 一 次 因 式 的 乘积 
(A) 0. (B) 1. (C) 2. (D) 9. (E) 10. 
(第 40 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1989 年 ) 
[ 解 ] 设 x*+xt+n= (rx-a)(rx -5b), 
则 a+656=-1, 日 «wb =-n. 
即 a ,5 绝对 值 相差 1, 且 负 整 数 绝对 值 较 大 ,同时 ab = -,n 介 于 
1 一 100 之 间 ,于 是 有 表 
a 1 2 3 4 5 6 7 8 9 
bi-2 -3 -4 -5 -6 -7 -8 -9 -10 
n 2 6 12 20 30 42 56 72 90 
则 有 9 个 ”满足 题 设 . 
故 选 (DD). 
29.34 ”要 使 多 项 式 x* -2x -nn 能 分 解 为 两 个 整 系数 一 次 多 项 式 
之 积 , 则 不 大 于 100 的 自然 数 n 的 个 数 为 
(A) 8. (B) 9. (C) 10. (D) 11. 
(第 1 届 “ 五 羊 杯 ” 初中 数学 竞赛 ,1989 年 ) 
[ 解 ] 设 c 六 -2z-2=(z-alz-pb), 则 a,5 异 号 ( 积 为 一 7)， 
不 妨 设 a > 0,b < 0. 
由 cc+p=2, =-72 则 2z=ale-2)=(a--1) -1. 
邻 a 一 1 一 c, 则 可 写成 c? - 1 的 形式 ,其 中 c 为 非 负 整数 . 
在 不 大 于 100 的 自然 数 中 ,完全 平方 数 有 1,4,9,…,81,100, 共 10 
个 , 则 nn 可 取 3,8,…,80,99 这 9 个 自然 数 . 


故 选 (B). 

29.35 ” 设 a 是正 整 数 ,a < 100, 并 且 a? + 23 能 被 24 整除 ,那么 ， 
这 样 的 a 的 个 数 为 

(A) 4. (B) 5. (C) 9. (D) 10. 


(中 国 高 中 数学 联赛 ,1991 年 ) 
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[ 解 ] 只 要 考虑 24 | (ai - 1) ,我 们 有 
a3-1=(a-1)(a+a+l1)= (a-1)la(a+1)+1j. 
因 a(a + 1)+ 1 是 奇数 , 若 要 241(a -1), 必 有 2 1(a 一 了. 
若 a -- 1 不 能 被 3 整除 , 则 31a(a+1), 从 而 a(a +1)+1 不 能 被 
3 整除 . 
因此 , 若 要 24 | (a” -1), 必 有 31(a - 1). 这 样 就 有 
241(a-1)， 即 a=24k+1 (RE 2). 
由 24&+1T< 100,k 可 能 取 的 一 切 值 为 0,1,2,3,4, 也 就 是 这 样 的 
a 有 1,25,49,73,97 五 个 . 
故 选 (B). 
29.36 ”使 得 代数 式 
(x 4)(x*— 1)= (x*+3r+2)(x*— 8r+7) 
成 立 的 zx 值 的 个 数 为 
(A) 4. (B) 3. (C) 2. (D) 1. 
(第 1 届 “ 五 羊 标 ”初中 数学 竞赛 ,1989 年 ) 
[ 解 ] 原 式 移 项 因 式 分 解 得 
SC(r+2)(r+1)(rx-1)=0, 


解 得 z= 土 1, 一 2. 
故 选 (B). 
29.37 xr4 + 2x* + 9 的 一 因 式 为 
(A) x*+3. (B)x+1. (C) x* —3. 
(D) x* 2x-—3. (E) 非 上 述 答案 . 

(第 6 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1955 年 ) 


[ 解 ] 由 xi+2r*+9= xt+6xr +9-4z? 
= (zx: +3) 4x’ 
= (z +2x+3)(x’ -2x +3). 
故 选 ( 玉 ). 
29.38 设 m = n+xz, 其 中 为 自然 数 ,zx 为 二 位 正 整数 ,那么 
使 mx 为 合 数 的 xz 值 可 能 为 
(A) 16. (B) 61. (C) 81. (D) 64. 
(第 1 届 中 国 天 津 市 “中 华 少年 杯 ” 数学 邀请 赛 ,1987 年 ) 
[ 解 ] 由 n*+64= nt*+16n*+64-16n? 
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= (n* +8) — (4n) 
= (n*+4n+8)(n’— 4n + 8), 
知 工 =64 时 ， mx 为 合 数 . 


故 选 (DD). 

29.39 xr4 +4 的 因 式 之 一 为 

(A) x* + 2. (B)x+l1. (C) x* -2x +2. 
(D) x* —4. (E) 非 上 述 答案 . 


(第 4 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1953 年 ) 
[ 解 ] x4+4= x1+4x* ++4 一 4z = (x +2) 一 4z 
= (x +2r+2)(r’ -2r +2). 
故 选 (C). 
29.40 x4 + 64 的 因 式 为 
(A) (xz + 8)*. 
(B) (x* + 8)(x” — 8). 
(C) (x* + 2xr+4)(x -8r + 16). 
(D) (x*— 4x+8)(x*—- 4x -8). 
(E) (x — 4r+8)(x:+4x + 8). 
(第 5 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1954 年 ) 
[ 解 ] xi+64= x1+8 = x1i+16r*+8: -16x? 
= (x :+8):—16x° 
= (x +4r+8) (x -4r+8). 
故 选 (EE). | 
29.41 着 3x ”一 9x*+ kx 一 12 可 被 x -3 整除 , 则 还 可 被 下 面 式 
子 整 除 的 是 
(A) 3r*—x+4. (B) 3z2 — 4. (C) 3x + 4. 
(D) 3r 一 4. (E) 3x + 4. 
(第 12 届 美国 高 中 数学 考试 ,1961 年 ) 
[ 解 ] 由 设 FLz)=3z3-9r2+kAr-i2 可 被 -3 整除 , 则 
f(3)=0， 即 3:3-9.3+38-12=0， 和 得 k=4. 
此 时 (3z — 9x +4r—-12)(r-3)= 3zx+4. 
故 选 (C ). 
29.42 y +my+2 除 以 y 一 1 得 商 f(y), 余 式 为 RI,y + piy 十 


870 世界 数学 奥林匹克 解 题 大 辞典 





2 除 以 y+ 1 得 商 g(y), 余 式 为 R,, 若 RI = R;, 则 m 等 于 
(A) 0. (B) 1. (C) 2. (D)—1. (EE) 一 不 定数 . 
(第 16 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1965 年 ) 
[ 解 ] 由 设 y +mnyt+2= (y-1)f(y)+R, Q) 
是 y¥y+my+2= (y+1l)g(y)+ R,. (人 
在 四 中 令 y=1， 得 RI=3+m. 
在 四 中 令 y=-1， 得 R =3- 和 7 
由 设 R =R， 故 3+ 和 =3-M， 和 得 w=0. 
故 选 (A). 
29.43 如果 a,b 是 整数 ,日 "x+-1 是 ar; + br? + 1 的 一 个 
因 式 ,那么 5 等 于 
(A) — 2. (B)—1. (C) 0. (D) 1. (FE) 2. 
(第 39 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1988 年 ) 


[ 解 ] 用 综合 除法 有 





x -xr-1) ard tbr 二 1 
Qtx2 一 az? 一 Cr 
(b+ a)xr” 十 ax 十 | 


(a+b)r’— (a+b)r ~ (a+b) 


(2a + Bb)rt+ 1} +{a+t+6b) 
(zz 一 六 一 二 1 (az3 + bx? 十 1 ) ， 





1+(a+565) = 0, J a 二 1, 
2a+b=0. 解 得 | -2 
故 选 (A). : 
29.44 ” 式 21x* + ar +21 可 分 解 成 两 个 一 次 因 式 , 其 中 wa 为 正 
整数 . 则 a 是 
(A) 任何 奇数 . (B) 某 奇 数 . (C) 任何 偶数 . 
(D) 某 偶数 . (上 E) 零 . 


(中 国 广东 省 深圳 市 初中 数学 竞赛 ,1988 年 ) 
[ 解 } 设 21x*+ar+21= (mr + nj)(pr 十 q), 则 
21x* + ax +21 = mpx” + (mg + np)x + 70 ， 


BHO 


mp = 21 
A mg + np= a 
ng = 21 
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从 上 面 由,@ 两 式 知 ”m,n,p,g 均 为 奇数 . 
则 zzo + np 必 为 偶数 , 即 a 为 某 偶数 . 


故 选 (DD). 

29.45 若 z*+2x+5 是 x1+ px*+g 的 一 个 因 式 , 则 p 与 9 的 
值 应 为 

(A) — 2,5. (B) 5,25. (C) 10,20. 

(D) 6,25. (E) 14,25. 


(第 11 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1960 年 ) 
[ 解 ] 利用 综合 除法 z+ pr“ + g 除 以 x*+2x+ 5 商 x* 一 2x+ 
pp 一 1, 且 余 (12 -2p)rx+gq-5p+5. 
由 题 设 知 (12—-2p)xr+q—-5p+5=0, 
即 12-2p=0 日 gq~-5p+5=0. 
解 得 p= 6,q= 25. 
故 选 (DD). 
29.46 若 f(x)= xi+473+6pr:+49qr+r 恰 可 被 g(x)==x 
+ 3x* + 9x+3 除 尽 , 则 (p+ gq)r 的 值 为 
(A) — 18. (B) 12. (C) 15. (D) 27. (E) 45. 
(第 16 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1965 年 ) 
[ 解 ] 设 f(x) = (x+a)g(x), 则 有 
X14+47 3 +6pr +4gr+r 
= ri+(a+3)x + (3a +9)7x + (9a + 3)xr + 3a, 
比较 两 边 系数 有 a = 1, p=2,9g=3,r=3. 
故 (p+ gq)r = 15. 


故 选 (C). 
29.47 ”多项式 2x1 -3zs+ ar* + 7x + 5 能 被 x*+ x 一 2 整除， 
则 如 的 值 是 


(A) ~ 2. (B) — 12. (C) 6. (D) 4. (E) 3. 
(中 国 北京 市 初中 数学 竞赛 ,1984 年 ) 
[ 解 ] 设 274—3r3+ar +7r+b 
三 (xz 二 六 一 2)(2z2 士 77 十 元 ) 


通过 比较 系数 得 a =-12，5= 6. 
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因此 三 = 一 2. 

故 选 (A). 

29.48 设 p(x) = x?*+ bzx+c, 其 中 65 和 c 是 整数 , 奇 p(x) 同时 
是 xt4+6x:+25 和 3x4+4x*+28x +5 的 因 式 , 则 p(1) 是 

(A) 0. (B) 1. (C) 2. (D) 4. (E) 8. 

(第 37 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1986 年 ) 
[ 解 ] 由 x1+6r*+25= (z4+10z2+25) -4z 
= (x*+ 5) — (2x) 
= (x+2r+5)(x -2r +5), 

又 3rt+4r +28r7+5= (x :27r+5)(3x* + 6x + 1), 
则 p(x)=x*-2x++5, 且 p(1)= 4. 

故 选 (DD). 

29.49 ”对 某 些 实数 ~, 多 项 式 8z -4r 一 42x +45 可 被 (x 一)* 
整除 ,下 列 最 接近 于 r 的 数 是 

(A) 1.22. (B) 1.32. (C) 1.42. (D) 1.52. (E) 1.62. 

(第 31 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1980 年 ) 

[ 解 ] 因为 已 知 多 项 式 可 被 (x - >) 整除 ,所 以 它 除 以 (z - -~) 和 

(x 一 +)? 的 余 式 必须 是 零 .用 综合 除法 有 
8 妃 一 4z — 42x + 45 
= (x r)l8x + (8r -4)zr+(8 王 一 4r 一 42)]+8 六 一 4 
— 42r + 45, 

余 式 87 一 4r* 一 42r + 45 一 0, 又 (x 一 +) 可 整除 原 多 项 式 , 则 工 

-了 可 整除 上 面 的 商 , 即 
8xz2+(8r 一 4)+(8r 一 4r 一 42) 
= (rx—r)(8r + 16r -4)+24r*— 8r — 42. 
所 以 24r*— 8r—42=0. 


1 _3 或 -了 
解 得 "= 或 6 
因为 r = 到 不 能 使 前 面 一 个 余 式 为 零 ,所 以 上 = = 1.5 


故 选 (D). 
29.50 车 x*+3xy+Xx+ my 一 mm 有 两 个 关于 x,y 的 整 系数 一 
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次 因 式 , 则 mz 之 值 所 成 的 集合 为 


选 (A) 10,12, — 121 (B) 10,121. (C) 112, ~ 121 
(D) 1121 (E) 101. 
(第 15 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1964 年 ) 
[ 解 ] 设 原 二 次 式 有 因 式 (x + ay+ 5) 和 (x +cy+ qd), 将 其 积 展 
开 与 题 设 式 系数 比较 可 有 
a+rc=3, 
b+d= |]1, 
ad tbc= m, 
bd =— 1m, 
ac = 0. 


由 中 ,可 得 c 一 0, a = 3 或 a = 0,c= 3. 
将 c=0,4a=3 代 人 人 得 34d = 尹 ， 
将 电 代 人 四 得 3d =- bd. 
而 d=0， 则 mm = 0， 
奋 d 关 0， 由 但 有 b=-3. 
再 由 壕 有 4d =4, 代 和 人 四 得 mm = 12. 
由 对 称 性 ,将 a = 0, c = 3 代 人 结果 同上 . 
综 上 m 二 0 或 12. 
故 选 (B). 
29 .51 式 子 妇 一 闻 一 +2 和 十 工 二 一 > 
(A) 没有 整 系数 和 整 指 数 的 一 次 因 式 ， 
(B) 有 因 式 一 + 二 y+ x. 
(C) 有 因 式 x 一 y 一 +1. 
(D) 有 因 式 +y-z+1. 
(E) 有 因 式 7 一 y+z+1. 
(第 14 届 美国 高 中 数学 考试 ,1963 年 ) 

[ 解 ] 原 式 = x (yy -2y+z)+rty-e 

= x (y-2) +rt+iy—e 

= (x+y— zz)(r—- y+z)+(r+iy— 2z) 

= (z+y— xz)(r—-y+z+1). 


QH QOOOO 


故 选 ( 玉 ). 
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29 :52 Ty 一 yz 十 2 并 一 并 2z 十 人 十 之 一 2ryz 因 式 分 解 后 
的 结果 是 
(A) (yy 一 =) (x+y): (rx— 2). 
(B) (y— z): (rx—y): (x+ 2). 
(C) (y+ xz)*: (xr—y)': (r+ <). 
(D) (y+ xz): (r+i+y)': (rx— <). 
(中 国 上 海 市 初中 数学 竞赛 ,1985 年 ) 
[ 解 ] 原 式 = (x*y-x 2z)+ (zy— ye)+ (yr -2ry + zr) 
= x (yx)+ yz—-y)+xr(y- 2) 
= (y— xz)[r -y+ 7r(y~- zz) 
= (y— ~) (2 — y+ ry— rz) 
= (y— z)[x(x -2)+ y(r — <)] 
= (y— 2)(rx- z)(r + y). 
故 选 (A). 
29.53 ”两 奇数 平方 差 可 被 8 除 尽 . 关 a > 0, 且 2a+1 与 25+1 
为 两 奇数 , 欲 证 前 叙述 ,我 们 给 与 平方 数 之 差 为 
(A) (2a + 1)* ~ (26 + 1)°. (B) 4a — 46° + 4a — 46. 
(C) 4[a(a+1)- bl(b+1)]. (D) 4(a ~ b)(at+b+1). 
(E) 4(a2 +a—b* -6b). 
(第 $ 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1954 年 ) 
[ 解 ] 由 题 设 注意 到 a > 2 有 
(2a + 1)° — (26 +1) 
= 4a*+4at+1-465~4bp-1l 
= 4la(a+1)- 6b(b + 1)], 
a(a+1),b(b + 1) 为 两 连续 整数 , 必 含 2 的 因子 ,其 差 仍 为 偶数 . 
故 选 CC). 
29.54 若 x,0 都 是 自然 数 ,日 a 除 以 7 余 2,5 除 以 7 余 5. 当 
a” > 35 时 ,a* -30 除 以 7 的 余数 是 
(A)1. (B) 3. (C) 4. (D) 6. 
(中 国 江西 省 南昌 市 初中 数学 竞赛 ,1989 年 ) 
[ 解 ] 设 a=7n+2,6=7n+t+5 (m,n EN)， 
则 a 3b = (Tm+2)— 37n+ 5) 
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尝 询 条 放 


= 7(Tm* +4m—3n)—11 
= 7(Tm + 4m— 3n)— 14+3, 
知 a? 一 35 除 以 7 余 3. 


故 选 (B). 

29.:55 当 xS+1 除 以 x -1 时 ,其 余数 为 

(A) 1. (B) -1. (C) 0. 
(D) 2. (E) 以 上 答案 都 不 正确 . 


(第 1 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1950 年 ) 
[ 解 ] x 一 a 除 整 系数 多 项 式 f(x) 时 , 余 项 为 f(a), 所 以 x+ 
1 除 以 x -1 时 ,余数 是 1 +1 = 2. 


故 选 (DD). 
29.56 多项式 x 一 x* + 1 除 以 x“ 一 1 的 余 式 是 
(A) 1. (B)—1. (C) zx 一 工 (D) 之 十 上 . 


(中 国 初 中 数学 联赛 ,1993 年 ) 
[ 解 ] 由 xy 一 veo+1l1= x(x 1)+1 
= xzefl(z2 m1)(rt+ rx +1)j+1, 


知 x 一 x 十 1 除 以 x* 一 1 余 式 是 1. 


故 选 (A). 
29.57 ” 当 x1t+ 51 除 以 x + 1 时 ,余数 是 
(A) 0. (B) 1. (C) 49. (D) 50. (E) 51. 


(第 25 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1974 年 ) 
[ 解 ] 由 余数 定理 f(x) = x™ + 51 除 以 x + 1 的 余数 是 
f(-1)= (-1)!+51 = 50. 
故 选 (D). 
29.58 以 x 一 3x + 2 去 除 x!% 所 得 的 余 式 R 是 一 个 次 数 低 于 
2 的 多 项 式 , 那 么 R 可 以 写成 
(A) 2104 —1. (B) 21%0(x -1)- (x -2). 
(C) 21%( x — 3). (D) z(210 ~ 1) +2(22 — 1). 
(E) 2190 (x +1)- (x +2). 
(第 20 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1969 年 ) 
[ 解 ] 设 z = Q(xr)(zx* 一 3x+2)+ R(x), 这 里 Q(z) 是 一 个 
98 次 的 多 项 式 , 且 R(x) 的 次 数 小 于 2, 令 R(z+) = az + 5. 则 
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xi = Q(xr)(r -2)(r -1)+(ar+6b) 

邻 7+ = 1,2 可 得 1=a+p，2 以 = 2a+6B. 

因而 a=2%0-1, b=1-a=2-2%. 

因此 R(x) = 2%(xr -1)- (rx -2). 

故 选 (B). 

29.59 ” 设 P(x) 是 一 个 多 项 式 , 当 P(x) 被 + 一 19 除 时 余 99, 当 
P(X) 被 x 一 99 除 时 余 19. 当 P(x) 被 (x 一 19)(x - 99) 除 时 余 式 为 

(A)— x + 80. (B)x + 80. (C)—-x+118. 

(D)x + 118. (E)0. 

(第 50 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1999 年 ) 


[ 解 ] 设 p(x) = (x 一 19)(x 一 99)Q(z)+ar+6, 这 里 Q(x) 


为 次 数 较 p(x+) 次 数 低 2 次 的 多 项 式 ,a ,2 为 待定 常数 . 
由 设 p(19) = 99，p(99) = 19, 知 
19a+ b= 09, 
99a t+ b= 19. 
解 得 aa=-1 0= 118. 
这 样 -x+118 即 为 pp(z) 除 以 (z- 19)(z -99) 时 的 余 式 . 
故 选 (C). 
29.60 设 g(z)=x+zr+xz+xzz+xv+l 当 多 项 式 &(xE) 
除 以 多 项 式 g(x) 时 , 余 式 是 
(A) 6. (B) $ 一 并. 
(C) 4— x+ x’. (D)3—-x+x’ -x. 
(E)2—- r+7x x? +x. 
(第 28 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1977 年 ) 
[ 解 ] 等 式 (z-1T(2 A++ 二 1) = +- 中 以 xz 代替 
x 得 到 
(ze 一 1)(Czr6n 十 Tl) 十 十 1) = 6(ntl) 一 1 ， 
则 gz) = x H+ +xl+1 
= (ri0 -1)++(rLt-1)+6 
= (x (xt) t+ (re ~ 1)(r +1)+6 
g(r)(zr— Dr te) + + (r+1)l+6, 
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深 耽 


于 1 让 


a 








a = (rl)(r re) + + (ro 1)]+ es 
因而 当 g(x) 除 g(x"*) 时 余 式 是 6. 
故 选 (A). 
29.61 多 项 式 x*”*” + 1+ (x ++1)*” 不 能 被 x*+ x + 1 整除 的 条 
件 是 ,大 ”等 于 
(A)17. (B20 (O21  (D)64  (E)65. 


(第 31 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1980 年 ) 

[ 解 ] 设 f(x) = x +x+1, 日 设 g(x)= 72+1+( 二 1)22. 

又 f(x)= (rxr-r)(r-r), 
其 中 ~ = 二 | 二 和 rr = 3 是 f(x) = 0 的 两 个 根 . 

”这 样 当 且 仅 当 z -> 和 >z 一 都 能 整除 g, (x) 即 g(r) = g(r ) 

= 0 时 f(x) 能 整除 g(x). 

因为 和 yx 是 共 忽 复数 ,只 须 确 定 g,(r) = 0 中 的 就 可 以 了 . 注 
意 到 

gx) = [x "+[(r+1)]*+1, 


且 注 意 到 /和 +1 = 上 二 都 是 1 的 6 次 根 (这 很 容易 由 复 平面 单 
位 圆 看 出 来 ) 

这 样 一 和 (r + 1)* 都 是 1 的 立方 根 . 

于 是 g,(r) 的 值 只 取决 于 被 3 除 时 所 得 的 余数 .直接 计算 (也 可 
由 复 平面 单位 圆 ) 得 到 

go(r)=3, gi(r)=0, g2(r)=0. 

即 ” 当 31n 时 ， f(x) +g,(zx) 

故 选 (C) 

29.62 ” 当 多 项 式 zs 被 x + 方 所 除 时 ,用 qi(z) 和 ri 分 别 表示 


商 式 和 余 式 , 当 oil(z) 再 被 过 + 所 除 时 ,再 用 gp(x) 和 六 分 别 表 示 
商 式 和 余 式 ,那么 r, 等 于 
(A (B) -Ol (D)-16 (PE) 256 
(第 30 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1979 年 ) 
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[ 解 ] 设 a = - 方 ,运用 余数 定理 得 r， = as. 又 由 等 式 


rs = (r-a)gq(r)+ri= (xr—-a)g(z)+a’, 

8 一 as 
g(x) = (rt + a)(xt + a)(r+a). 

所 以 ” 当 g(x) 除 以 x -a 时 ,运用 余数 定理 有 


1 
rz = qi(a)= Ba’ =- 16- 





qi(x) = = x tar t+a’, 


一 
em 


渤 


改选 (B). 
29.63 设 n +p 能 被 n + g 整除 (n,p,g 都 是 正 整 数 ). 当 最 
大 时 ,相应 的 p 和 gq 的 值 是 
(A) p = 100,9 = 10. (B) p = 3000,9 = 20. 
(C) p = 50,g = 12. (D) p = 300,9 = 15. 
(中 国 江苏 省 初中 数学 竞赛 ,1986 年 ) 
[ 解 ] 由 tp 2 oto+h-e 


n+g n+tg 
若 (n + gq) 1 (n+ p), 则 (n+ gq) 1 (pq ). 
对 于 (A),(B),(C),(D) 中 的 p,q 来 讲 ,p -og < 0, 且 


(100,10) |(5000,20)! (50,12) .; (300,15) 
0 — 3000 — 1678 


= 20 -1， 且 n 最 大 . 












显然 , = 3060 时 ， 


3060 + 15 
故 选 (D). 
29.64 ”车 p 为 正 整数 , 则 - 汉 二 全 可 能 为 下 整数, 当 目 仅 当 p 为 


(A) 不 小 于 3. (B) 不 小 于 3 且 不 大 于 35. (CO) 不 大 于 35. 
(DD) 等 于 35.  ”(E) 等 于 3 或 35. 
(第 7 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1956 年 ) 


[ 解 ] 设 冶 二 3 -nn， 为 正 整数 
显然 , 若 2p 一 5 二 有 有， 则 3p+25= nk. 
消去 p 有 kl2n 一 3)=6=1.65=5.13， 所 以 
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向 基底 


k= 1,65,5,13; 
2n~3= 65,1,13,5. 
则 p= 3,35, 5,9. 


故 选 (B). 

29.65 ” 求 出 使 台 一 1 是 非 零 可 约 分 式 的 最 小 的 正 数 ”的 值 
(A) 45， (B) 68. (C) 155. 
(D) 226. (E) 以 上 结论 都 不 对 . 


(第 36 届 美国 高 中 数学 考试 ,1985 年 ) 
[ 解 1] 由 题 设 知 , 者 2-13 与 St+6 有 约 数 , 则 它们 均 为 某 正 数 
&(& 关 1) 的 倍数 . 
它们 的 差 亦 应 为 的 倍数 ,又 51+(5n + 6), 则 
(Sn + 6)— 5S(n ~ 13) 
亦 应 为 上 的 倍数 . 
而 Sr +6-5S( 一 13) = 71, 有 是 71 是 素数 , 则 kk = 71. 








义 71 1 (n ~ 13)， 
因而 nn 二 Tlm + 13， m 三 人， 1 ， 2 ,…- 

7 一 13 , 
SEE 非 0，… m 三 1 时 n= 84 为 所 求 . 

故 选 (五 ). 

[ 解 2] 设 - 13 = ms,， Sn+6= mt (m 关 1, 5s,t 为 整数 ). 

.171 131+6s 
解 得 ms NT ris 


71 是 素数 , 且 m 是 正 整数 , 则 m = 71. 
nn 二 71ls+13， ;为 正 整 数 . 

s= 1 时 ， nn = 84. 

帮 选 (五 ). 
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第 1 市 柯 数 和 偶数 


30 .1 设 p,g 是 自然 数 ,条 件 甲 :p; - 03 是 偶数 ;条 件 乙 :p + g 
是 偶数 .那么 
(A) 甲 是 乙 的 充分 而 非 必要 条 件 . 
(B) 甲 是 乙 的 必要 而 非 充分 条 件 . 
(C) 甲 是 乙 的 充 要 条 件 . 
(D) 甲 既 不 是 乙 的 充分 条 件 也 不 是 乙 的 必要 条 件 . 
(中 国 高 中 数学 联赛 ,1983 年 ) 
[ 解 ] p*” 下 是 偶数 二 >p,q 有 相同 的 奇偶 性 <> p +g 是 偶数 . 
故 选 (C). 
30.2 ”车 正 整数 a ,b,c 满足 a? + 5* = c*, 且 a 为 素数 ,那么 5,c 
两 数 
(A) 同 为 奇数 . (B) 同 为 偶数 . 
(C) 一 奇 一 偶 . (D) 同 为 合 数 . 
(第 1 届 “ 五 羊 杯 ”初中 数学 竞赛 ,1989 年 ) 
[ 解 ] 因 4a7= -6 = (c+b)(c ~ 2b), 
又 因 a 是 素数 ， 且 c+b>c-5， 则 
c-b=1, 县 c+6b= a2. 
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又 ”cc 一 5 为 奇数 , 则 < 与 5 必 为 一 奇 一 偶 . 


选 故 选 CC ). 
30.3 ”若是 大 于 1 的 整数 , 则 代数 式 
关 » Gs 
p=n+(n*—-1) 2 
的 值 
(A) 一 定 是 偶数 . (B) 一 定 是 奇数 . 


(C) 是 偶数 但 不 是 2. (D) 可 是 偶数 也 可 以 是 奇数 . 
(中 国 初 中 数学 联赛 ,1985 年 ) 


[ 解 ] 当 为 偶数 时 ， 上 一生 上 = 0， p= n+1 是 奇数 


当 为 奇数 时 ， 二 全 二 =- 1， 县 妇 一] 为 偶数 ， 
知 p= 二 n+ (nn 一 1) 为 奇数 . 
故 选 (B). 
30.4 有 99 个 大 于 1 的 自然 数 , 它 们 的 和 为 300. 若 把 其 中 9 个 数 
各 减 去 2, 其余 90 个 数 各 加 上 1. 则 所 得 的 99 个 数 的 乘积 必 为 
(A) 奇数 . (B) 偶数 . (C) 质数 . (D) 完全 平方 数 . 
(第 2 届 “ 五 羊 杯 ”初中 数学 竞赛 ,1990 年 ) 
[ 解 ] 由 题 设 9 个 数 各 减 去 2, 则 共 减 去 18. 
又 90 个 数 各 加 1, 则 共 加 上 90. 
这 样 新 的 99 个 数 总 和 为 ”300 + 90 -18 = 372. 
因而 这 99( 奇 数 ) 个 新 数 和 为 偶数 , 则 其 中 必 至 少 有 一 个 为 偶数 . 
这 99 个 新 数 之 积 定 为 偶数 . 
故 选 (B). 
30.5 一 个 两 位 数 ,用 它 的 个 位 ,十 位 上 的 两 个 数 之 和 的 3 售 减 去 
- 2, 仍 得 原 数 .这 个 两 位 数 是 
(A) 26. (B) 28. (C) 36. (D) 38. 
(第 2 届 " 和 希望 杯 ” 全 国 数学 邀请 赛 ,1991 年 ) 
[ 解 ] 设 这 个 两 位 数 为 ab ,由 题 设 则 有 
3(at+6b)+2= 10c2+2p， 即 7a=26+2= 2(b+1) 
显然 由 上 式 知 a 是 偶数 , 昌 5+ 1 是 7 的 倍数 . 
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故 选 (A). 

30.6 ”如 果 一 个 数 等 于 某 个 自然 数 的 平方 , 就 称 它 为 完全 平方 
数 .已 知 a 和 5 是 两 个 完全 平方 数 ,a 的 个 位 数字 为 1 ,十 位 数字 为 x; 

5 的 个 位 数字 为 6, 十 位 数字 为 y. 则 
(A) zx,y 都 是 奇数 . (B) x ,y 都 是 偶数 . 
(C) x 为 奇数 ,y 为 偶数 . (D) z 为 偶数 ,y 为 奇数 . 
(第 2 届 “ 五 羊 杯 " 初中 数学 竞赛 ,1990 年 ) 

[ 解 1] 因 9 = 81, 又 6 = 36, 若 令 a =81，2=36, 则 知 (4A)， 

(B),(C) 不 真 . 


故 选 (D)， 

[ 解 2] 因为 a 的 个 位 数字 为 1, 且 a = 六 , 则 六 的 个 位 数字 只 第 
能 是 1,9. 而 的 百 位 数字 不 影响 a 的 十 位 数字 , 设 m 的 十 位 数字 为 c， 三 
则 a 的 十 位 数字 为 2c 的 个 位 数字 ,或 18c + 8 的 个 位 数字 ,它们 都 是 偶 ， 二 
数 


数 . 
又 0 的 个 位 数字 是 6, 又 2 = nw, 则 的 个 位 数字 是 4 或 6. 而 的 
十 位 数字 设 为 c, 则 5 的 十 位 数字 等 于 8c + 1 的 个 位 数字 ,或 12c + 3 的 
个 位 数字 ,它们 都 是 奇数 . 
故 选 (DD). 
30.7 设 M = a? +6b2+c?, 其 中 a,6b 是 相 邻 的 整数 , 且 c = ab， 
则 AM 
(A) 总 是 偶数 . (B) 有 时 是 奇数 . ”(C) 总 是 奇数 . 
(D) 有 时 是 有 理 数 . (EE) 总 是 无 理 数 . 
(第 18 届 美国 高 中 数学 考试 ,1967 年 ) 
[ 解 1] 设 a=n， 则 5=n+l1,， c= n(n+1). 
由 题 设 有 
M* = 十 (7 二 1 六 二 22(7 十 1 
=n1+2n +3n +2n+1 
=(n) +n+ +2n .n+2n 2 +2. 
=(n + n+ 1)°, 
所 以 M=n +nt+l. 
又 nn 与 n+1 必 为 一 奇 一 偶 ,其 和 必 为 奇数 . 
帮 选 (C). 
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[ 解 2] M= va2+8+c = V(a—-6) +2ab+ (ab) 
由 a,b 是 相 邻 整数 , 则 (a - 6) = 1, 且 a5 为 偶数 .所 以 
M= V1i+2ab+(ab) = ab+l, 
则 M 是 奇数 . 
故 选 (C). 
30.8 ”如 果 a,b,c 是 正 整数 , 且 a,b 是 奇数 ,那么 3 + (5 一 1)?*c 


和 


(A) 奇数 . (B) 偶数 . 

(C) 当 c 为 偶数 时 ,是 奇数 ; c 为 奇数 时 ,是 偶数 . 

(D) 当 c 为 奇数 时 ,是 奇数 ; c 为 偶数 时 ,是 偶数 . 

(E) 如 果 c 不 是 3 的 倍数 ,为 奇数 ;如 果 c 是 3 的 倍数 ,为 偶数 . 

(第 43 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1992 年 ) 

[ 解 ] 由 3 是 奇数 ;又 5 是 奇数 , 则 6 一 1 是 偶数 ,从 而 (5 一 1)* 是 
偶数 ,进而 (5 - 1)?c 是 偶数 .因此 ”3 + (6 -1)*c 是 奇数 . 

故 选 (A). 

30.9 有 18 支 代表 队 参 加 比赛 开幕 式 . 进 场 时 ,第 1 支 代表 队 有 
27 人 ,第 2 支 代表 队 有 26 人 ,…, 第 18 支 代表 队 有 10 人. 如果 他 们 都 是 
按 一 路 纵队 进 场 ,并且 按 进 场 先 后 次 序 把 18 支 代表 队 的 所 有 代表 编 上 
1,2,… ,333 号 . 则 最 后 一 名 代表 编号 为 奇数 的 代表 队 的 支 数 是 

(A) 8. (B) 9. (C) 10. (D) 11. 

(第 2 届 “ 五 羊 杯 ” 初 中 数学 竞赛 ,1990 年 ) 

[ 解 ] 第 1 支队 的 最 后 一 名 代表 编号 为 27， 

第 2 支队 的 最 后 一 名 编号 为 27 + 26 = 53， 

第 3 支队 的 最 后 一 名 编号 为 27 + 26 + 25 = 78， 

第 4 支队 的 最 后 一 名 编号 为 27 + 26 + 25 + 24 = 102， 

这 样 各 代表 队 的 编号 按 奇 奇 偶偶 奇 奇 …… 规律 循环 变化 . 

又 共有 18 支 代表 队 , 则 有 10 支 代 表 队 最 后 一 名 代表 编号 为 奇数 . 

故 选 (C). 
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第 2 节 素 数 


30.10 著名 的 哥 德 巴赫 猜想 指出 ,任何 大 于 7 的 偶 整数 可 以 恰好 
写 为 两 个 不 同 素数 之 和 ,用 这 种 方法 表示 偶数 126, 两 个 素数 之 间 最 大 
的 差 是 
(A) 112. (B) 100. (C) 92. (D) 88. (E) 80. 
(第 24 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1973 年 ) 
[ 解 ] p= 13 是 使 126 一 pp 也 是 素数 的 最 小 的 素数 .那么 最 大 的 差 
是 113 - 13 = 100. 
故 选 (B). 
注 ”126 表示 成 两 个 素数 之 和 共有 十 种 方法 : 
13+113, 17+ 109, 19+ 107, 23+ 103，29+97，37+89， 
43+83，47+79，453+73， 59+67. 
30.11 47 表示 成 两 个 素数 和 的 方法 种 类 数 是 
(A)0. (B11. (O02. © (D)3. (EP) 多 于 3. 
(第 5 届 美 国 初中 数学 考试 ,1989 年 ) 
[ 解 ] 47 是 奇数 ,而 素数 除 2 之 外 全 为 奇数 . 
这 样 由 “奇数 + 奇数 = 偶数 ”和 “偶数 + 奇数 = 奇数 ” 知 ， 
47 表示 成 两 素数 和 时 ,其 中 必 有 一 个 为 2, 这 样 另 一 个 是 45, 它 不 
是 素数 . 
因而 47 无 法 表示 成 两 个 素数 和 . 
故 选 (A). 
30.12 三 个 素数 p,qg,r, 满 足 p+g=r 且 1<p<g, 那 么 p 
等 于 
(A) 2. (B) 3. (C) 7. (D) 13. (E) 17. 
(第 34 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1983 年 ) 
[ 解 ] 由 设 p+g= r, 且 站,r 均 为 素数 . 
又 素数 中 除 2 之 外 ,其 余 皆 为 奇数 . 
显然 上 和 2, 因此 -是 奇数 , 则 p,q 一 奇 一 偶 . 


闪失 
十 1 竹 
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这 


又 p<g,， 则 p= 2. 
故 选 (A). 
注 ”这 个 命题 可 推广 .引伸 为 : 
求 满足 等 式 p+ gf 二 的 素数 p,q,r. 
(第 $53 届 莫 斯 科 数 学 竞赛 ,1990 年 ) 
[ 解 ] 若 p < 9g, 则 仅 有 一 组 解 p 一 2，gqg 一 3，r=17. 
因 是 素数 , 则 p,q 之 一 为 偶数 , 则 p 一 2. 又 当 g 为 不 小 于 5 的 素数 时 ,有 
21+g = (24+1)+(q 一 1) 
= 3(24 1 -2247+ +1)+(g -1)(g+1), 
又 31(g 一 1)(g+1)， 则 31(24+g?), 与 + 是 素数 矛盾 ! 
30.13 ”从 1,2,3,4,5,6,7,8,9 中 任 取 五 个 数 . 则 
(1) 其 中 必 有 两 数 互 素 ; 
(2) 其 中 必 有 一 数 是 另 一 数 的 倍数 ; 
(3) 其 中 必 有 一 数 的 两 倍 是 另 一 数 的 倍数 . 
以 上 结论 中 ,正确 的 个 数 为 
(A) 0 个 . (B) 1 个 . (C) 2 个 . (D) 3 个 . 
(中 国 江苏 省 初中 数学 竞赛 ,1988 年 ) 
[ 解 ] 因为 从 1 ~ 9 这 九 个 连续 自然 数 中 取 五 个 ,其 中 必 有 两 个 
下 整数 相 邻 ,否则 将 包含 1. 而 相 邻 正 整 数 必 互 素 , 又 1 与 任何 自然 数 互 
索 , 故 (1) 成 立 . 
选 $5,6,7,8,9 可 否定 (2). 
把 这 九 个 自然 数 分 成 三 组 :(1,2,4,8),(3,6,9) 和 (5,7). 
在 前 两 组 中 ,任意 从 每 组 中 挑 两 个 数 ,总 有 一 数 的 两 倍 是 另 一 数 的 
倍数 . 
这 样 五 个 数 皆 取出 前 两 组 ,结论 (3) 显然 成 立 ; 
而 五 个 数 中 的 四 个 或 三 个 取 自 前 两 组 , 必 会 在 其 中 一 组 至 少 取 两 
个 数 ,因而 结论 (3) 成 立 . 
故 选 (C). 
30.14 ”如 果 n 是 大 于 1 的 最 小 非 素数 ,并 且 它 没有 小 于 10 的 素 
因数 ,那么 
(A) 100 < nn 过 110. (B) 110 < nn < 120. 
(C) 120 < nn 过 130. (D) 130 < nn 140. 
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(E) 140 < 2 < 150. 
(第 35 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1984 年 ) 
[ 解 ] 数 一定 是 两 个 或 两 个 以 上 大 于 10 的 素数 的 积 (它们 不 一 
定 不 同 ) ,满足 这 个 条 件 的 最 小 素数 是 11. 
”所 以 它们 的 最 小 的 积 是 11. 11 = 121. 
故 选 (C). 
30.15 ” 设 a,b 都 是 整数 ,组 出 四 个 命题 : 
(1) 大 a + 56 是 偶数 , 则 a - 32 也 是 偶数 . 
(2) 厂 a + 5 能 被 3 整除, 则 a,b 都 能 被 3 整除. 
(3) 者 a + 5 是 素数 , 则 a - 8 一 定 不 是 素数 . 


3 3 
| 一 nd a —pb _a-b 
(4) 若 c= a+5 关 0, 则 te 


上 述 命 题 中 是 正确 命题 的 个 数 是 
(A) 1 个 . (B) 2 个 . (C) 3 个 . (D) 4 个 . 
(中 国 “ 祖 冲 之 杯 ” 初 中 数学 邀请 赛 ,1989 年 ) 
[ 解 ] 设 a1565=2n(n =1,2,3,-…) 则 a= 2n-5b. 
得 a-36=22-80=2(0 -40).， 故 (1) 成 立 . 


设 atb= 3n(n = 1,2,3,…)， 则 有 7 全 


一 14 和 软 


束 
数 





当 n= 1 时， 则 ”和 扫 <1， 轨 <1 故 (2) 不成立. 
在 a + 为 素数 ,a -0 也 可 能 为 素数 ,如 14+3= 17,14-3=11 
均 为 素数 . 故 (3) 不 成 立 . 
因为 c=4+b 关 0， 则 有 
a sb (a-b)(ar+ab+ 6b) 
Q3 十 c3 本 (a 十 c)(a’ 一 CC 十 C2) 
四 (a 一 站 )(@ + ab + b’) 
(atc)(ar -ab—-a+a’+2ab + b) 


~_a-b 
CE 二 CC 








则 (4) 成 立 . 

故 选 (B). 

30.16 在 2=20:30.40.50.60.70.80.90.100.110.120 
130 , 则 不 是 ”的 因数 的 最 小 素数 是 
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(A) 19. (B) 17. (C) 13. (D) 非 上 述 答案 . 
(中 国 上 海 市 初中 数学 竞赛 ,1987 年 ) 
[ 解 ] 由 于 nn =2.:3.4.:5.….9.10.11.12.13.10* 
= 2 .3 .54.7.11.13, 
显然 ,不 是 ”的 因数 的 最 小 素数 是 17. 


故 选 (B). 

30.17 ”可 除 尽 31! + 55 的 最 小 素数 是 

(A) 2. (B) 3. (C) 5. 
(D) 311 + 50. (E) 这 些 都 不 对 . 


(第 25 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1974 年 ) 
[ 解 ] 因为 3” 和 5” 都 是 奇数 ,它们 的 和 必定 是 偶数 . 
又 2 是 最 小 的 素数 . 
故 选 (A). z 
30.18 ”两 个 素数 p,q 恰 是 整 系数 方程 一 99x + m = 0 的 两 个 


忆 gq 
很 , 则 7 ty 的 值 是 


9413 9413 
(A) 9413. (B) 94 (C) 99 - 
(D) 国产 (E) 以 上 答案 都 不 对 ， 


(中 国 北 京 市 初中 数学 竞赛 ,1983 年 ) 
[ 解 ] 两 素数 p,g 是 整 系数 方程 x? 一 99x + m = 0 的 两 个 根 .所 
以 p+g = 99. 易 知 p,g 分 别 为 2 和 97. 则 
Pig .9 ,2 91 
g bp 2 97 ”194- 
故 选 (B). 
30.19 ” 阁 p,g 都 是 自然 数 ,方程 
pr” -gr+i+1985=0 
的 两 个 根 都 是 素数 , 则 12p* + 9 的 值 等 于 
(A) 404. (B) 1998. (C) 414. (D) 1996. 
(中 国 北京 市 初中 数学 竞赛 ,1985 年 ) 
[ 解 ] 设 px’ 一 qr + 1985 = 0 的 二 根 为 xz,xz;,; 则 
_ 1985 _ 5.: 397 


A127 ， 


p p 
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由 于 T1142 均 为 素数 ,所 以 p= 1, 且 两 根 Tl» 村 2 分 别 为 5 与 397. 
由 TIt X22 = qg= x1I+ x = $+ 397 = 402, 


故 12p* + g = 12 + 402 = 414. 

故 选 (C). 

30.20 ” 奉 记 为 素数 , 且 方 程 x* + pr - 444p = 0 的 两 根 均 为 整 
数 , 则 

(A) 1< pHl. (B)11<p<21l. (C21< p<31. 

(D) 31 < p41. (E) 41 < p 志 51. 

(第 38 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1987 年 ) 
[ 解 ] 由 题 设 及 韦 达 定理 有 ( 设 方 程 两 根 为 xl , x,): 
Zi 十 2 三 一 户 ， 
TI17XT2 =~ 444p = 一 4 3. 3775. 

因为 p>1， 

所 以 xl = 37p， x2 =- 12 不 可 能 ,这 只 须 注意 到 37p - 12 关 - 
“pp 即 可 . 

多 xzi1=+12p，x2 = 和 37 时 ,由 12p 一 37 关 -pp，37-12p 
闫 一 pp， 故 亦 不 可 能 . 

而 xi =+3p， Xx2 = 二 4.37 时 ， 
由 4:37-3p=- 思 即 4.37 =20， 知 p 为 合 数 ,不 要; 

而 3p 一 4.37=~p, 即 4p=4. 37， 知 p= 37. 

XX Xl = 二 4p， xX; = 二 3.37 有 时 ， 
由 40p-3.37=-zp， 即 5p = 3.37 不 可 能 成 立 ; 

而 3.37-4p=~p， 即 3p=3.37， 得 p= 37. 

出 x1 = 土 p， XxX2 三 二 444 时 ， 
由 pp-44=-p 知 p= 222 为 合 数 不 妥 ， 

市 444-p=~p， 矛盾 ! 

综 上 p= 37. 

故 选 ( 厂 ). 

30.21 设 p 是 素数 ,如 果 方 程 x? 一 Pr 一 580p = 0 的 两 个 根 均 为 
整数 , 则 

(A)0O<p< 10. (B) 10 < p < 20. 
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和 骇 售 


(C) 20 < p< 30. (D) 30 < p < 40. 
(中 国 江 苏 省 初中 数学 竞赛 ,1987 年 ) 
[ 解 ] 由 设 方程 的 根 为 
_ pt Vp +4. 580p - pivVplpt4.580) 


计 1,2 一 2 

因 其 为 整数 , 则 5 + 4. 580) 为 完全 平方 数 .又 p 是 素数 . 
则 pt+4:580= p.m (om EN)， 

即 (m* ~ 1)p=4.580= 4 .5.29, 的 


又 XI 十 X22 二 p， X12 =— S80p,P xi 中 必 有 一 偶数 ,日 


P 为 奇数 .又 p 为 素数 , 则 由 公有 


p= 5 或 29. 
基 p=5， 则 m2 一 1 = 4.4:29, 不 成 立 ; 
若 p=29， 此 时 有 ma*-1=4.:4.5= 80, 得 m= 9. 
故 选 (C). 
30.22 ”如 果 p 宇 5 是 一 个 素数 ,那么 24 整除 p* 一 1 
(A) 不 可 能 . (B) 只 是 有 时 可 能 ， (C) 总 是 可 能 . 
(D) 只 是 当 p = 5 时 可 能 .，(E) 这 些 都 不 对 . 
(第 24 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1973 年 ) 
[ 解 1] 因 p 守 5 的 素数 , 设 p= 3k+1 或 3k+2. 
若 p=3k+1 时 ，p* 一 1 = (p-1)(p+1)= 3k. (3k+2) 
若 p=3&k+2 时 ， p* 一 1 = (3k + 2)(3k + 3), 
显然 31(p?--1). 
同 理 仿 上 设 = 8: + r，r = 1,3,5,7( 注 意 p 是 素数 ), 可 证 
81(p’— 1). 
又 3,8 互 质 , 从 而 24 | (p* 1). 
故 选 (C). 
[ 解 2] 设 p= 6k+1( 注 意 到 pp 是 不 小 于 5 的 素数 ). 
则 pp? -1= (6k+1) -1= 36k:+12k = 12k(3k + 1), 
又 k(3k 土 1) 是 偶数 ， 则 241(p” -1). 
故 选 (C). 
30.23 ”已 知 一 数列 有 58 项 ,每 项 都 具有 p+n 型 ,其 中 pp 代表 小 


于 或 等 于 61 的 所 有 素数 2,3,5,…,61 之 积 , 而 n 依次 取 2,3,4,…,59 
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之 值 , 设 N 为 此 数列 中 出 现 素数 的 数 且 时, 则 N 为 
(A) 0. (B) 16. (C) 17. (D) 57. (E) 58. 
(第 11 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1960 年 ) 
[ 解 ] 注意 到 下 面 诸 式 


2.3.5.….61+2=2(03.5.… :61+1)， 
2.3.5.….61+13=3(2.5.… ,61+1)， 
2.3.5.….61+4=23.5.…:61+2)， 


即 取 2,3,4,…,59 时 ,p+n 均 有 素 因 子 , 故 p+ 总 为 合 数 ,或 
N=0. 

故 选 ( A). 

30.24 设 a, =42 +3 (2 二 1,2,3,…),p 是 能 整除 a1,a,， 
a3,"…“ 中 无 穷 多 项 的 最 小 素数 ,9 是 能 整除 aj,a,,a;3,… 中 每 一 项 的 最 
小 素数 , 则 p.g 是 

(A) 5:7. (B) 7. 13. 

(C) 13. 13. (D) 以 上 答案 都 不 是 . 

(中 国 山西 省 太原 市 高 中 数学 竞赛 ,1993 年 ) 

[ 解 ] 显然 p 不 等 于 2 和 3. 令 n+2= 4k(k EN), 则 

an = 4.16"+3"2==4+34 
二 4+ 9* 二 4+ (- 1)* = 0(mod5). 

故 p = 5. 由 此 即 可 排除 掉 (B) 和 (C). 

因为 al=7:13, 又 

a =4+3=4.16+9=4.2+2 二 20 关 0(mod7)， 
所 以 g 关 7， 排除 (A). 


故 选 ( 品 ). 
30.25 八 个 连续 自然 数 中 有 上 & 个 数 两 两 互 素 , 则 上 的 最 大 值 是 
(A) 3. (B) 4. (C) 5. . (D) 6. 


(中 国 湖北 省 黄冈 地 区 初中 数学 竞赛 ,1993 年 ) 
[ 解 ] 设 这 八 个 自然 数 分 别 为 : 


dl R23 sd4 506 CT7 8， 


且 al 是 3k + 1 型 偶数 ,日 4 | al: 
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整 
数 








和 停 


考虑 托 氏 筛 法 , 隔 一 数 划 去 一 个 , 则 a3,as,az 被 划 去 . 
因 ci 是 3&+1 型 ， ai 为 3& 型 ,但 其 已 被 划 去 ,as 可 作为 3k 型 


且 ai 是 偶数 , 且 41al, 则 41as, 但 as 已 被 划 去 . 


a 是 5r 型 数 ,这 样 至 多 有 al,a;,as4,as,as 这 五 个 数 两 两 互 素 . 
注意 到 ai 不 是 3k + 1 型 偶数 时 ,用 得 法 划 去 的 数 多 于 5 个 . 
请 看 4,5,6,7,8,9,10,11 中 4,5,7,9,11 即 两 两 互 素 . 

故 选 (C). 


第 3 市 ”完全 平方 数 


30.26 设 w = 7321 :7322 .7323: 7324 + 1, 则 
(A) w 是 一 个 平方 数 . (B) w 是 一 个 素数 . 
(C) w 是 一 个 立方 数 . (D) w 是 一 个 偶数 . 
(第 2 届 中 国 天 津 市 "中华 少年 杯 ” 数 学 邀请 赛 ,1988 年 ) 
[ 解 ] 先 考虑 一 般 的 情形 : 
n(n+1)(n+2)(n+3)+1 

= (n+ 3n)(n:+ 3n+2)+1 

= (n+3n)+2(n2 +3n)+1 

= (n+ 3n+1), 
这 样 ww = (7321- + 3 .7321 + 1)2 为 一 完全 平方 数 . 
放 选 (A). 
30.27 ”一 个 整数 的 平方 称 为 完全 平方 数 . 若 x 是 一 个 完全 平方 


数 , 那 么 它 的 下 一 个 完全 平方 数 是 


(A) r+1. (B) x* + 1. (C) x*+2x+1. 
(D) x*+x. (E)x+2vVr+l. 

(第 30 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1979 年 ) 
[ 解 ] 设 x = n(n 守 0) 为 某 完全 平方 数 , 则 下 一 个 完全 平方 数 


(n+1) = n+2n+1=r+2vVrtl. 
故 选 (EE). 
30.28 存 之 是 自然 数 , 疝 了 = z4+2z3+2r2+2zr+1 则 
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(A) y 一 定 是 完全 平方 数 . 
(B) 存在 有 限 个 x ,使 y 是 完全 平方 数 . 
(C) y 一 定 不 是 完全 平方 数 . 
(D) 存在 无 限 多 个 x ,使 y 是 完全 平方 数 . 
(中 国 部 分 省 .市 初中 数学 通讯 赛 ,1990 年 ) 

[ 解 】 由 设 y = (z4+2zr2+1) 上 +(2z3 十 27) 

= (r+1) +2x(r +1) 

= (x +1)(x+1)°, 

(x + 1 是 完全 平方 数 ,但 x* + 1 不 是 完全 平方 数 ， 

则 (x * + 1)(x + 1)* 不 是 完全 平方 数 . 
故 选 CC ). 
30.29 ”下列 数 一 定 不 是 某 个 自然 数 的 平方 (其 中 为 自然 数 ) 的 


(A) 3n* — 3n+3. (B) 4n*+4n+4. (C) Sn* — Sn — 5. 
(D) 7n* =—7n+7. (E) 11n*+ 1in~ 11. 
(天 津 市 初中 数学 竞赛 ;中 国 初中 数学 联赛 ,1984 年 ) 
[ 解 1] … 32-3a+3=3(022 一 7 +)， 
.… 若 令 妈 -+1l1=3， 即 当 2=2 暑 ，322-32+3 是 3 的 
平方 . 
同 理 ” 当 = 3 时 ， 5n? 一 5n 一 5 是 5 的 平方 . 
当 有 二 3 时 ，7n* 一 7n+7 是 7 的 平方 . 
涩 = 3 时 ， 11n* + 11n 一 11 是 11 的 平方 . 
由 此 可 否定 (A),(C),(D),(E). 
故 选 (B). 
[ 解 2] 4n*+4n+4=2(n:+7n+1), 
而 nr:<ni+nt+l<(nt+1), 
_ 知 n* 二 n+ 1 不 是 完全 平方 数 . 
47 + 4n + 4 不 是 完全 平方 数 . 
故 选 (B). 
30.30 恰 有 35 个 连续 自然 数 的 算术 平方 根 的 整数 部 分 相同 ， 
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那么 这 个 相同 整数 是 
(A) 17. (B) 18. (C) 35. (D) 36. 
(中 国 初中 数学 联赛 ,1990 年 ) 
[ 解 ] 设 这 35 个 连续 自然 数 最 小 的 是 二 ,最 大 的 是 (2 + 1)* 一 1. 
因为 (22+1) -=33 即 2n+1=35. 得 n= 17. 
故 选 (A). 
30.31 使 nw 一 5n3 + 4n +7 成 为 完全 平方 数 的 自然 数 x 的 取 


信访 财 


值 
(A) 有 且 只 有 一 个 . (B) 有 有 限 多 个 ,但 多 于 一 个 . 
(C) 有 无 穷 多 个 . (D) 不 存在 . 


(中 国 福 建 省 福州 市 高 中 数学 竞赛 ,1990 年 ) 
[ 解 ] 由 nw”-5n”+4n+7 
= n(n m1)-4n(n -1)+7 
= n(n 1)(n* -4)+7 
= (n-2)(n -ln(n+1)(n+2)+7, 
i101 (nx -2)(n -1)n(n+ 1)(n + 2), 
无 论 n 取 何 自然 数 ,n7 一 5n? + 4n +7 的 个 位 数 是 7, 它 不 是 
完全 平方 数 . 
故 选 (D). 


n 个 0 (n+) 个 0 
30.32 已 知 数 x = 1 00…001 00…0050. 则 
(A) xz 是 完全 平方 数 . (B) (x 一 50) 是 完全 平方 数 . 
(C) (x 一 25) 是 完全 平方 数 . (DD) (x + 50) 是 完全 平方 数 . 
(第 1 届 “ 希 望 标 ” 全 国 数 学 洲 请 赛 ,1990 年 ) 
[ 解 】 由 题 设 x 可 写成 x = 102"*4 + 10”3 + 50. 则 
x —25 = 10 + 10.10" ?+ 5 = (10"? + 5)2, 
知 它 是 一 个 完全 平方 数 . 
故 选 (C ). 
30.33 五 个 自然 数 , 每 个 都 没有 大 于 3 的 素 因 数 . 则 其 中 必 有 二 
个 自然 数 为 完全 平方 数 的 
(A) 和 . (B) 差 . (C) 积 . (D) 商 . 
(第 2 届 “ 五 羊 杯 ”初中 数学 竞赛 ,1990 年 ) 


894 世界 数学 奥林匹克 解 题 太 辞典 





[ 解 ] 由 题 设 这 五 个 自然 数 可 表示 为 

ap 二 2 3%, k= 1,2,3,4,5, 其 中 my ,74 均 为 非 负 整数 . 

由 (mma,nx) 有 ( 奇 , 奇 ),( 奇 , 偶 ),( 偶 , 奇 ),( 偶 , 偶 ) 四 种 可 能 , 则 上 
述 五 个 自然 数 中 必 有 两 个 宕 指数 奇偶 性 一 样 ,无 妨 设 1,2 和 1,72 
分 别 同 奇偶 . 

这 样 alias = 2”11w2 .31+72 ,而 和 | 十 m2， 721+ n> 告 为 偶数 ， 
则 lH? 为 完全 平方 数 . 

故 选 (C). 

30.34 设 5 为 所 有 三 个 连续 整数 的 平方 和 所 组 成 的 集 , 那 么 

(A) S 中 没有 一 个 元 素 可 以 被 2 除 尽 . 

(B) S 中 没有 一 个 元 素 可 以 被 3 除 尽 ,但 有 些 元 素 可 以 被 11 除 尽 . 

(C) S 中 没有 一 个 元 素 可 以 被 3 或 5 除 尽 . 

(D) S 中 没有 一 个 元 素 可 以 被 3 或 7 除 尽 . 

(E) 并 非 上 述 中 的 任何 一 个 . 

(第 21 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1970 年 ) 

[ 解 ] 设 三 个 连续 整数 分 别 为 -1,n,n+1. 故 S 中 每 一 个 元 素 
篆 可 表 为 


十 1 澡 


束 
数 





(n -1)+n + (n+1) = 3n:+2. 

当 2 为 偶数 时 , 它 为 偶数 , 故 (4A) 不 真 . 

另外 , S 中 无 一 个 元 素 可 被 3 整除 (每 一 个 元 素 除 以 3 后 余 2). 

可 n= 二 Sm+1, 则 3n* 寺 2 二 S(15m? + 6m+ 1) 可 被 5 整除 , 则 
(C) 不 真 . 

若 n =7m+2, 则 3n?+2= 7(21m?+ 12m+2) 可 被 7 整除 , 则 
(DD) 不 真 . 

又 大 n= lm+5, 则 3n*+2 = 11(33m?+30m +7) 可 被 11 整 
除 . 则 (B) 成 立 . 


故 选 (B). 
30.35 ”六 个 奇数 ,它们 的 和 是 42, 它 们 的 平方 和 只 可 能 是 
(A) 280. (B) 368. (C) 382. (D) 423. 


(中国 江西 省 南昌 市 初中 数学 竞赛 ,1990 年 ) 
[ 解 ] 六 个 奇数 平方 和 肯定 为 偶数 , 故 排除 (DD). 
设 这 六 个 奇数 为 2& + 1，2& + 1，… 2k。 + 1， 注 意 到 
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Se 深 答 嵌 


(2& 十 1)2+(2& + 11) + + (2k6 + 1) 
= 4(kI? + ka ++ ko) t+ 4(kIit+ k++ ko)+6. 
故 这 个 数 减 去 6 后 一 定 能 被 4 整除 ,而 280,368,382 三 个 数 中 减 去 
6 后 能 被 4 整除 的 只 有 382. 
故 选 (C). 
30.36 ”车 一 个 两 位 数 的 平方 减 去 其 数字 位 置 互 换 后 所 得 数 的 平 
方 ,其 差 常 不 能 整除 的 数 是 
(A) 9. (B) 该 两 数字 的 乘积 . (〈C) 该 两 数字 的 和 . 
(D) 该 两 数字 的 差 . (E) 11. 
(第 8 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1957 年 ) 
[ 解 ] 设 此 两 位 数 为 10m + nn ,注意 到 
(10m + nn) — (10n+m) 
= [(l0m+n)+ (ll0x t+ m)j{(l0m+n)- (10nxn+ wm))] 
= 99(m + n)(m—n). 


故 选 (B). 
30.37 满足 nw” < 之 53 的 最 大 整数 是 
(A) 8. (B) 9. (C) 10. (D) 11. (E) 12. 


(第 35 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1984 年 ) 
[ 解 ] 这 里 要 找 的 是 满足 条 件 的 最 大 整数 ”, 故 只 须 考 虑 正 整数 
由 不 等 式 的 性 质 ， 
11200 < SWS>n < S$ = 125, 
因此 小 于 125 的 最 大 的 平方 数 是 121 = 11*. 


故 选 ( 品 ). 
30.38 若 42 + 4 名 + 4* 是 完全 平方 数 , 则 最 大 的 整数 是 
(A) 1000. (B) 900. (C) 972. (D) 不 存在 . 


(第 1 届 “ 希 望 杯 ” 全 国 数学 邀请 赛 ,1990 年 ) 
[ 解 1] 因为 42 + 4500 + 4" = 254(22n754 + 2946 + 1), 上 且 
227754 + 2946 + 1 = 2227(2227 + 2946-(n-27)) 十 1， 
注意 到 (a -D(a+1)+1= a?, 视 2 为 a 一 1, 则 
2%6 02) = 2, 或 946 一 (n--27)=1 
时 ,上 式 是 完全 平方 数 , 得 ”ns = 972. 
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故 选 (C). 
[ 解 2] 无 妨 设 nn 宇 27, 由 
427 十 4500 十 472 一 234 (F277 54 十 2940 十 1) ， 
若 式 左 为 完全 平方 数 , 则 22"-54 + 2?4 + 1 为 完全 平方 数 . 
而 当 mn = 972 时 我 们 有 
D2°972754 让 F940 十 | 一 (2%5)? 十 2 。 2943 十 1 一 (224 十 1)*， 
但 当 n > 972 时 ,因为 
(2227 7)7 < F277 54 十 F940 + 1 < (22 27 十 1)2 ， 
知 22"3 + 2?4 + 1 不 是 完全 平方 数 . 
则 所 求 的 最 大 的 n 为 972. 
故 选 (C). 
30.39 十 进 制 中 , 六 位 数 能 够 满足 下 列 条 件 就 叫做 “特殊 平方 


(i) 它 的 数字 都 不 为 零 ; 
(ii) 它 是 一 个 完全 平方 ; 
(ii 这 个 数 的 前 两 位 数字 ,中 间 两 位 数字 和 后 两 位 数字 都 是 完全 
平方 ( 当 看 做 两 位 数 时 ). 
问 特殊 平方 数 的 个 数 是 
(A) 0. (B) 2. (C) 3. (D) 8. (E) 9. 
(第 31 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1980 年 ) 
[ 解 ] 若 N 是 特殊 平方 数 ,由 题 设 知 存在 六 个 一 位 的 正 整 数 A， 
B,C,a,b,c 满足 
N = 10442+ 102B2+C2 = (102a + 106 + c)*. 
设 d = 10b5+c, 则 4 声 99. 这 样 必然 有 A = 4a， 
不 然 的 话 , 若 < < A， 
N= (1022 + qd) 10t4* +2(100)99a + (99) 
< 10ta7+2(10)a + 10+ = 10‘(a + 1 过 和 N， 
显然 矛盾 1 
又 NN 中 间 两 位 数 和 右边 两 位 数 均 为 完全 平方 数 , 而 其 最 大 者 为 
8181 ,所 以 
8181 之 10?， 
出 | B2+C2 =(102a + 102 +c)2 -104a? 
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尝 党 每 刻 


=103(2a6) + 102(82 + 2ac) + 10(26c) + cer. 
因而 可 看 到 ,2ab 声 8. 因 为 N 的 数字 无 零 , 则 a 之 4. 
这 样 不 是 5 = 0 就 是 a = 4,5 = 1. 在 后 一 情况 中 ， 
N = (410 + c)* = 168100 + 820c + c*. 
因为 N 的 数字 无 零 , 知 c 实 1. 但 这 样 一 来 不 是 中 间 两 位 数字 就 是 
最 左边 的 两 位 数字 不 是 平方 数 . 
因而 后 一 种 情况 是 不 可 能 的 ,因而 656 = 0. 
所 以 N= (10a +c)* = 104a* + 102(2ac) + ec. 
同 理 ”4 宇 4，5c 守 4 且 2ac 是 偶 两 位 完全 平方 数 . 
容易 验算 ,a = 8，c = 4，N = 646416; 或 4==4，c=8,， 
N = 166464, 满 足 题 设 . 
故 选 (B). 
30.40 设 N 为 一 整数 ,使 1260z = N; 的 最 小 正 整 数 x 为 
(A) 1050. (B) 1260. {C) 1260:. (D) 7350. (E) 44100. 
(第 14 届 美国 商 中 数学 考试 ,1963 年 ) 
[ 解 ] 由 1260x =22 .3 .3.7. >， 
故 若 1260x = NN’, 只 须 上 面 不 同 质 因子 指数 皆 为 3 时 , 便 为 一 立 
方 数 . 
因此 最 小 的 zx 是 x =2.3.5.7 = 7350. 
故 选 (DD). 
30.41 ”如 果 xz 是 某 正 整 数 的 立方 ,而 d 表示 zz 的 正 整 数 约 数 的 个 
数 . 则 gd 有 可 能 是 
(A) 200.  (B)201. (CC) 202. (DD) 203. (E) 204. 
(第 42 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1991 年 ) 
[ 解 ] 由 设 zx 是 完全 立方 数 , 则 zx 可 表 为 
xz = pl"1p32… p84 ,这 里 p; 为 素数 ,a; 为 非 负 整数 (1 < i 过). 
故 其 因子 个 数 为 (3ai + 1)(3az + 1)…(3a + 1), 其 为 3m + 1 型 整 


显然 ,由 2+0+2= 4 三 1 (mod3)， 知 202 二 1 (mod3). 

故 选 (C ). 

30.42 设 p,g 与 r 是 各 不 相间 的 素数 ,这 里 我 们 不 认为 1 是 素 
数 .下 列 数 中 包含 因子 x = pg?r 的 最 小 的 正 的 完全 立方 数 的 数 是 
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(A) pig 8 p83. (B) ( pg (C) (pq r’);. 
(D) (pqr”). (E) 4 户 g 六 

(第 36 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1985 年 ) 
[ 解 ] 因 六 人 x? 不 是 完全 立方 数 , 故 否 (A); 
又 4 不 是 完全 立方 数 , 故 否 (上 ); 


同时 六 303r6 < pigere < 060676， 
即 ( por”)’ < ( pg r*)3 < (p* a” rr)3, 
故 选 (DD). 
30.43 ” 某 两 位 数 NN 减 去 其 数字 互 换 位 置 之 数 ,其 结果 为 完全 立 
方 数 , 则 
(A) 六 不 能 以 5 结尾 . (B) 除 5 外 ,六 可 为 任何 数字 结尾 第 
(C) N 不 存在 . (D) 六 怡 有 7 个 值 . 三 
(E) N 恰 有 10 个 值 . + 
(第 8 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1957 年 ) 数 


[ 解 】 设 该 两 位 数 为 10m + 72, 则 
lOm+n- (10n+m)= 9(m—n). 
而 mn<9, PH 9(m-n)< 81. 
因此 这 些 完全 立方 数 只 能 是 1,8,27,64, 但 其 中 仅 有 27 为 9 的 们 





则 9(m -2)=27.， 有 即 m=3+n. 

又 0<m 三 9， 则 0 和 过) 委 6. 

当 n= 0,1,2,3,4,5,6 时 得 该 两 位 数 分 别 为 

30，41，32，63，74，8S，96. 

故 选 (DD). 

30.44 ”对 任意 给 定 的 自然 数 n, 若 n+ 3a 为 正 整数 的 立方 ,其 中 
a 为 正 整 数 , 则 

(A) 这 样 的 a 有 无 穷 多 个 . 

(B) 这 样 的 a 存在 ,但 只 有 有 限 个 . 

(C) 这 样 的 a 不 存在 . 

(D) 以 上 (A),(B),(C) 的 结论 都 不 正确 . 

(中 国 高 中 数学 联赛 ,1987 年 ) 
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举 询 和 苞 放 


[ 解 ] 取 a = [3k + 3G3k)2m2 + 3(3k)n4], 其 中 = 1,2,… 
则 a 显然 是 正 整 数 , 且 有 无 穷 多 个 ,并 日 
ne + 3a = (3k + n*) 
是 一 个 正 整数 的 立方 . 
故 选 (A). 
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第 三 十 一 章 ”不 定 方 程 污 
不 定 方程 组 


31.1 一 商人 以 4 元 飞信 n 部 收音 机 ,4 为 正 整 数 .其 中 两 部 他 以 
成 本 之 半 售 给 一 义卖 市 场 ,余下 的 收音 机 每 部 鳃 利 8 元 ,如 果 总 利润 是 
72 元 , 则 的 最 小 可 能 的 值 是 
(A)18. (B)16. (C)1S. (D)12. (EE)11. 
(第 18 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1967 年 ) 


[ 解 ] ”由 设 知 收音 机 每 部 成 本 为 < 元 , 依 题 设 有 


d ad | 
(n -2) (E+8)+2. =d+7, 


1 坏人 3 性 


不 
定 
方 
程 
与 
不 
定 
方 
程 
组 





方程 可 化 为 。 n(n -11) = 各 ， 其 中 ,4 为 正 整数 . 


若 7 二 11， 则 n(n -1 所 0, 不 妥 ; 

知 7n= 12, 则 4 = 8n(n 一 11) = 96， 显然 12 为 最 小 的 nn. 

故 选 (D). 

31"2 ” 茶 商 店 甲 , 乙 , 丙 三 种 商品 每 件 单价 分 别 为 2 元 ,3 元 ,5 元 . 
某 人 买 这 三 种 商品 若 于 件 , 共 付 钱 20 元 ,此 人 发 现 其 中 有 种 商品 买 多 
了 ,退还 两 件 这 种 商品 ,但 车 业 员 只 有 10 元 一 张 的 钱 ,没有 零钱 退 , 此 


” 人 只 得 将 其 他 两 种 商品 购买 的 数量 作 了 调整 ( 且 每 种 商品 都 至 少 买 了 





一 件 ), 使 总 价格 保持 不 变 . 这 时 ,此 人 所 购 的 三 种 物品 中 , 乙 种 商品 的 
件数 是 
(A)1. (B)2. (C)3. (D)4. 
(中 国 江西 省 南昌 市 初中 数学 竞赛 ,1990 年 ) 
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引 密 称 财 


[ 解 ] 不 可 能 退还 两 件 丙种 商品 ,因为 找 10 元 钱 是 可 以 的 ,也 不 
可 能 退还 两 件 甲 种 商品 ,因为 2 件 甲 种 商品 价值 4 元 钱 ,无 法 用 其 他 商 
品 替 换 找 钱 . 故 只 可 退还 两 件 乙 种 商品 .用 3 件 甲 种 商品 替换 找 钱 即 可 . 
设 某 人 开始 购买 甲 , 乙 ,两 三 种 商品 各 zx,y,z 件 , 则 有 方程 


27+3y+5z = 20 (yy 之 3). 的 
其 可 能 的 正 整 数 解 为 x =3,，y=3，z=1. 
则 y—-2=1, 
故 选 (A). 


注 ” 原 题 中 无 调整 后 “每 种 商品 至 少 买 一 件 ” 的 要 求 ,这 样 + 2， y= 2， 
z = 2 亦 适 合 方程 图 ,如 是 ,调换 后 己 商 品 件数 为 0. 
31.3 “大正 整数 有 使 关于 xz 的 方程 Ar - 12 = 3& 有 整数 解 , 则 
的 个 数 是 
(A)3. (B)4. (C)5. | (D)6. (E)7. 
(第 43 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1992 年 ) 


[ 解 ] 由 题 设 有 x = 二 上 = 3+ 芋 ， 


而 12 的 正 约 数 有 1,2,3,4,6,12 等 6 个 ,从 而 使 方程 有 整数 解 的 上 
有 6 个 . 


故 选 (DD). 
31.4 下列 各 组 数 中 ,不 满足 方程 85x - 324y = 101 的 一 组 解 是 
(A)x=5, y=1. (B) x = 329, y = 86. 


(C) x = 653, y= 171. (D) x = 978, y = 256. 
(E) x = 1301, y = 341. 
(中 国 吉 林 省 七 市 .地 初中 数学 竞赛 ,1985 年 ) 
[ 解 ] 由 奇 ,偶数 加 减 乘 运算 人 性质 知道 
当 x ,y 均 为 偶数 时 ,85x - 324y 必 为 偶数 . 
则 它 不 能 等 于 101( 奇 数 ). 
故 选 (DD). 
31:5 ”满足 等 式 1983 = 1982x - 1981y 的 一 组 自然 数 是 
(A) x = 12785, y = 12768. (B) x = 12784, y = 12770. 
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(C) x = 11888, y = 11893. (D) x = 1947, y = 1945. 
(中 国 福建 省 初中 数学 竞赛 ,1983 年 ) 
[ 解 ] 由 数 的 奇偶 性 性 质 及 1983 是 奇数 , 而 1982 为 偶数 , 它 与 任何 整 
数 之 积 仍 为 偶数 . 则 1981y 应 为 奇数 , 即 y 应 为 奇数 .可 否 (A),(B). 
再 考察 (C),(DD) 两 组 x,y 的 尾数 ; 
(1982 . 11888 — 1981 . 11893〉= 3， 
(1982 . 1947 ~ 1981 . 1945》= 9， 
这 里 (a) 表示 a 的 末 位 数字 . 
故 选 (C). 
31:6 ”方程 1990x - 1989y = 1991 的 一 组 正 整数 解 是 
(A) zx = 12785, y = 12768. (B) x = 12785, y = 12770. 






第 
(C) x = 11936, y = 11941. (D) x = 13827, y = 12623. 和 + 
(中 国 江 苏 省 初中 数学 竞赛 ,1990 年 ) 和 一 
[ 解 ] 因 1991 的 末 位 数 是 1, 能 使 1990x -1989y = 1991 的 X,Yy, 不 
只 有 x = 11936， y = 11941. 
故 选 (C)， 组 
31.7 ”方程 5x + 3y = 71 的 非 负 整数 解 为 
1 三 Qj, 2 二 Q2， 3 一 Q3， Te 一 CE ， 
WH=Pp; ly = Bp; = BB; 次 三雄. 











(A) QI O203"" "OQ 是 此 方程 非 负 整数 解 的 样本 . 
(B) al,a2,a3,"…,ak 是 此 方程 正 整数 解 的 全 休 . 
(C) 分 别 以 a;，B;:，a; + B(i = 1,2,…,k) 为 三 边 可 作 三 角形 . 





(D) 当 取 不 大 于 4 的 非 负 整 数 时 ，| ”了 “是 方程 的 非 负 
一 3 
整数 解 . 
(中 国 山西 省 初中 数学 竞赛 ,1990 年 ) 
| r= 13-3k, 
[ 解 ] 将 y= 5r+2, 代 和 人 Sr+3y=71 有 





65 ~ 15k + 15k+6= 71， 
因此 当 有 委 4, 且 为 非 负 整数 时 ,rz = 13 -3&，y= 5k+2 是 
方程 的 非 负 整数 解 . 
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故 选 (DD). 
31.8 ”方程 3x + 5y = 501 的 正 整 数 解 组 的 数目 为 
(A) 33. ” (B)34.”(C)35. ”(D)100. ”(E) 以 上 都 不 是 . 
(第 18 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1967 年 ) 
[ 解 ] ”由 题 设 有 y = 引 4164 二 2 , 因 y 是 正 整数 , 则 167 - x 是 5 
的 倍数 ,这 样 ”xz = 5k + 2, = 0,1,2,…,32. 
故 选 ( A). 
31.9 ”方程 2x + 3y = 763 的 正 整数 解 的 组 数 为 
(A)255. (B)254. (C) 128. (D) 127. (E)0. 
(第 14 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1963 年 ) 


[ 解 ] 由 设 有 x = 二 Y, 既 然 z 为 正 整数 , 则 763 - 3y 必 为 


偶数 . 
因而 ,y 必须 是 正 奇数 , 且 3y 委 763. 
满足 不 等 式 的 v“ 有 254 个 ,其 中 半数 为 奇数 , 即 127 个 . 


只 这 第 内 


故 选 (DD). 
31.10 ”方程 4x + 5y = 98 的 正 整 数 解 的 个 数 是 
(A) 4. (B) 5. (C) 6. (D) 无 穷 多 . 


(中 国 部 分 省 .市 初中 数学 通讯 赛 ,1987 年 ) 

[ 解 ] 由 于 4x +5y = 98, 则 > 为 偶数 ,县 > 入 19. 于 是 > 的 可 能 

值 为 
2，4，6，8，10，12，14，16， 18. 

又 因为 当 y 是 4 的 倍数 时 ,等 式 左边 是 4 的 倍数 ,而 等 式 右边 98 不 

是 4 的 倍数 ,所 以 y 是 4k + 2 型 的 偶数 ,此 时 
y=2, 6, 10,，14, 18. 

逐一 检验 ,对 应 的 x 都 是 正 整 数 ,因此 方程 4x + 5y = 98 的 正 整数 
解 有 5 组. 

故 选 (B). 

31*11 一 个 两 位 数 ,交换 它 的 十 位 数字 与 个 位 数字 所 得 的 两 位 
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数 是 原来 数 的 二 倍 , 则 这 样 的 两 位 数 有 
(A) 1 个 . (B) 2 个 . (C) 4 个 . 
(D) 无 数 多 个 . (E) 0 个 . 
(中 国 天 津 市 初中 数学 竞赛 ,1984 年 ) 
[ 解 ] 设 这 个 两 位 数 是 10a + 6, 依 题 设 有 


100 + a = 二 (10a 十 五 ) ， 
即 66a -3306=0， 或 2a-6b=0. 
= 1, 2, 3, 4 
篆 一 位 数 , 贝 4 
因为 c ,6 答 一 位 数 , 则 ; = 2, 4, 6, 8. 
故 选 (C). 
31.12 ”如 果 a,5 为 不 超过 10 的 自然 数 ,那么 能 使 方程 ax = 5 的 
解 小 于 广 而 大 于 二 的 a,b 有 
(A) 五 组 . (B) 四 组 . (C) 三 组 . (D) 二 组 . 
(中 国 上 海 市 初中 数学 竞赛 ,1983 年 ) 


[ 解 ] 由 设 有 x = 也, 再 依 题 意 有 


| 于 1 
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1 .ol 

了 < 一 < 了， i<a, b10, 月 cpE 人. 
,la = 10， a 三 9， a 二 8， a = 7， a 三 9， 
解 得 |， - 4， b= 4:; b = 3; b = 3; b= 2. 
故 选 (A). 


31.13 7 是 一 个 正 整数 .关于 zx,y,zx 的 方程 2x++2y+2z= 二 nn 有 
28 组 正 整数 解 ,那么 是 
(A) 14 或 15. (B) 15 或 16. (C) 16 或 17. 
(D) 17 或 18. (E) 18 或 19. 
(第 40 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1989 年 ) 
[ 解 ] 题 设 方程 可 化 为 2(X+ y)+2=n. 


又 z,y,z 均 为 正 整数 ,这 样 z + y 可 取 2,3,4,…, | 全 |(n 是 奇 


数 ) 或 | 妃 | - 1( 是 偶数 )， 
而 对 于 每 个 x + y = 来 讲 ,(x,y) 可 有 1 种 不 同 的 形式 
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(1, k— 1), (2, k — 2), ""*, (k—2, 2)， (k—1, 1). 
注意 到 1+2+3+4+S+6+7= 28， 


这 样 z+y=8， 即 | 二 |=8 或 | 立 |-1=8， 
所 以 n= 17 或 18. 


故 选 (万 ). 
31.14 ” 设 a,5 为 不 超过 10 的 自然 数 , 那 么 ,使 方程 ax = 2 的 解 


大 于 二 且 小 于 本 的 a,6 的 组 数 是 
(A) 2. (B) 3. (C) 4. (D) 1. 
(第 1 届 “ 五 羊 杯 ” 初 中 数学 竞赛 ,1989 年 ) 


[ 解 】 由 题 设 有 > = 字 , 则 于 < 之 < 廓 ; 即 36<a<46. 


又 a,8 为 不 超过 10 的 自然 数 , 则 35 < 10, 故 5 委 3. 
大 8=1， 则 a 无 解 ; 

和 匠 5=2， 则 6<a<8， 得 a=7; 
若 5=3， 则 9<a<12， 有 a= 10. 
综 上 (a, 5) = (7,2) 或 (10, 3). 


该 党 


故 选 (A). 
31.15 方程 1 x 1+1y 13 = 0 不 同 的 整数 解 的 组 数 为 
(A) 16. (B) 14. (C) 12. (D) 10. 


(第 3 届 “ 五 羊 杯 ”初中 数学 竞赛 ,1991 年 ) 
[ 解 ] 由 设 有 | x 1+|y |= 3, 则 其 整数 解 有 
(+3,0)， (+2,1)， (+2, 一 1)， 
(+1,2), (+1,—2), (0,+3). 
共 12 组 . 
故 选 (C). 
31.16 当 aEZ 时 ,关于 > 的 方程 orz +6 = 0 的 整数 解 的 个 数 


(A) 0 或 2. (B) 0 或 1 或 2. (C) 2. (D) 1 或 2. 
(第 2 届 "“ 和 希望 杯 ” 全 国 数学 邀请 赛 ,1991 年 ) 

[ 解 j 当 a =-6 时 , 原 方程 为 z -1=0, 得 x =+1. 

当 a 头 - 6, 且 a € Z 时, 原 方程 无 整数 根 . 
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故 选 (A). 
31.17 “整数 (mm ,2 ) 满足 方程 m+ n= mn 的 对 数 是 
(A) 1i. (B)2. (C)3. (D)4. (E) 比 4 大 . 
(第 28 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1977 年 ) 
“[ 解 ] 阁 mt+n=mn,， 那 和 和 m+n-mn=0，, 
即 m+n(l—-m)= 0, 


得 n = 一 轻 (m 1). 


mC—1 

当 m = 1 时 无 解 ; 仅 当 mm = 0 或 2 时 , 解 | 帮 , 
有 两 组 解 (0,0) 和 (2,2). 

故 选 (B). 

31.18 ”一 个 年 龄 在 13 至 19 岁 之 间 的 孩子 把 他 自己 的 年 龄 写 
在 他 父亲 年 龄 的 后 面 .从 这 个 新 的 四 位 数 中 , 减 去 他 们 年 龄 差 的 绝对 值 
得 到 4289. 他 们 年 龄 的 和 是 

(A) 48. (B) 52. (C) 56. (D) 59. (E) 64. 

(第 22 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1971 年 ) 

[ 解 ] 用 6 和 ff 分 别 表示 孩子 和 父亲 的 年 龄 .那么 13 记 45 二 19， 

同时 100f+5-(f-5) = 99f+26 = 4289. 即 








| 是 整数 对 , 即 





演说 小 语 尖 机 征购 


99f= (99.43+32)--25， 或 f-43= < 
若 f=43， 则 32 = 25b, 即 6 = 16; 
若 f 之 4， 则 5 <0, 不 妥 ; 
奇 f 达 42， 则 05 > 65, 不 妥 . 
综 上 f=43,b= 16, 有 f+b= 59. 
故 选 (DD). 
31.19 ”方程 x? 一 y* = 12 的 整数 解 的 组 数 是 
(A)2 组 . (B) 4 组 . (C)8 组 . (D) 12 组 . 


(第 3 届 “ 结 云 杯 ”初中 数学 洲 请 赛 ,1986 年 ) 
[ 解 】 由 题 设 有 (x + y)(xz 一 y)=1:12=3.:4=2.56, 
又 XxX+y 与 x 一 yy 同 奇偶 ,因而 有 


十 y 二 2， XX+y=~2, 


er 








TT-y= 0; XX—y=—6; 
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Sk 




















或 r+y=6 7 
TT-~y=2 过 一 yy 三 一 
解 得 Zi 三 4， 7X2 三 一 4 3 一 14 X4 二 一 44 
| 1 三 — 2; y2 三 2 y3 = 2; y4 三 一 < 
共 4 组 解 . 
故 选 (B). 
31.20 ” 设 方 程 x* ~ y* = 1988 共有 nn 组 整数 解 . 则 x 等 于 
(A) 4. (B) 6. (C) 8. (D) 12. 


(中 国 江苏 省 初中 数学 竞赛 ,1988 年 ) 

[ 解 ] 由 设 有 (x - y)(z+y)= 2 .7.71， 

当 xr,y 同 为 奇数 或 偶数 时 ,x + y， 工 - y 缘 为 偶数 ; 当 z,y 为 一 
奇 一 偶 时 ,zx + y， X 一 y 各 为 奇数 . 

又 1988 是 偶数 ,z + y 和 x 一 y 只 能 都 是 偶数 .这 样 
T+y=++2.:7,， 二 yy 三 土 2…71， 
过 一 yy 一 土 2…71; TT—- y=+2.7; 
文 十 yy 三 土 2， 证 y= 土 2"，7 .71]， 
rzr-y=t2.7.71; |zr-y=+2. 
这 里 x+ + yy 篆 同 取 + 或 同 取 -. 














即 原 方程 有 8 组 整数 解 . 

故 选 (C). 

31.21 方程 (x + 1)* +《y 一 2) = 1 的 整数 解 的 组 数 有 
(A) 1. (B) 2. (C) 4. (DD) 无 数 . 


(中 国 北 京 市 初中 数学 竞赛 ,1990 年 ) 
[ 解 ] 由 题 设 知 0 过 z+1 达 1,H0 过 y-2 过 1. 
又 方程 有 整数 解 , 则 有 














Z+1=0， 二 1 = 十 |， 
y—2=+l1; y—2=0. 
, 三 一 1， TT 二 一 1 土 1， 
解 得 y=2+1]1; ” y= 2. 
故 选 (C). 
31.22 方程 2x* + xy ~ y = 14 的 整数 解 共 有 
(A) 2 组 . (B) 4 组 . (C) 8 组 . (D) 16 组 . 


(中 国 辽 宁 省 沈阳 市 “育才 杯 ” 初 中 数学 竞赛 ,1991 年 ) 
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[ 解 ] 由 2x*+xy—y = (2r-y)(r+y), 
14 = 二 (二 1): (+14) = ( 土 2).( 士 7)， 
则 27~y=1,14,—-1,— 14,2,7,— 2,—7, 
x+y= 14,1,- 14,—1,7,2,— 7,—2. 
共 可 得 8 组 解 . 
故 选 (C). 
31.23 车 x = 9，y = 一 4 是 二 元 二 次 方程 2x? + 5zxry+3y* = 30 
的 一 组 整数 解 , 这 个 方程 的 不 同 的 整数 解 共 有 
(A) 2 组. (B) 6 组 . (C) 12 组 . (D) 16 组 . 
(第 1 届 “ 和 希望 杯 ” 全 国 数学 洲 请 赛 ,1990 年 ) 
[ 解 j 由 题 设 可 有 (2x + 3y)(x + y) = 30, 这 样 










x+ty=+1, +2, +3, +5;+30,+15,+10,+6; £: 
2r +3y=+30,+15,+10, +6; +t1, +2, +3, +5. 疡 二 
共 可 解 得 16 组 (注意 方程 组 右 端 取 同 号 ) 不 同 的 整数 解 . 
故 选 (DD). 和 
31.24 ”满足 方程 zr? + Y = x 的 正 整 数 对 (z,y) 的 个 数 为 和 


(A) 0. CB) 1 . (C) 2. 
(D) 无 限 多 . (E) 非 以 上 这 些 情形 . 
(第 33 届 类 图 高 中 数学 考试 ,1982 年] 
[ 解 ] 将 原 方程 变形 为 y* = x? 一 x, 则 
y= (一 1). 
由 后 一 方程 可 以 看 到 ,只 要 x - 1 是 一 个 完全 平方 数 即 可 ,也 就 是 
说 ,如 果 & 是 一 个 整数 , 且 满 足 (z -1) = 忆 , 则 zz = 1+ 台 ,那么 就 存 
在 一 个 y 满足 x 十 yr = 3. 


因此 方程 有 无 数 多 组 解 . 

故 选 (D). 

31.25 设 a 为 任 一 给 定 的 正 整数 , 则 关于 x 与 y 的 方程 
2 一 如 一 03 

(A) 没有 正 整数 解 . (B) 只 有 正 整 数 解 . 


(C) 仅 当 a 为 偶数 时 才 有 正 整 数 解 。 (D) 总 有 整数 解 . 
(中 国 江 苏 省 初中 数学 竞赛 ,1987 年 ) 
[ 解 ] 由 x*-yw=a， 有 (x-y)(rx+y)= 
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a 


二 a 十 
车 令 |”* 了 ”了 4， 解 得 | , 
y= 
因为 ”a? + a 均 为 偶数 , 则 zx,y 皆 是 整数 , 即 方程 有 整数 解 . 
设 a = 3 时 ,有 x -y= 27, 可 得 x = 6,y = 3 为 其 一 组 解 , 可 否 
定 (A),(C). 
令 a = 二 1 时 ,有 x 一 y = 1, 可 得 x = 一 1,y = 0 为 其 一 组 解 ,可 
否定 (B). 
故 选 (DD). 
31.26 ”满足 方程 m”》+ 6m + 5m = 27n? ++9n ++9n + 的 整数 
偶 (m,n) 的 数目 是 
(A) 0. (B) 1. (C) 3. (D) 9. (EE) 无 穷 多 . 
(第 30 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1979 年 ) 
[ 解 ] 因为 m+6m +5m = m(m+1)(m+5), 对 于 一 切 整 数 
m, 它 可 以 被 3 整除 ,这 只 须 注意 到 m 被 3 除 之 余数 为 0,1 或 2 时 ， 
mm 十 $ 或 m+ 1 相应 地 可 被 3 整除. 
但 ”27n? + 9n “+9n +1 除 以 3 时 总 余 1. 
这 样题 设 方程 无 整数 侦 (xx ,2 ) 满足 . 


故 选 (A). 

31.27 满足 mxn 宇 0 且 r3+ n+ 99mn = 33 的 整数 对 (yp,11) 
的 数目 等 于 

(A)2. (B)3. (C)33. (D)35. (E)99. 


(第 50 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1999 年 ) 
[ 解 ]】 由 (m+n) 了 = m+3mn(m+n)+ ns, 
显然 当 +n=33 时 , m7? + nm? + 99mn = 333， 
又 题 设 mn 之 0, 知 这 样 的 (m,n) 有 34 组: 
(0, 33), (1, 32), …, (32, 1), (33, 0). 
此 外 ma = 一 33,n = 一 33 时 亦 满足 题 设 式 子 . 
综 上 ,满足 题 设 的 (m,n) 共 35 组 . 
故 选 (万 ). 
31.28 ”满足 方程 x 光 -10zx2 交 +9=0 的 不 同 数 偶 (z,y)( 其 中 


910 世界 数学 奥林匹克 解 题 大 辞典 





zy 为 正 整 数 ) 的 数目 是 

(A) 0. (B) 3. (C) 4. (D) 12. (EE) 无 穷 . 

(第 20 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1969 年 ) 
[ 解 】 题 设 方程 等 价 于 
(x*y ~ 1)(x*y ~ 9) = 0, 

故 zy = 二 土 1] 或 土 3. 

因此 满足 方程 的 不 同 正 整数 侦 是 (1,1),(1,3) 或 (3,1). 

故 选 (B). 

31.29 ”使 得 方程 o + 5b* = kab 有 正 整 数 解 (a ,6) 的 正 整 数 
的 个 数 是 

(A) 0 个 . (B) 1 个 . 

(C) 不 止 1 个 ,但 只 有 有 限 多 个 . (D) 无 穷 多 个 . 

(中 国安 徽 省 芜湖 市 数学 竞赛 ,1993 年 ) 

[ 解 1] 设 4 与 5 的 最 大 公 因 数 为 4, 则 a = d .ci， =d: 
bi(al 与 01 互 素 ), 代 和信 4a*+b* = 上 kk-.ab 得 af+ 57 = 大， albl, 

故 得 al 151 和 651 1 al, 从 而 al = 5651, 这 时 = 2. 而 当 k 有 = 2 时 ， 
可 取 a = 5 ,满足 要 求 . 

故 选 (B). 

[ 解 2] 由 a*+64= Ag， 得 (2) -4- 

即 ” ”方程 x?* -kr+1 = 0 有 有 理 数 解 ， 

故 其 判别 式 A = &? -4 应 是 一 个 完全 平方 数 . 

令 及 -4= cc 为 非 负 整数 ), 则 

(kp—~c)(k+c)=4=2.:2=1.4. 

故 &-c=2,&+c=2， 或 -c=1,k+c=4. 

由 此 易 知 到 = 2. 

故 选 (B). 

31.30 方程 一 = 115 的 正 整数 解 是 


2+4+6++… 二 27 
(A) 110. (B) 115. (C) 116. 
(D) 231. (E) 该 方程 无 正 整 数 解 . 
(第 30 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1979 年 ) 
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a 


印 


[ 解 ] 题 设 式 左 分 子 .分母 皆 为 等 差 数 列 和 ,这 样 








115 1+3+%+(2n~-1) n” 
116 2 十 4 十 … 十 27 n(n+t+1)’ 
llS xn 人 加 
116 “N+1” 人 7= 115. 
故 选 (B) 
31.31 方程 r + = 了 的 整数 解 的 个 数 为 
(A) 1. (B) 3. (C) 5. (D) 6. 


(中 国 吉 林 省 长 春 市 初中 数学 竞赛 ,1990 年 ) 

[ 解 ] 题 设 方程 可 化 为 xy - 7x 一 7y = 0， 

机 xy-7r-7y= (rx—-7)(y-7)-49, 
Ty 一 77 一 7y = 0 化 为 
(x~7)(y-7)=49=7.7=1.49. 
rr-7=1, -1, 7, -7，49, -49， 
和 7， -7， 1， 一 1. 

即 r=8, 6, 14，0， 56，- 42， 

y=S6,-42，14，0，8， 6 

其 中 z = 0， y = 0 不 妥 , 侈 去 , 计 有 五 组 整数 解 . 

故 选 (C). 


1 
31.32 方程 二 + 下 195 的 整数 解 的 个 (组 ) 数 是 


(A)0 个 ， (B) 3 个 (CQ) 5 个 . ”(D) 以 上 结论 都 不 对 . 
《中 国 广 州 武汉 ,福州 等 五 市 初中 数学 联赛 ,1987 年 ) 
[ 解 ] 原 方 程 可 化 为 
xy — 1987x ~ 1987y = 0， 
(x — 1987)(y - 1987) = 1987-. 








… ”1987 是 质数 ， 
`. 上 述 方程 等 价 于 下 述 6 个 方程 组 ; 
| 1 ， x — 1987 = 19872， 
) y — 1987 = 1987’; y~ 1987 = 1; 
(3) x -1987=—1, | Co i 
y ~ 1987 = ~ 19872 ; y ~ 1987=-—1; 
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x — 1987 = 1987, T ~ 1987 =— 1987, 























(5) y — 1987 = 1987; (6) | — 1987 = - 1987. 
解 得 . 
x+ = 1988, x = 1987 . 1988, 
y = 1987 . 1988; y = 1988; 
x = 1986, x =— 1987. 1986, 
y——1987.1986; |y = 1986; 
x = 2 . 1987, r=0, 
y = 2 . 1987; y=0. (会 去) 
方程 的 整数 解 有 5 个 (组 ). 
故 选 (C). 


31.33 ” 正 整 数 的 有 序 对 ( m,n) 是 方程 全 + 三 = 1 的 解 的 个 数 


(A) 1. (B) 2. (C) 3. (D) 4. (FE) 多 于 4 个 . 
(第 44 届 美国 高 中 数学 考试 ,1993 年 ) 
[ 解 ] 因为 m 和 都 是 正 整数 ,所 以 由 题 设 知 n > 2,m > 4. 


因为 人 + 全 = 1 等 价 于 (m -4)(n -2) = 8, 故 只 需 找 出 8 表示 


成 为 正 整数 的 乘积 的 所 有 方式 . 
即 1.8，2.4，4.2，8.1 对 应 着 四 组 解 
(m,n) = (5, 10),(6, 6),(8, 4),(12,，3). 





故 选 (DD). 

31.34 ”满足 式 2 2 = 13 且 a +5 志 100 的 正 整 数 对 (a ,2) 
的 个 数 是 

(A)1. (B)5. ' {CC)7. (D) 9. {E) 13. 


(第 43 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1992 年 ) 
[ 解 ] 由 题 设 式 子 可 有 
a + 下 


a 





= 13， 


即 ca25+a=13(cp2+D)， 
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1 一 人 3 





给 窗 息 施 


或 ab — 13ab* + a—- 135=0. 

则 ab(a~-136)+(a-135)=0, 或 (a 一 136)(ab + 1)=0. 

所 以 ”a = 135( 注 意 到 ab + 1 关 0). 

又 a+t+5100, 则 ”1365 5 二 146 过 100, 从 而 

5 去 | 地 |= 7 

因而 6 = 1,2,…,7; aa=13,26,…,91, 共 7 对 (a,0). 

故 选 (C). 

31.35 满足 0D<z<yvy 和 vi984 = Vx +Vvy 的 不 同 的 整数 对 
(z,y) 的 个 数 是 

(A) 0. (B) 工 . (C) 3. (D) 4. (E) 7. 

(第 35 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1984 年 ) 

[ 解 1] 由 1984 = 26.31. 又 0 之 x 之 y, 所 以 x < 之 1984. 从 原 方 

程 解 出 y 来 : 
y= (VI1984 - Vz)2 = 1984 + x ~ 2 V19847. 

因此 当 且 仅 当 1984x 是 一 个 完全 平方 数 时 ,y 是 一 个 整数 

义 由 1984 的 素 因 数 表达 式 , 这 个 结论 又 等 价 于 x 是 317z? 的 形式 ， 
其 中 1 是 不 为 零 的 正 整 数 . 

又 由 >z<1984， 有 31t*<2.31, 即 41? < 26= 64， 
所 以 有 工 志 上 过 7. 

因此 对 于 上 = 1,2,3, 产生 了 三 组 (x，y), 它们 是 : (31，1519)， 
(124, 1116) 和 (279, 775). 

从 中 可 以 发 现 当 xz 增 加 时 ,y 就 减少 , 当 +: = 4 时 ,x = y, 这 已 经 不 
符合 0 < x < y 的 条 件 , 所 以 当 + > 4 时 ,y < 

因此 原 方程 仅 有 三 组 满足 题 设 条 件 的 解 . 

故 选 (C). 

[ 解 2] 由 1984 = 26.31， 则 

V1984 = 8 V31 = V31 +7 V31 = 2 V3 +6 v3 
= 3 v31 +5 v31l. 
2 V31 = V124, 3 v31 = V279, 5 V31 = V775, 
6 V31 = V1l16, 7 V31 = V1519. 
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因而 方程 有 三 组 解 . 


故 选 CC) 

31.36 ”满足 0 过 xz 过 y 及 V1992 = Vx +Yy 的 不 同 的 整数 对 
(x ,y) 的 个 数 是 

(A) 0. (B) 1. (C) 2. (D) 4. 


(中 国 浙江 省 初中 数学 竞赛 ,1993 年 ) 
[ 解 ] 由 1992 = 2*. 498(498 已 不 是 完全 平方 数 ). 则 方程 化 为 
Vx + Vy = 2 V498, 
方程 整数 解 为 (1992,0),(0,1992) 或 (498,498). 
又 题 设 要 求 y 之 x 之 0, 则 仅 有 两 组 适合 . 





故 选 (C). 
31.37 ”存在 整数 ,使 Vpt+n+tvn 是 整数 的 素数 p 
(A) 不 存在 . (B) 只 有 一 个 . 


(C) 多 于 一 个 ,但 为 有 限 个 . (D) 有 无 穷 多 个 . 
(中 国 高 中 数学 联赛 ,1996 年 ) 
[ 解 ] 设 p 为 任意 奇 素数 , 且 p = 2k + 1. 于 是 令 n = 有? 则 有 
Vpt+nt+vVn= Vk+1l+k + Vk =2k+1. 
所 以 ,每 个 奇 素数 都 有 题 设 的 性 质 . 
故 选 (DD). . 
31.38 Vzx+ Vy = V2009 的 正 整 数 解 (zx,y) 中 ,x + y 的 最 大 值 


洽 寞 注 从 江村 区 千 抽 六 





(A) 1189. (B) 1517. (C) 1657. (D) 1749. 
(中 国 陕西 省 西安 市 初中 数学 竞赛 ,1990 年 ) 
[ 解 1] 由 2009 = 49.41， 则 V2009 = 7 V41， 
vz+yy= V41+6V41l 或 2 V41+5 V41 或 


3 v41 + 4 V41, 
即 vz+yvy= V41+ V1476 或 V164 + V1025 或 
369 + V656, 


(zx,y) = (41,1476) 或 (164,1025) 或 (369,656). 
则 (x+ y)max = 41 + 1476 = 1517. 
故 选 (B). 
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加 内 算 赂 


[ 解 21 由 v5009 =7v41， 则 vz+vy = 了 7V41. 
r+y= (Vr+vyy) -= ) /5 2 2009 - 2 Vy, 
xz,y 为 正 整数 , 则 (Vry)mwn = V41 :6 v41 = 246. 
(z+ ymax = 2009 ~ 2 :246 = 1517. 


故 选 (B). 
31.39 ”方程 Vx + Vy = V336 的 整数 解 (x,y) 的 组 数 是 
(A) 2. (B) 3. (C) 4. (D) 5. 


(中 国 北 京 市 初中 数学 竞赛 ,1993 年 ) 
[ 解 ] 由 题 设 有 Vx + Vy = 4 v21, 因 而 满足 方程 的 整数 (x,y) 








共 5 组 解 . 
故 选 (万 ). 
31.40 ”方程 22* -32 = 55 的 整数 解 的 个 数 为 
(A) 0，(B) 1. (C) 2. (D) 3. (E) 有 限 个 ,但 多 于 3. 
(第 12 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1961 年 ) 
[ 解 ] 由 2 一 3 = (27 -3?)(27 +3>7), 且 
55=5.11=1.55. 
网 (25-37)(27+37) = 5.11， 注意 到 27*+3> 27-32， 
27 -3 = 5, 27 -37 = 1 ， 
27 +37 = 11; 27 + 3 = 55. 
由 前 一 方程 组 得 解 x = 3,y = 1; 后 一 方程 组 无 解 . 
故 选 (B). 
31.41 设 实数 a,5,c 满 是 a+5+c=0，abc = 1. 则 a,5,c 中 
正 数 的 个 数 是 
(A) 3. (B) 2. (C) 1. (D) 0. 
(中 国 广州 武汉、 福州 等 五 市 初中 数学 联赛 .1990 年 ) 
[ 解 ] 由 题 设 a+b+c = 0, 若 其 中 有 正 数 , 则 必 有 负数 (因为 abe 
= 1, 故 a,5,c 中 无 0)， 
勾 aspc=1>0,， 则 负数 个 数 是 0 或 2. 但 由 上 知 , 负 数 个 数 不 能 
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从 而 , 正 数 个 数 有 1 个 . 


故 选 (C). 
31.42 ”方程 | xyz | = 4 的 整数 解 的 组 数 是 
(A) 64. (B) 48. (C) 8. (D) 6. 


(第 1 届 “ 五 羊 杯 ”初中 数学 竞赛 ,1989 年 ) 
[ 解 ] 由 4=1:1.4=1:2.2, 内 于 xz,y,z 不计 次 序 , 则 方程 
的 正 整 数 解 共 有 6 组 . 
又 zyy,z 均 可 取 正 . 负 值 , 则 方程 的 整数 解 有 6 23 = 48 组 . 
故 选 (B). 


31.43 ” 非 零 实数 组 成 的 有 序 三 元 数组 (a,65,c) 具有 下 述 性 质 : 第 
每 个 数 是 其 他 两 数 之 积 .这 样 的 数组 的 个 数 是 IT 
(A) 工 . (B) 2. (C) 3. (D) 4. (E) $. 程 一 
(第 38 居 美 国 高 中 数学 考试 ,1987 年 ) 下 并 一 
[ 解 】 由 设 有 a=&， 2=ac，rc = dg， 广 
a=&p=(ac)(ap)= ap， 即 be = c2pc， 村 


.了 关 0，c 关 0, 故 a*=1，a=+1. 

同 理 2 =+1，c = 二 1. 注 意 到 (- 1, - 1, - 1) 不 合 题 设 . 

因而 (a,p,c)=(1,1,1) 或 人 -1 -1 或 (-1,1-1) 或 
(一 1, 一 1,1), 共 四 组 . 


改选 ( 品 ) 

31.44 方程 组 | “(n,m 者 是 奇数 ) 的 解 是 整数 ,那么 
解 |”_ “的 奇偶 情况 是 

(A) p,q 都 是 偶数 (B) p,q 都 是 奇数 

《C) p 是 偶数 ,g 是 奇数 . (D) p 是 奇数 ,g 是 偶数 . 


(第 2 届 中 国 天 津 市 “中 华 少年 杯 ” 数学 邀请 赛 ,1988 年 ) 
[ 解 ] 由 题 设 方程 组 可 解 得 


2m+n 
"7 


| _ 二 





世界 数学 奥林匹克 解 题 大 辞典 917 
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m,n 都 是 奇数 ， 
2m + n 是 奇数 .又 7 是 奇数 ,是 x 为 整数 , 则 x = p 是 奇数 . 


仿 上 分 析 可 知 y = & 是 偶数 . 


故 选 (D). 
“31.45 已 知 n 是 偶数 ， 冯 是 奇数 ,同时 又 知道 x ,y 的 方程 组 
~ 1988y= nn T=p ) 
11x + 27y = ， 的 解 y= ,起 整数 ,那么 

(A) p,qg 都 是 偶数 . (B) p,q 都 是 奇数 ， 

(C) p 是 偶数 ,g 是 奇数 . (D) p 是 奇数 ,9 是 偶数 . 


(“祖冲之 杯 ” 初 中 数学 邀请 赛 ,1988 年 ) 

[ 解 ] 由 于 1988y 是 偶数 ,第 一 个 方程 式 可 视 为 :x + 偶数 = 偶 
数 , 从 而 知 p 为 偶数 ,于 是 11x 亦 为 偶数 . 

第 二 个 方程 可 视 为 :偶数 + 27y = 奇数 ,可 知 27y 为 奇数 , 即 知 gq 
为 奇数 . 

故 选 (C). 

31.46 车 方 程 J: x+y+x = 46, 其 中 这,y,z 均 为 正 整 数 . 
方程 了 : zz+y+z+w=46. 其 中 zyz,uw 均 为 正 整 数 , 则 


(A) 了 I 可 解 成 连续 整数 . (B) I 可 解 成 连续 偶数 . 
(C) I 可 解 成 连续 整数 . (D) [I 可 解 成 连续 偶数 . 
(E) I 可 解 成 连续 奇数 . 


(第 11 届 美国 高 中 数学 考试 ,1960 年 ) 

[ 解 ] 寿 设 +=y-1，z=y+1, 则 了 工 变 为 3y = 464，y 不 
是 整数 , 故 (A) 不 真 . 

大 设 zx =y-2，v=y+2, 则 工 变 为 3y = 46，y 不 是 整数 ， 
故 (B8) 不 真 . 

若 设 y》=xz+l yz=x+2,zm=>+3, 则 卫 变 为 4r+6= 46， 

得 zx=10，y=11，>=12，zm=13. 合理 . 

故 选 (C). 

31.47 和 奋 mw 为 一 下 整数 ,日 直线 13zxz + 1ly==700 及 y= wz- 
1 相交 于 一 整 点 , 则 mx 的 值 只 可 以 是 

(A)4. (B)5. (CC)6.，(D)7. (E) 4,5,6,7 中 的 一 个 . 
(第 17 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1966 年 ) 
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[ 解 ] 将 y= mz 一 1 代入 13x + 1ly = 700, 有 


It | 3:.:79 
“13+1 13+1lm 


又 z 为 整数 , 则 13 + 1lzm 为 分 子 的 因子 , 即 13+ 111m 只 能 是 下 列 
诸 数 之 一 : 








1，3，32，79，3.79，3 .79. 
令 13+ilm=d, 有 nm = 二. 因 m >0, 故 4 > 13, 这 样 只 
须 考虑 土 面 六 个 数 中 的 后 三 个 . 















第 

不 一 

(3) 若 4 = 于 ,79 = 711, 则 m= “二 亦 不 是 整数 ， 访 二 
综 上 仪 mn = 6 一 解 . 到 
故 选 (C) 
3148 方程 组 | 他 + 次 0 的 正 整数 解 的 组 数 是 组 

Xz 十 这 三 23 
(A)1. (B)2. (C)3. (D)4. 


(中 国 初中 数学 联赛 ,1995 年 ) 
[ 解 ] 第 2 个 方程 即 (x + y)z = 23. 因 xz+y 详 2, 晶 23 为 质数 ， 
故 = = 1,x+ y= 23. 
因此 > = 23 -~ x, 以 此 代入 第 1 个 方程 ,得 
(23— x)(x + 1) = 63, 

即 7 -22x+40=0. 
解 得 zi = 2，x2 = 20, 方程 组 的 两 组 解 为 : 

Xi =2,， y=21, x!=1; 


rx7=20, y=3, x =1; 


故 选 (B). 
31.49 ”满足 方程 组 | 下 “个”， 的 正 整 数组 (x,y, <) 的 组 
ry+ yz = 31 
数 是 
(A) 3. (B) 2. (C) 1. (D) 0. 


(中 国 湖北 省 黄冈 地 区 初中 数学 竞赛 ,1993 年 ) 
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nd 


[ 解 ] 题 设 方程 组 可 化 为 
ly+ £2)= 5.3.17, 0) 
yl(x+ 2)= 1.:31. 过 
由 设 方程 解 为 正 整数 , 则 z+>1, 由 四 知 y=1, 且 工 +== 31. 
方程 组 可 化 为 


7 二 3, [*=5 
y+ x= 85, Jy+2=51, 
y= |， > 
十 之 一 3]; T+ = 31; 
7 = 15, X= 17, 
y+ 之 二 17， oes 
y=1 yy 二 1， 
> = 三 31; 3 


从 后 两 方程 组 可 求 得 (15,1,16),(17,1,14) 两 组 解 . 
故 选 (B). 


31.50 满足 方程 组 | “和 人 的 三 元 正 整数 组 (a,5,c) 的 
ac + bc = 23 
个 数 是 
(A) 0. (B) 1. (C) 2. (D) 3. (E) 4. 


(第 35 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1984 年 ) 

[ 解 ] 由 题 设 及 要 求 方程 组 的 正 整 数 解 ,因此 由 第 二 个 方程 ec + 
bc = 23, 有 cla+ 65b) = 23. 

同时 注意 到 23 是 素数 ,所 以 可 以 断定 式 左 两 因子 中 必 有 一 个 是 1， 
另 一 个 是 23. 

又 因为 c 和 2 都 要 求 的 是 正 整 数 , 故 a + 5 > 1, 因 此 必然 有 c= 1 
及 a+b = 23. 

将 c = 1 和 5 = 23 一 a 代入 第 一 个 方程 ,整理 后 得 到 一 个 一 元 二 次 
方程 : 

a* — 22a + 21 = 0. 

它 的 两 根 分 别 是 a = [和 a = 21. 可 得 相应 的 5 值 是 22 和 2. 因 此 

原 方程 组 的 正 整 数 解 (a ,b,c) 只 可 能 是 (1,22,1) 和 (21,2,1). 将 它们 
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代入 原 方程 组 检验 , 均 满 足 . 
故 选 (C). 
31'51 ”满足 下 面 等 式 
Ia+pl+c=19 且 oo+lc1= 97 
的 有 序 整数 组 的 个 数 为 
(A)0. (B)4. (C)6. (D)10. (E)12. 
(第 48 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1997 年 ) 
[ 解 ] (1) 当 c 实 0 时 , 1c 1= c, 则 由 题 设 两 式 得 























lat+b1l+78-ab=0. (x) 
iD) 若 a+p 疡 0,(*) 式 化 为 (Ca -1)(6b 一 1)= 79. 
ia = 2, = 80 ， 、 
得 1 或 | 代入 题 设 式 与 之 0 相悖 | 于 
b= 80 p= 2. 方 十 
让 ) 若 a t+5<0,(x) 式 化 为 (a + 1)(5+ 1) = 79. -hh 
a = 0, = 78, 不 
得 |，_ 有 或 |， 。” 代 信 题 设 式 与 < 之 0 相 个 | 
(2)c < 0 时 , 1 c 1=-c, 则 由 题 设 两 式 得 组 
lat+bitab-1i16=0 ( xx) 


让 若 a+5 宇 0,(xx) 化 为 (a + 1)(6+1)= 117=9x13=3 
x 39 = 1 x 117. 得 

(a,5b) = (8，12) 或 (12，8) 或 (2，38) 或 (38，2) 或 (0，116) 或 
(116, 0). 

代入 题 设 式 可 得 

(a,b,c) = (8，12, -1) 或 (12，8, - 1 或 (2，38, - 21) 或 (38， 
2, 一 21) 或 (0，116, 一 97) 或 (116, 0, 一 97). 

i) 奋 ac+p<0, 则 (*x) 化 为 (oa -GO-H)=1U7=(-9)x 
(13)= (-3)x(-39) = (-1)x(-~117). 得 

{4,5) = 二 (-8, 一 12) 或 (-12, 一 8) 或 (-2, 一 38) 或 (~38， 
一 2) 或 (0, 一 116) 或 (- 116,0) 
代 人 题 设 式 可 得 

(abc)=(-8,-12, -1 或 (-12,-8,-1) 或 (-2,-38， 
-21) 或 (-38,-2,-21) 或 (0,-116, -9%7) 或 (-116,0, -97). 
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入 售 


综合 (1)(2) 可 得 共 12 组 (a ,b,c) 适合 题 设 . 
故 选 (下). 
31.52 ”满足 方程 组 
r+2y+4z = 12, 
” + 4yz + 27xz = 22, 


ZX 二 06. 
的 有 序 三 重 数组 (x ,y,z) 的 个 数 为 
(A) 0. (B) 1. (C) 2. (D) 4. (FE) 6. 


. (第 27 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1976 年 ) 
[ 解 ] 设 x = pt v 二 y 和 ww = 2z, 那 么 题 设 方程 组 化 为 


ut+v+w= 6, 
px vw 十 uw = 11, 
uv = 6. 

考虑 多 项 式 p(t1) = (1 一 w(t 一 v)(t 一 w), 其 中 (u,v,w) 是 
上 述 联 立方 程 的 一 组 解 . 若 p(1)= 一 61*+11t 一 6, 则 (u,v,w) 
是 p(1) = 0 的 解 . 

另 一 方面 , 若 p(t) = 0 的 解 按 任何 次 序列 成 三 重 数组 , 则 这 个 三 
重 数组 是 上 面 联 立 方程 的 一 组 解 . 

因为 p(t) = (1 一 1)(z 一 2)(t ~3), 所 以 (1,2,3) 的 六 个 排列 是 关 
于 u,v 和 w 的 联 立 方程 的 解 .人 因而 已 知 的 关于 x,y 和 和 z 的 方程 有 6 组 
解 . 

故 选 (五 ). 

31.53 ”满足 方程 组 

7 — 3ry+2y — 一 31， 
| Xx* + 6yz + 22° = 44, 
x+ xy+ 8z* = 100. 

的 有 序 三 重 数组 (zx ,y,>) 的 个 数 为 

(A) 0. (B) 1. (C) 2. 

(D) 一 个 大 于 2 的 有 限 数 . (FE) 无 限 多 . 

(第 31 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1980 年 ) 
[ 解 ] 把 已 知 三 个 方程 相 加 并 重新 整理 可 得 
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(rz -2zy+Y)+(Y2+6 +9x) = 175, 
或 (x — y)+ (y+3z2) = 175. 

因为 一 个 完全 平方 除 以 4 时 余数 只 能 是 0 或 1, 因 而 两 个 完全 平方 
的 和 除 以 4 时 只 能 有 余数 0,1 或 2. 

但 上 面 的 方程 式 右 175 + 4 = 43……3, 因 而 方程 无 解 . 

故 选 (A). 





1 -二 1 禾 







丛 汕 阔 隔 江 焉 囊 水 卫 并 
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第 三 十 二 章 ”数字 和 与 计数 


第 1 市 ” 数 与 数 子 和 , 积 


32.1 ”四 个 数 中 ,每 三 个 相 加 得 到 的 和 分 别 为 180,197,208,222. 


那么 这 四 个 数 中 最 大 的 是 
(A) 77. (B) 83. (C) 89. 
(D) 95. (E) 不 确定 . 


(第 41 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1990 年 ) 
[ 解 ] 设 这 四 个 数 分 别 为 x ,y,z,w, 依 题 设 有 
3{(r+yt+z+ ew) = 180 + 197 + 208 + 222, 
所 以 T+y+zt+tw = 2609， 
则 最 大 的 数 为 ”269 -- 180 = 89. 
故 选 (C). 
32.2 ” 某 三 位 数 的 数字 自 左 至 右 依次 为 有 ,tz 与 ,而 有 >> w 当 数 
字 次 序 反 过 来 所 成 的 数 被 原先 的 数 减 时 , 若 个 位 数字 之 差 为 4, 则 另 二 
位 数字 自 右 到 左 为 
(A) 5 与 9. (B) 9 与 5. (C) 求 不 出 来 . 
(D) 5 与 4. (E) 4 与 5. 
(第 6 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1955 年 ) 
[ 解 ] 设 原 数 为 100h + 10+ + 4, 反 序数 为 100u + 10: + ,其 差 
为 (注意 wx 过 有 );: 
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1007 二 107 十 a 
—) 100u + 10t 十 下 
100(P -一 1) +90 + (10+u—h) 
由 10+x-h =4， 即 hh 一 uu = 6， 知 该 数 为 594. 
故 选 (B). 
32.3 ”者 一 整数 为 两 位 数 ,等 于 其 数字 和 的 有 & 倍 , 若 两 数字 互 换 ， 
则 此 新 数 为 其 数字 和 的 

(A) (9 -有 &) 倍 . (B) (10 一 上 有) 倍 . (C) (11 一 ) 倍 . 
(D) (一 1) 售 . (E) (& + 1) 倍 . 

(第 3 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1952 年 ) 


[ 解 ] 设 该 整数 十 位 数字 为 u ,个 位 数字 为 v, 依 题 意 有 区 
lO0u + v= k(u+ wv) 山 -i 
lOQv+u = x(u + v). (人 和 章 
这 里 zx 为 互 换 数字 后 新 数 为 其 数字 和 的 倍数 . 刘 
数 


由 上 两 式 可 解 得 x = 11 一 &. 

故 选 (C). 

32.4 为 了 给 一 本 书 的 各 页 标 上 页 码 , 印刷 工人 用 了 3289 个 数 
码 , 那 么 这 本 书 的 页 数 是 

(A) 1095. (B) 1096.  (C) 1097， (DD) 非 上 述 答案 . 

(中 国 上 海 市 初中 数学 竞赛 ,1987 年 ) 

[ 解 ] 注意 下 面 的 事实 : 

1 一 9 页 共用 9 个 数码 ; 

10 ~ 99 页 共用 2 . 90 = 180 个 数码 ; 

100 一 999 页 共用 3， 900 = 2700 个 数码 ; 

总 计 9+180+ 2700 = 2889 个 数码 ， 

这 样 ,还 剩 下 ”3289 - 2889 = 400 个 数码 , 它 能 排出 100 个 四 位 数 
字 , 即 1000 ~ 1099. 

故 选 (万 ). 

32.5 NN 为 1992 位 自然 数 , 其 中 数字 1,2,3,…,8 在 N 中 出 现 的 
次 数 都 是 9 的 倍数 .如 果 各 位 数字 之 和 为 Ni ,Ni 各 位 数字 之 和 为 N，,， 
N; 各 位 数字 之 和 为 Ni , 则 Ni 的 值 是 
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党 过 入 闵 


(A) 3. (B) 6. (C) 9. (D) 12. 
(中 国 浙江 省 初中 数学 竞赛 ,1993 年 ) 
[ 解 ] 由 设 知 该 数 中 数字 1,2,…,8 出现 的 次 数 都 是 9 的 倍数 ,又 
9 是 其 自身 的 倍数 , 则 知 N 的 各 位 数字 和 是 9 的 倍数 . 
且 六 的 各 位 数字 和 Ni 不 大 于 1992 .9 = 17928， 它 是 一 个 可 被 9 
整除 的 五 位 数 . 
Ni 的 各 位 数字 和 N; 小 于 5 .9 = 4$， 它 是 一 个 可 被 9 整除 的 两 


位 数 . 

因而 N; 的 各 位 数字 和 N; 小 于 2 .9 = 18， 它 又 可 被 9 整除 , 则 
N; 一 9. 

故 选 (C). 


32.:6 在 S0 和 3S0 间 所 有 末 位 是 1 的 整数 之 和 是 
(A) 5880. (B) 5539. (C) 5208. (D) 4877，〈E) 4566. 
《第 24 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1973 年 ) 
[ 解 ] 首 项 为 a, 公差 是 4 的 前 ”项 和 .S, 和 通 项 a, 公式 为 
S, = 六 md +a) 和 4a,=at+t+(n-1)d, 
当 a = 51， = 10 ,得 到 
an 三 341=S+(2 -1 10， 得 nn = 30， 
S = S51 + 61 + -… + 341 = (51 + 341) = 196n, 


. S = 15. 392 = 5880. 
故 选 (A). 


32.7 在 数列 1,2,3,…,10000 中 , 其 所 有 数 的 各 位 数字 的 和 为 
(A) 180001. (B) 154756. (C) 45001. 
(D) 154755. (E) 270001. 


(第 21 届 美国 高 中 数学 考试 ,1970 年 ) 
[ 解 ] 考虑 0,1,2,3,…,9999 每 数 医 乘 以 10-4, 这样 不 会 改变 其 
数字 和 . 这 时 这 些 数 变 成 
0.0000, 0.0001, 0.0002, :…, 0.9999. 
显然 十 个 数字 0,1,2,…,9 在 小 数 点 后 不 同 数位 出 现 的 次 数 都 相 
同 , 即 1000 次 , 故 每 个 数字 在 四 位 小 数 中 共 出 现 4000 次 . 
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因而 上 面 小 数 各 位 数字 和 是 
(1+2+3+…+9). 4000 = 180000. 
在 考虑 的 数列 中 ,由 于 加 上 了 0 而 去 掉 了 10000, 因 而 原 数 学 和 应 
为 180000 + 1 = 180001. 
故 选 (A). 
32.8 ” 当 ”为 正 整数 时 ,(104” +8 + 1)2 的 十 进 制 数字 之 和 是 
(A) 4. (B)4n. (C)2+2n. (D)4n’. (E)n*+n+2 
(第 26 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1975 年 ) 
[ 解 ] 对 于 & 是 任何 正 整数 时 ,10* + 1 = 100…01, 并 且 
100…01 
x) ”100…01 
100…01 
+) 100…01 
100…0200…01 
所 求 数 字 之 和 是 1+2+1=4. 
故 选 (4 ). 
32.9 ”用 十 进位 制 表 示 时 ,整数 a 由 1985 个 8 组 成 ,而 整数 2 由 
1985 个 5 组 成 . 问 整 数 9ab 的 十 进位 表示 式 中 各 位 数字 之 和 是 
(A) 15880. (B) 17856. (C) 17865. 
(D) 17874. (EE) 19851. 
(第 36 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1985 年 ) 
[ 解 ] 由 设 知 919ap， 又 1+S+8+8=22，1+9+8 
+5+1= 24, 知 (A),(E) 不 妥 . 
又 17856 = 1984 .9， 17865 = 1985 .9,17874 = 1986 .9. 
又 9ab = 9. 888 . 5S5…5 


1985 个 1985 个 
~=9.8.5.111 .11:1 = 44…4 .99.…9 .10 
1985 个 1985 个 1985 个 1985 个 

= 和 44 (10” -1) 10 

1985 个 
= (44…4 + 101%5 — 44:.…4) . 10 

1985 个 1985 个 
= 44…4355…560， 


1984 个 1984 个 
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因而 其 数字 和 和 为 4。 1984 + 5.1984+3+6= 9.1985. 
故 选 (C). 
32.10 若 1+2+3+…+ 上 之 和 为 N, 且 N<100, 则 上 可 能 


的 值 为 





(A) 1. (B)1 和 8. (C) 8. 
(D) 8 和 49. (E) 1,8 和 49. 
(第 7 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1956 年 ) 


[ 解 ] 由 14+2+3+…+A = 女人 二 志 ,由 题 设 
AE+D NN, Bp p+h-2N =0. 


当 玉 二 1 时 ， = 
当 避 二 8 时 ， =36=6; 
当 二 49 时 ， 人 7.5) = 35. 





故 选 ( 玉 ). 
32.11 设 S=2+4+6+… 二 2N, 其 中 NN 是 使 得 S > 108 的 最 


小 正 整 数 , 则 NN 的 数字 和 为 


(A) 27. (B) 12. (C) 6. (D) 2. (E)1. 
(第 19 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1968 年 ) 
[ 解 ] 由 设 S=2+4+6+.…+2N=N(N+1). 
当 N=999 时 ， NON +1) = 999000 < 105， 
当 N=1000 时 ，NCON+1) = 1001000 > 105. 
上 放 N = 1000 是 使 NON+1) = S > 10 的 最 小 正 整 数 . 


故 选 ( 玉 ). 
32'12 内 以 7 余 5, 除 以 5 余 2, 除 以 3 余 1 的 所 有 三 位 数 的 和 是 
(A) 2574. (B) 3681. (C) 4249. (D) 4436. 


(中 国 部 分 省 .市 初中 数学 通讯 赛 ,1988 年 ) 
[ 解 ] 设 满足 条 件 “ 除 以 7 余 5, 除 以 5 余 2, 除 以 3 余 1” 的 某 数 为 


N, 又 x,y,z 为 N 分 别 被 7,5,3 除 得 的 整数 商 , 则 有 


Jr+S=Sy+2= 3z+1=N, OQ 
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外 3z— Sy=1 
5 5 
令 2 = 1 则 y= x+t， 
S13 > t—l1 
及 T= 7 = 2+—1+ 5 
仿 二 则 z= 2n+l1. 


又 r=21:-l+n= Sn+t+l, y= x+t= 7n+2, 


由 有 = = tl = et ln + 4+ 


为 使 z 为 整数 , 取 n = 2, 得 > = 27. 代 入 四 ,得 N = 82. 

因为 7,5,3 的 最 小 公 倍 数 是 105, 所 以 满足 题目 的 数 可 用 82 + 
105k(k 是 整数 ) 形式 表示 . 

实际 上 当 & = 1,2,3,4,5,6,7,8 时 ,82 + 105& 为 三 位 数 .于 是 得 所 
求 的 和 为 

82.8+105.(1+2+3+4+5+6+7+8) = 4436. 

故 选 ( 吕 D). 

注 ”我 国 古代 算 书 《孙子 算 经 》 曾 载 有 问题 :“ 今 有 物 不 知 数 , 三 三 数 之 剩 
二 ,五 五 数 之 剩 三 ,七 七 数 之 剩 二 . 问 物 几何 ?” 解 这 类 “ 物 不 知 数 ” 的 问题 , 明 朝 
数学 家 程 大 位 在 《算法 统 宗 》 中 介绍 了 一 首 歌 诀 : 

三 人 同行 七 十 稀 , 五 树 梅花 廿 一 枝 ， 

七 子 团 园 正 半 月 , 除 百 零 五 便 得 知 ， 

用 这 首 歌诀 来 求 本 题 中 的 nn, 有 
n=5.15+2.21+1-.70= 187. 

其 一 般 表 示 法 是 187 + 105m (zm 为 整数 ). 

32.13 ”三 个 连续 自然 数 的 平方 和 比 它 们 的 和 的 8 倍 还 多 2. 则 此 
三 个 自然 数 的 平方 和 为 

(A) 77. (B) 149. (C) 194. (D) 245. 

(第 3 届 “ 五 羊 杯 ” 初 中 数学 竞赛 ,1991 年 ) 

[ 解 ] 设 此 三 个 连续 自然 数 分 别 为 x - 1,z,z + 1, 依 题 意 有 

(x -1) +r +(rt1)=8Cr- -1)+ri+(r+1)]+2, 
即 3z2+2=24zrz+2， 或 rx-8xz=0.. 
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得 ”x = 8 或 0( 舍 去 ). 

则 三 数 平方 和 为 7?+8*+9 = 194. 

故 选 (C). 

32.14 ”车 一 列 数 除了 首 末 两 数 外 ,每 个 数 都 等 于 它 两 旁 紧 邻 的 
两 数 之 和 , 则 称 之 为 具有 “波动 性 质 ” .例如 2,3,1, -2, -3 便 行 , 因 3 = 
2+1，1=3-2，-2=1-3. 已 知 下 式 中 每 个 * 都 代表 一 个 数 ， 


并 且 满 足 波动 性 质 ”. 


未 炒米 及 束 米 米 米 来 米 米 炒米 米 米 炒米 米 于 
则 这 18 个 * 所 代表 的 数 的 和 为 

(A) — 64. (B) 64. (C) 18. (D) 0. 

(第 3 届 “五 羊 杯 " 初中 数学 竞赛 ,1991 年 ) 

[ 解 ] 设 左 起 第 一 个 * 代表 的 数 为 x , 则 易 推 得 顺 次 前 6 个 * 分 
别 为 Z，T7 一 1 -1, -zx, 1 -> 1. 

第 7 个 * 又 为 xz, 这样 第 7 一 12; 第 13 ~ 18 个 * 重复 上 述 六 个 数 
字 . 

因此 ,该 18 个 * 代表 的 数 之 和 为 

3r+((r-1)-1~-r+(l-xr)+1|j=0. 

前 选 (D). 

32.15 在 下 列 方程 中 ,每 个 字母 代表 在 十 进位 制 中 一 个 不 同 的 
数字 ,( YE) . (ME) = TITT ,在 左面 的 乘积 中 YE 比 ME 小 .那么 E+ 
M+T+Y 的 和 等 于 

(A) 19. (B) 20. (C) 21. (D) 22. (E) 24. 

(第 24 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1973 年 ) 

[ 解 ] 由 设 TIT = 本. (111) = 本 3: 37, 并 且 丁 等 于 E? 的 最 
末 位 数字 . 今 ME > Y 下 , 知 ME 必须 包含 因子 37, 则 它 可 能 是 37 或 74. 

后 面 这 个 数 的 可 能 性 被 排除 掉 , 因 为 这 时 最 小 可 能 的 YE = 14, 得 
到 14 .74 = 1036, 超 过 999 = TTT. 

则 ME = 37, 并 且 由 YE = Y7 可 被 3 整除 , 故 它 是 27. 

于 是 27. 37 = 999. 

故 所 求 的 和 为 E+MiT+Y=74+43+9+2=21. 
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故 选 (C ). 

32.16 数 N=22.5S8 的 数字 位 数 是 

(A) 9. (B) 10. (C) 11. (D) 12. (E) 20. 
(第 22 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1971 年 ) 

[ 解 ] 重新 整理 因 式 

NN = 24(28 .58) = 16.108 = 1600000000, 
它 是 一 个 十 位 数 . 
故 选 (B). 


第 2 节 计 数 


32.17 ”在 整数 0,1,2,3,4,5,6,7,8,9 中 , 设 素数 的 个 数 为 x ,个 
数 的 个 数 为 y, 完 全 平方 数 的 个 数 为 z, 合 数 的 个 数 为 ux. 则 z+y+ z+ 
4 的 值 为 

(A) 17. (B) 15. (C) 13. (D) 11. 

(第 2 届 " 和 希望 杯 ” 全 国 数学 邀请 赛 ,1991 年 ) 

[ 解 ] 在 题 设 整数 中 ,素数 有 2,3,5,7 共 4 个 ;偶数 有 0,2,4,6,8 
共 5 个 ;完全 平方 数 有 0,1,4,9 共 4 个 ; 合 数 有 4,6,8,9 共 4 个 . 

总 计 4+S+4+4= 17. 

故 选 (4 ). 

32.18 ” 形 如 34689 这 样 的 正 整数 称 为 “位 升 数 ”, 即 每 位 上 的 数 
码 皆 比 其 相 邻 的 左边 位 上 的 数码 大 . 现 有 CS 5 ) = 126 个 五 位 的 “位 逢 
数 ", 今 将 它们 从 小 到 大 排列 , 则 其 中 第 97 个 “位 升 数 " 中 不 会 含有 的 数 
字 是 

(A) 4. (B) 5. (C) 6. (D) 7. (E) 8. 

(第 48 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1997 年 ) 

[ 解 ] 以 1,2 打头 的 五 位 “位 升 数 ” 情况 如 下 : 

lx x x x 型 有 Cs = 70 个; 
23*xx 型 有 Cai=20 个 ; 
245xx 型 有 (3= 6 个 . 
共计 70+20+6=96 个 .这 样 第 97 个 “位 升 数 " 是 24678 , 即 不 
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含 5. 
政 选 (B). 


32.19 ”在 所 有 六 位 数 中 ,各 位 数字 之 和 等 于 52, 这 样 的 六 位 数 有 
(A) 2 个 . (B) 12 个. (C) 21 个. (D) 31 个 . 


(中 国 浙江 省 初中 数学 竞赛 ,1991 年 ) 

”“[ 解 ] 六 位 数 中 最 大 的 是 999999, 其 各 位 数字 和 为 54. 这 样 数 字 
和 为 52 的 六 位 数 数字 只 能 有 5 个 9 与 1 个 7,@4 个 9 与 2 个 8 两 种 . 

而 9,9,9,9,9,7 可 组 成 6 个 不 同 的 六 位 数 ; 

又 9,9,9,9,8,8 可 组 成 15 个 不 同 的 六 位 数 ( 两 个 8 在 一 起 的 情况 
有 5 个 ,两 个 8 之 闻 夹 两 个 9 的 情况 有 3 个 ,两 个 8 之 间 夹 一 个 或 三 个 9 
的 情况 有 6 个 ,两 个 8 之 间 夹 四 个 9 的 情况 有 1 个 ) 

此 外 ,六 个 数字 和 为 52 再 无 其 他 情形 . 

因而 所 求 六 位 数 有 ”6 + 15 = 21 个 . 


故 选 (C). 
32 .20 ”在 十 进 制 数 中 ,小 于 100 且 个 位 数字 是 7 的 素数 的 个 数 为 
(A) 4. (B) 5. (C) 6. (D) 7. (E) 8. 


(第 38 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1987 年 ) 
[ 解 ] 以 7 了 7 结尾 小 于 100 的 素数 有 
7，17，37，47，67，97. 
共 6 个 . 
故 选 (C). 
32.21 ”在 小 于 50 的 正 整 数 中 , 含有 奇数 个 正 整数 因子 的 整数 
个 数 是 
(A) 3. (B) 5. (C) 7. (D) 9. (E) 11. 
(第 41 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1990 年 ) 
[ 解 1] 由 爱 拉 斯 托 色 得 法 知 小 于 50 的 正 整 数 的 素 因 子 ,最 大 不 
超过 v 50. 
这 样 , 这 些 因子 是 1,2,3,5,7. 
而 共有 奇数 个 正 整数 因子 的 数 应 为 除 因子 1 之 外 ,包括 其 本 身 还 
须 有 偶数 个 因子 .因而 这 样 的 整数 应 是 上 述 素数 的 偶 次 宕 , 即 
2*, 3, 5, 7T*, 22 . 32, 24, 
此 外 还 有 1， 共计 7 个 . 
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故 选 (C). 
[ 解 2] 有 奇数 个 正 整 数 因子 的 自然 数 必 为 完全 平方 数 . 
小 于 50 的 正 整数 中 ,共有 7 个 完全 平方 数 (v 50 过 7). 


故 选 (C). 

32.22 ”满足 不 等 式 10 过 A 这 10 的 整数 A 的 个 数 是 x - 10 + 
1, 则 x 的 值 是 

(A) 9. (B) 8. (C) 7. (D) 6. 


(中 国 上 海 市 初中 数学 竞赛 ,1986 年 ) 
[ 解 ] 由 10 -104 = 9.104， 则 
10* 委 4 所 10” 的 整数 4 的 个 数 是 9.104+1， 即 x=9. 





故 选 (A). 
32.23 ”在 前 100 个 正 整数 中 , 可 以 被 2,3,4,5 都 整除 的 数 的 个 ”| 数 
数 有 让 
(A) 0. (B) 1. (C) 2. (D) 3. (E) 4. 
数 





(第 32 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1981 年 ) 
[ 解 1] 不 超过 100, 可 被 5 整除 的 正 整数 是 5,10,15,…100. 其 中 
只 有 20,40,60,80 可 被 4 整除 . 
这 其 中 仅 有 60 可 被 3 整除 .60 可 被 4 整除 自然 可 被 2 整除 . 
所 以 满足 此 条 件 的 数 仅 有 一 


故 选 (B). 

[ 解 2] 2,3,4,5 的 最 小 公 倍 数 是 60. 所 以 可 被 2,3,4,5 整除 的 数 
只 能 都 是 60 的 倍数 . 

因而 在 1 ~ 100 中 只 有 60 满足 题目 要 求 . 

故 选 (B). 

32.24 ”从 1 到 1992 的 自然 数 中 是 3 的 倍数 ,但 不 是 2 或 5 的 售 
数 的 数 的 个 数 有 

(A) 664. (B) 465. (C) 266. (D) 200. 


(第 9 届 “ 结 云 杯 ”初中 数学 邀请 赛 ,1992 年 ) 
[ 解 ] 在 1 ~ 1992 的 自然 数 中 ,能 被 3 整除 者 有 | 1222 | = 664 
个 ,能 被 3 和 2 整除 者 有 | 把 22 | = 332 个 ;能 被 3 和 5 整除 者 有 | 3993 | 
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= 132 个 ;能 被 3,2 和 5 同时 整除 者 有 | 5 222 5 | = 66 个 .这 里 [a] 表 


出 。 示 不 超过 + 的 最 大 整数 . 
是 故 1 一 1992 中 是 3 的 倍数 ,但 不 是 2 或 的 倍数 者 有 
郑 664 ~ 332 - 132 + 66 = 266( 个 ). 
故 选 (C). 
32-:25 在 1,2,3,…,101 这 101 个 整数 中 能 同时 被 3 与 5 除 都 余 
1 的 数 共有 
(A) 6 个 . (B) 7 个 . (C) 8 个 . (D) 9 个 . 


(第 2 届 " 缁 云 标 ” 初 中 数学 邀请 赛 ,1985 年 ) 
[ 解 ] 显然 ,能 同时 被 3 和 5 除 后 余 1 的 数 (注意 3,5 都 是 素数 ) 可 
表 为 
3.S&+1=1S8+1 (k= 0,1,2.…), 
则 在 前 101 个 自然 数 中 有 1,16,31,46,61,76,91 等 共 7 个 数 符合 题 设 . 


故 选 (B). z 

32.26 ” 设 n 是 100 到 200 之 间 的 自然 数 , 则 满足 7n + 2 是 5 的 倍 
数 的 的 个 数 为 

(A) 10. (B) 11. (C) 20. (D) 21. 


(第 2 届 “ 五 羊 杯 ”初中 数学 竞赛 ,1990 年 ) 
[ 解 ] 在 72+2 是 5 的 倍数 , 则 其 个 位 数字 只 能 是 0 或 $, 从 而 知 
7n 的 个 位 数字 必 为 8 或 3, 这 样 7 的 个 位 数字 只 能 是 4 或 9. 
亦 即 ”只 能 是 104, 109, 114，119，…，194，199 共 20 个 . 


故 选 (D). 
32.27 ”所 有 4 位 数 中 , 能 同时 被 2,3,5,7 和 11 整除 的 个 数 是 
(A) 1. (B) 2. (C) 3. (D) 4. 


z (第 2 届 “五 羊 杯 "” 初中 数学 竞赛 ,1990 年 ) 

[ 解 ] 因 2,3,5,7,11 两 两 互 素 , 则 同时 能 被 它们 整除 者 必 能 被 2 
3.5.7.11 = 2310 整除 . 
在 4 位 数 中 能 被 2310 整 除 者 有 2310, 4620, 6930, 9240 这 4 个 数 . 
故 选 (D). 
32.28 ”小 于 1000 而 不 能 被 5 和 7 整除 的 正 整 数 的 个 数 为 
(A) 688. (B).686, (C) 684. (D) 658. (E) 630. 
(第 17 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1966 年 ) 

[ 解 ] 大 [xz] 表示 不 超过 z 的 最 大 整数 ,注意 到 ; 
小 于 n( 自 然 数 ) 的 正 整 数 有 nn 一 1 个 ; 
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小 于 且 被 4 整除 的 正 整数 个 数 不 超 过 | 宇 了 -| 
这 样 小 于 1000 的 999 个 正 整数 中 ,不 能 被 5 和 7 整除 的 正 整数 个 数 


为 
999 — [最 |- EE 2 - 999 - 199 - 142 + 28 = 686. 
注意 能 被 5 . 7 整除 的 正 整数 被 重复 减 去 两 次 . 
故 选 (B). 


32.29 从 1 到 1000 这 1000 个 自然 数 中 , 既 不 能 被 4 也 不 能 被 6 
整除 的 自然 数 个 数 为 
(A) 416. (B) 584. (C) 625. (D) 667. 
(第 2 届 “ 五 羊 杯 ”初中 数学 竞赛 ,1990 年 ) 


[ 解 ] 由 | 中 = 250， | 0 | = 166 
则 1 ~ 1000 中 有 250 个 自然 数 可 被 4 整除 , 且 有 166 个 可 被 6 整除 . 
而 4,6 的 最 小 公信 数 为 12, 目 | 09 | = 83, 则 1 ~ 1000 中 有 83 个 


自然 数 可 同时 被 4,6 整除 . 

这 样 所 求 自然 数 的 个 数 为 

1000 - 166 ~ 250 + 83 = 667. 

故 选 (DD). 

32.30 ”大 于 10, 小 于 100 的 整数 ,写成 十 进位 制 时 ,它们 的 数字 
交换 后 , 比 原 数 增加 9 的 个 数 是 

(A) 0. (B) 1. (C) 8. (D) 9. (E) 10. 

(第 27 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1976 年 ) 

[ 解 ] 设 上 和 zx 分 别 为 这 种 数 的 十 位 和 个 位 数学 .由 设 当 它 的 数 

字 交 换 后 比 原 数 增加 9, 亦 即 
9 = (10u +1)— (10:+u) = 9(u -1), 


BE w=rt+l1. 
又 0 过 1 这 9，1 达 这 9， 则 得 到 8 个 解 依次 是 
{112，23，-…，89|. 
故 选 (C). 


32.31 ”在 1000 和 9999 之 间 , 四 位 不 同 数 字 组 成 的 整数 ,其 第 一 
位 数字 与 最 后 一 位 数字 差 的 绝对 值 是 2 的 个 数 为 
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字 
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与 
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数 





1 





这 


(A)672. (B)784. (C) 840. (D) 896. (E) 1008. 
(第 33 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1982 年 ) 

[ 解 ] 先 考 虚数 集 i0,1,…,9| 中 有 和 多少 对 数 的 差 为 + 2. 

显然 共 16 对 : (0,2), (2,0), (1,3), (3,1), (2,4), (4,2),.…, (7, 
9),(9,7). 其 中 除了 (0,2) 之 外 ,都 可 以 用 来 构成 所 需 的 数 . 

又 因为 要 求 组 成 的 四 位 数 的 各 位 数字 均 不 相同 ,所 以 中 间 两 位 数 
可 能 出 现 的 情形 共有 8: 7 = 56 种 . 

因而 题 中 所 要 求 的 数 共 有 ” 15. 56 = 840 个 . 

故 选 (C). 

32,32 ”一 个 两 位 自然 数 中 间 插 入 一 个 一 位 数 (包括 0) 则 变 成 一 
个 三 位 数 . 有 些 两 位 数 中 间 插 入 一 个 一 位 数 后 所 变 成 的 三 位 数 恰好 是 
原来 两 位 数 的 9 倍 . 这样 的 两 位 数 的 个 数 有 

(A) 1. (B) 4. (C) 10. (D) 超过 10. 

(“祖冲之 杯 ” 初中 数学 邀请 赛 ,1993 年 ) 

[ 解 ] 由 设 奉 “ 三 位 数 " 是 “两 位 数 " 的 9 倍 , 则 这 样 的 “三 位 数 " 与 
“两 位 数 ” 之 和 应 是 “两 位 数 ” 的 10 倍 . 

因而 这 样 的 “两 位 数 ” 个 位 数码 只 是 0 和 5. 

又 因 捅 入 的 一 位 数 应 小 于 “两 位 数 ”的 个 位 数码 ,这样 “两 位 数 ” 的 
个 位 数码 只 能 是 5, 而 插入 的 个 位 数 只 能 是 0,1,2,3,4. 

而 “三 位 数 ” 是 一 个 9 的 倍数 <=> 它 的 各 位 数字 和 可 被 9 整除 . 
这 样 插入 的 数 只 能 是 0,1,2,3, 而 对 应 的 “两 位 数 ” 是 45,35,25 和 
1$ 四 个 . : 


故 选 (B). 
32.33 ”一 个 六 位 数 a198856 能 被 12 整除 ,这 样 的 六 位 数 的 个 数 是 
(A) 9. (B) 12. (C) 15. (D) 20. 


《中国 湖北 省 武汉 市 初中 数学 竞赛 ,1988 年 ) 
[ 解 】 由 12 = 3.4, 则 a198856 可 被 3 和 4 整除 .这 样 
31(a+1+9+8+8+5), 
即 31(26+at5b), 或 3|(27+a+65-1)，, 
因而 3|1(a+b -1). 
又 4182, 则 0 = 0,4 或 8. 这 样 可 有 下 表 
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"0 


1 ,或 4, 或 7 3, 或 6, 或 9 2, 或 5, 或 8 





即 有 9 个 这 样 的 六 位 数 . 

故 选 (A). 

32.34 ”一 个 六 位 数 a19916 能 被 12 整除 ,这 样 的 六 位 数 共有 
(A) 4 个 . (B) 6 个 . (C) 8 个 . (D) 12 个 . 


(浙江 省 初中 数学 竞赛 ,1992 年 ) 
[ 解 ] 令 =al9915， 由 设 121k， 则 31k， 且 41&k. 
41&， 则 的 末 两 位 16 能 被 上 上 整除， 知 5 = 2 或 6. 
31&， 则 &l(e+1+9+9+1+0)， 即 kl (a+b+20), 
若 避 =2, 则 a 可 为 2,5,8; 
奋 =6， 则 ac 可 为 1,4,7. 
综 上 ,这 类 数 共 6 个 . 
故 选 (B). 
32.35 一 个 两 位 数 ,交换 它 的 十 位 数字 与 个 位 数字 所 得 的 两 位 
数 是 原来 数 的 -4 倍 , 则 这 样 的 两 位 数 有 
(A) 1 个 ，(B) 2 个 .，(C) 4 个 ，(D) 无 数 多 个 . (E) 0 个 . 
(中 国 初中 数学 联赛 ,1984 年 ) 
[ 解 ] 设 原 数 的 十 位 数字 为 a, 个 位 数字 为 5, 由 题 设 有 - 荆 (10a + 
bp)= 1065+a, 妈 2a 二 0. 
的 1 过 aa，p 近 9， 
2=12,3,4， 则 6 = 2,4,6,8. 
符合 条 件 的 数 是 ;12,24,36,48 共 四 个 . 






漆 寺 于 阁 咏 浴 


故 选 (C). 

32.36 ”任意 调换 五 位 数 12345 各 数位 上 的 数字 位 置 , 所 得 的 五 
位 数 中 素数 个 数 有 

(A) 4. (B) 8. (C) 12. (D) 0. 


(中 国 江 苏 省 初中 数学 竞赛 ,1986 年 ) 
[ 解 ] 注意 到 1+2+3+4+5 = 15, 其 可 被 3 整除 . 则 不 论 这 
些 数字 位 置 如 何 , 它 们 组 成 的 五 位 数 皆 为 3 的 倍数 , 即 无 素数 . 
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故 选 (DD). 
32.37 ”一 个 分 数 的 分 子 与 分 母 都 是 正 整 数 , 且 分 子 比 分 母 小 1， 
若 分 子 和 分 母 都 减 去 1, 则 所 得 分 数 为 小 于 她 的 正 数 . 则 满足 上 述 条 件 
的 分 数 共有 
(A) 5 个 (B) 6 个 ， (7 个 (D) 8 个 
(第 2 届 "“ 希 望 杯 "全国 数 学 邀请 赛 ,1991 年 ) 
[ 解 ] 设 a 为 正 整数 , 则 该 分 数 可 表 为 ~ 


依 题 意 0< 2 二 [< ， 即 1< <7， 
a 7 


大 ”a = 2,3,4,5,6, 这 样 符合 题 设 的 分 数 有 


2 3 4 5 6 
3 4 5 6 7 


该 售 





故 选 (A). 
32 .38 ”1 至 1990 中 使 得 站 -二 不 是 既 约 分 数 的 数 的 个 数 有 
(A) 0. (B) 86. (C) 90. (D) 104. (E) 105. 
(第 41 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1990 年 ) 
N°*+7 N-16+23 23 


[ 解 ] 由 和 43= Ni4 = N-4+ 寺 4 


23 是 素数 ,苦力 下 不 是 既 约 分 数 , 则 23 | CN + 4) 


而 当 1 才 N 志 1990 或 S$ 过 N+4 近 1994 时 ， 能 满足 23 | 
(N +4) 者 有 











治国 -wm 


故 选 ( 召 )， 
32 .39 ”符号 Ri 代表 一 个 整数 , 它 的 十 进位 制 表示 是 一 列 避 个 1， 


例如 ,Rs = 111， Rs = 11111, 等 等 ,以 Rs 除 Ry, 商 Q = 2 是 一 个 
4 


整数 , 它 的 十 进位 制 表示 中 只 含 数字 1 和 0,Q 中 零 的 个 数 是 
(A) 10. (B) 11. (C) 12. (D) 13. (E) 15. 
(第 44 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1993 年 ) 
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[ 解 ] Ra -92R2a 10 -1 (U0) -1 
Rs 9R 10+-1 104 — 1 
= 102 + 10 + 10!2 + 108 + 10++1 
= 100010001000100010001. 
故 选 (五 ). 
32.40 ”分子 为 1, 分 母 为 大 于 1 的 自然 数 的 分 数 叫 单位 分 数 . 知 


将 二 表示 成 不 同 的 两 个 单位 分 数 之 和 , 则 所 有 可 能 的 表示 组 数 有 


(A)1 组 . (B)2 组 . (C) 3 组 . (D) 4 组 . 
(安徽 省 安庆 等 县 市 初中 数学 竞赛 ,1990 年 ) 


[ 解 1] 显然 车 和 = 二 + 证， 则 z+>8，y>8， 


令 tT=8+t+m,， y=8+n， 训 闫 nn， m,nE€N. 


1 | l 有 1 1l6+ 了 十 和 
印 8 二 8 二 页 8 或 8 (8+m)(8+n)’ 


化 简 上 式 有 mn = 64=1.64=2.32=4.16, 





| 








i 


















工 1 
外 8 8+1 8+ 人 91+72， 
1 _i tl 1 1 
且 8 -841218 10+ 40 
1 _l 1 _ 1 1 
X 8 8+4'8116™ 121 24: 
共 三 种 不 同 表 示 
故 选 (C). 
[ 解 2] 设 言 = 二 + 六 ,上 且 xz 关 y， 这 里 xz,y€E N, 及 x > 1] 
y>1. 
不 妨 设 < > 一 ,上 且 过， 必 有 其 一 大 于 二 , 则 有 
g<y<i6, 7 > 16. 
上 述 方程 可 化 为 x = 于 ， 将 y 一 9,10,11,…,15 依次 代 
人 ,得 三 组 整数 解 
(xz，y) = (72, 9) 或 (40, 10) 或 (24, 12). 
故 选 (C). 
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32.41 ”304 的 相 异 正 整数 因子 , 除去 1 和 304 以 外 还 有 
(A) 100 个 . (B) 125 个 . (C) 123 个 . 
(D) 30 个. (EE) 这 些 都 不 对 . 
(第 25 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1974 年 ) 
[ 解 ] 把 30 写成 一 个 素数 因子 的 乘积 ,30 = 2 .3. 5, 我 们 得 到 
304 = 24 .34 .54. 
30 的 因子 恰好 是 2 3 .5 形式 的 数 ,其 中 i,j,& 是 满足 0 志 i， 
1,& 委 4 的 整数 . 
所 以 304 的 相 异 的 因子 有 $5 = 12S 个 ,除去 1 和 304 以 外 有 123 个. 
故 选 (C). 
32.42 ” 设 某 个 ”位 正 整 数 的 个 数字 是 11;,2,…,2 的 一 个 排 
列 ,如 果 它 的 前 & 个 数字 所 组 成 的 整数 能 被 & 整除 ,其 中 = 1,2,…， 
n ,那么 就 称 这 个 位 数 为 一 个 “好 数 ”. 例如 ,321 就 是 一 个 三 位 “好 
数 ”. 因为 1 整除 3,2 整除 32,3 整除 321. 六 位 “好 数 ”的 个 数 是 
(A) 0. (B) 1. (C) 2. (D) 3. (E) 4. 
(第 42 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1991 年 ) 
[ 解 ] 设 六 位 数 为 ayaza3asasa6, 其 中 a; € 11,2,3,4,5,6| ,i = 
1,2,3,4,5,6. 
依 题 意 有 


11c 21a1a2, 31a1003, 41 a143a304, 


和 


3 | araza3a4as, 61 arda3a4asas6. 

显然 ,a ,a4,as 为 偶数 , 且 us 为 5, 这 样 Uls+a3 只 能 为 ] 或 3. 

又 由 31aiazas 知 31(al+a+ai)=4+a，， 
故 a> = 2. 

此 数 可 能 为 ”123as5a。 或 ”321as5ac. 

BR 123456, 123654, 321456, 321654. 

经 验证 123654 和 321654 合 题 意 . 

故 选 (C). 

32.43 ”一 个 七 位 电话 号 码 didd3 一 dsdsd6d7y， 如 果 前 面 的 数 
码 did2qd; 顺 序 与 gsdsd6 或 dsd6d7 相同 (可 能 三 者 都 一 样 ) 则 称 之 为 
“可 记忆 的 ”. 候 如 a; 可 取 数 码 0,1,2,3,…,8,9 中 的 一 个 , 则 不 同 的 “可 
记忆 的 ”号 码 个 数 是 
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(A) 19810. (B) 19910. (C) 19990. (D) 20000. (E) 20100. 
(第 49 届 美国 高 中 数学 考试 ,1998 年 ) 

[ 解 ] didzd; 形式 的 号 码 有 10 = 1000 种 . 

didzds 与 dadsds 相同 时 ,qj 可 有 10 种 不 同 的 形式 ; 

aic2as3 与 dsdkd7 相同 时 ,cs 可 有 10 种 不 同 的 形式 ; 

而 diqd24d; 与 dsqdsde .dsd6ad7 相同 时 ,显然 有 

di= d= d3= ds4= ds= de= d7， 
此 时 亦 有 10 种 不 同形 式 . 

由 容 斥 定理 知 ,所 求 号 码 个 数 是 

1000 x 10 + 1000x10- 10 = 19990.. 

故 选 (4C) 

32 .44 ”对 于 正 整 数 N ,如 果 把 它 的 数 从 右 向 左 排列 所 得 到 的 数 
恰好 等 于 N, 那 么 就 称 N 为 一 个 回 文 数 . 1991 年 是 本 世纪 中 惟一 具备 
以 下 两 个 性 质 的 年 份 : 

(ay) 它 是 一 个 回 文 数 ; 

(2) 它 可 以 分 解 为 一 个 二 位 贺 文 质数 和 一 个 三 位 回 文 质数 的 乘积 . 

从 1000 年 到 2000 年 这 1000 年 中 年 数 具 有 性 质 (a) 和 (2)( 包 括 
1991 年 ) 的 个 数 是 

(A) 1. (B) 2. (C) 3. (D) 4. (E) 5. 

(第 42 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1991 年 ) 

| 解 ] 由 题 设 具 有 性 质 (a) 的 回 文 数 年 份 有 : 

1001,1111,1221,1331,1441,1551,1661,1771,1881,1991. 

又 1001 = 11.91, 1i11l= 11:.101, 1221 = 11.111, 

1331 = 11, 121, 1441 = 11. 131, 1551 = 11 . 141, 
1661 = 11 . 151, 1771 = 11 .161, 1881 = 11. 171, 
1991 = 11 . 181. 

注意 到 31111，31141，31171， 且 111121，71161， 

同时 ,101,131,151,181 为 素数 . 

则 具备 性 质 (a) 和 (5) 的 年 份 数 共 4 个 . 

故 选 (DD). 





浴 半 业 守 入 闪 
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32.45 “对 于 任意 大 于 1. 的 整数 , 大 于 21+1 而 小 于 21+7 的 质 
数 的 数目 为 
(A) 0。 (B) 1，(C) 至, 当 坟 是 偶数 时 ,一 汪 ， 当 x 是 奇数 时 . 
(D) nn-1. (E) n. 
(第 20 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1969 年 ) 
[ 解 ] 由 ln!l+t+k),， k=2,3,…,n-1l. 
故 在 n!1 + 1 与 n!1 + nn 之 间 的 全 部 整数 (不 含 端点 ) 名 为 台数 . 
故 选 (A). 
32.46 ” 若 设 
N=69+5.69+10.6%+10.69+5.69+1. 
正 整数 是 N 的 因数 的 个 数 是 
(A) 3. (B) 5. (C) 69. (D) 125. (E) 216. 
(第 37 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1986 年 ) 
[ 解 ] 注意 到 (a + 65)” 展开 式 系数 为 1,5,10,10,5,1, 则 
N= (60+1)=77=2.5.7. 
从 而 NN 的 正 整数 因子 个 数 为 
(5+1)(5+1)(5+1)= 6 = 216( 个 ). 
故 选 (上 ). 
32.47 设 flz) = x*+3x+2, 又 设 S = 10,1,2,…,25). 若 
s€ 5, 且 f(s) 是 6 的 倍数 ,这 样 ; 的 个 数 有 
(A) 25. (B) 22. (C) 21. (D) 18. (FE) 17. 
(第 15 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1964 年 ) 
[ 解 ] 由 x*+3x+2= (x+2)(x+1), 则 因 在 S 中 使 :+2 为 
6 的 倍数 者 有 
s=4+6k (k=0,1,2,3). 
又 在 S 中 使 ; + 1 为 6 的 倍数 者 有 
s=S+6k (k= 0,1,2,3). 
此 外 S 中 使 ; + 2 为 3 的 倍数 ,s+ 1 为 偶数 或 ;+ 2 为 偶数 ,s+ 1 
为 3 的 倍数 者 有 
前 者 了 =1+6& (k=0,1,2,3,4). 
后 者 s=2+6k (k= 0,1,2,3). 


942 | 世界 数学 奥林匹克 解 题 大 辞典 








综 上 S 中 有 下 面 17 个 元 素 可 使 f(s) 是 6 的 倍数 : 
4, 10, 16, 22; 5, 11, 17, 23; 
2, 8, 14, 20; 1, 7, 13, 19, 25. 
故 选 (五 )， 
32.48 在 1 到 1990 之 间 的 整数 ,能 使 x*+ x 一 3n 可 分 解 为 两 
个 整 系数 的 一 次 因 式 的 乘积 .这 样 的 2 的 个 数 为 
(A) 1990. (B) 75. (C) 50. (D) 44. 
(第 2 届 “ 五 羊 标 ” 初中 数学 竞赛 ,1990 年 ) 
[ 解 ]】 设 zr+z=-37= (x+a)(x + 5), 其 中 a,b 为 整数 . 
于 是 at+b=1, ab = 3n. 


则 a ,2 异 号 ,不 妨 设 a > 0. 第 
又 n =- 驰 = 人 4 一 , 则 在 1 过 之 1990 中 ,a 可取 六 二 
和 
3, 4; 6, 7; 9, 10; 3 72, 73; 173，70. 与 
共 50 种 取 法 . 上 
故 选 (C). 





32.49 ” 设 一 元 二 次 方程 x* + bx +c = 0 的 两 根 为 98,99. 在 二 次 
羡 数 y= x *+brt+e 中 ,者 zx 取 0,1,2,3…,100, 则 > 的 值 能 被 6 整除 
的 个 数 是 

(A) 33. (B) 34. (C) 65. (D) 67. 

(中 国 四 川 省 初中 数学 竞赛 ,1991 年 ) 
[ 解 ] 由 设 知 y= (x 一 98)(x 一 99), 要 使 61 vy, 只 有 下 面 两 种 
(1)r~-98=3k， 自 x-99=3k-1 (kE€2). 


由 0 工 三 100, 

有 -98 达 3k 忒 2， 

即 - 32 二 4 去 于， 

故 & 可 取 的 值 有 33 个. 
(2)x-99=3&， 且 x-98=3k+1 (RE 272). 
由 0 < x 过 100, 

有 -9 之 3k 达 1， 
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即 - 33 之 k 迄 广 ， 
故 习 可 取 的 值 有 34 个. 

综 上 ,& 可 取 的 值 共 ”33 + 34 = 67 个 . 

故 选 (DD). 

32.50 设 2 取 1~ 11 之 间 的 偶数 ,c 取 任意 自然 数 , 则 可 以 组 成 
有 两 个 不 等 实 根 的 一 元 二 次 方程 xz* + bx + c = 0 的 个 数 是 

(A) 50 个 . (B) SS 个 . (C) S7 个 . (D) 58 个. 

(中 国 北 京 市 初中 数学 竞赛 ,1992 年 ) 
[ 解 ] 1~ 11 之 间 的 偶数 有 2,4,6,8,10 五 个 . 
又 ”方程 判别 式 A = 5b? -4c > 0, 若 设 5 = 2k, 则 
4k* 一 4c>0, 即 kr>e (k= 1,2,3,4,5). 
这 样 可 有 下 表 , 凤 满足 &* > c 的 c 的 个 数 表 : 


5 





k 值 1 2 3 4 5 
c 的 个 数 0 3 8 15 24 
则 总 共有 0+3+8+15+24 二 50( 个 ). 
故 选 (4A). 


32.51 关于 r 的 方程 6z = (2m ~1)x + m+1 有 一 根 a, 满 足 


不 等 式 : - 1988 < a < 1988, 目 使 得 二 a 为 整数 , 则 取 值 个 数 为 
(A) 6627. (B) 3977. (C) 2385. (D) 1989. 
(中 国 广州 武汉 .福州 等 五 市 初中 数学 联赛 ,1988 年 ) 
[ 解 ] 原 方程 可 变形 为 ”(3x -m1)(2x +1)=0. 


故 a 二 序 (m + 
代 人 一 1988 之 a < 1988, 且 注意 总 v 为 整数 有 
-1192 生 三 训 a = 二 (m+1) 之 1192 革 ， 


则 七。 可 取 - 1192 ~ 1192 之 间 2385 个 值 ,从 而 x 也 可 取 2385 个 值 . 
故 选 (C ). 
32.52 ”已 知 多 项 式 P(x) = CO + AIT 二 + Un-l 十 Cn， 
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其 中 ， 为 非 负 整数 ,ae 为 正 整 数 ,al,as,…,a, 为 整数 , 旦 满 足 n+ 
aol+lall+…+la1=3. 则 这 样 的 多 项 式 个 数 有 
(A) 4. (B) 5. (C) 6. (D) 不 存在 . 
(中 国 四 川 省 高 中 数学 竞赛 ,1993 年 ) 
[ 解 ] 由 于 ao 是 正 整 数 ,nn ,1 al 1,1az1,…, 14a, | 是 非 负 整 数 ， 
则 二 ao+ial1+|i azj+… ++| a,1= 3 有 如 下 的 5 组 解 : 


n 二 1， nn 二 1， 











a0 = al= 1; 









即 所 求 多 项 式 为 ”3zx", 27z, +1,x~-1, x* 共 5 个 . 
故 选 (B). 


二 


第 3 节 整 边 三 角形 
32.53 已 知 z,y 都 是 正 整数 .那么 ,三 边 是 xz,y 和 10 的 三 角形 


(A) 3 个 . (B) 4 个 . (C) 5 个 . (D) 无 数 多 个 . 
(第 2 届 “ 希 望 标 ” 全国 数 学 邀请 赛 ,1991 年 ) 
[ 解 ] 对 于 x = y> 5 的 任何 正 整数 , 均 可 与 10 一 起 构成 三 角形 
的 三 边 . 
故 选 (DD). 
32.54 能 使 2 一 1,4m +5,20 一 x 这 三 个 数 作 三 角形 三 边 的 
整数 hm 共有 
(A) 2 个 . (B) 6 个 . (C) 12 个 . (D) 18 个 . 
(中 国 江西 省 南昌 市 初中 数学 竞赛 ,1990 年 ) 
[ 解 ] 由 三 角形 边 的 不 等 式 有 
(2m -1)+(20—-m) > 4n+5, 
(2p1 — 1)+ (4m + 5)>20- mm. 
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入 


化 简 后 可 得 加 < 党 和 De 2 9 , 则 纪 < m < 满足 这 两 个 不 


等 式 的 mx 的 值 只 (能 是 3 或 者 4 

故 选 (4 ). 

32.55 ” 设 不 等 边 三 角形 (各 边缘 彼此 不 等 ) 的 各 边 之 长 都 是 整 
数 , 周 长 小 于 13. 那 么 ,这 种 三 角形 的 个 数 共有 

(A) 1. (B) 2. (C) 3. (D) 4. 

(中 国 北京 市 初中 数学 竞赛 ,1991 年 ) 

[ 解 ] 设 三 角形 三 边 分 别 为 a,p,c, 且 wa < <rc, 由 题 设 有 

a+t+b+c<13,， 且 a,b,c E N， 这 样 

当 a+b+c=12 了 时 a=3, b=4, c=5; 

当 a+b+c=1l 人 NH, a=2, 5656=4, c=5; 

当 a +65+c = 10 时 ， 无 解 适合 题 设 ; 

当 a+p+c=9 时 ，a=2，p=3，rc=4. 

当 a+p+c 委 8 时 ， 无 解 适合 题 设 . 

故 选 CC ). 

32.56 ”三 角形 的 三 边 分 别 为 正 整数 4a,5,c， 朋 4 过 45 之 c. 若 已 
知 c = 6, 那 么 满足 上 述 条 件 的 以 a ,b,c 为 三 边 所 能 构成 的 三 角形 个 数 
是 


(A) 9. (B) 10. (C) 11. (D) 12. 
(中 国 湖 北 省 武汉 市 初中 数学 竞赛 ,1988 年 ) 
[ 解 ] 由 设 c=6, 自 a 过 5 过 c, 又 a+5>c， 则 有 下 表 

















共 12 组 . 
故 选 (DD). 
32.57 ”三 角形 三 边 a ,b,c 的 长 都 是 整数 ,日 a 之 5 声 c. 若 45 = 
10 ,那么 这 样 的 三 角形 共有 
(A) 10 个 . (B) 55 个 . (C) 10? 个 . (D) 无 数 个 . 
《中国 江 苏 省 苏州 市 高 中 数学 竞赛 ,1990 年 ) 
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[ 解 ] 考虑 一 般 的 情形 , 即 5 = 2 时 , 则 a =&(1 委 有 & 魏 2)， 且 
bc<at+b, 

则 nw 过 cc<n+t+k， 此 时 ec 的 值 惟有 个， 即 
c= n,n+1,…,n 十 上 一 1, 于 是 可 有 







n,nA+l 
n,n+1l,n+i+2 3 










1 ， 刀 十 开关 十 六 一 了 





171， 12 十 12 一 | 





即 此 时 三 角形 总 数 为 ”1+2+…+ 光 一 2 


当 忆 _ 10 时 ,三 角形 个 数 为 方 10. (10+1) = 55 个 ， 
故 选 (B). 
32.58 ”在 锐角 公 ABC 中 ,三 个 内 角 的 度数 都 是 素数 , 则 这 样 的 三 






梁 半 Tr 半 入 六 


角形 / 
(A) 只 有 一 个 , 且 为 等 腰 三 角形 . 
(B) 至 少 有 二 个 , 且 都 为 等 腰 三 角形 . 
(C) 只 有 一 个 ,但 不 是 等 腰 三 角形 . 
(D) 至 少 有 一 个 ,其 中 有 非 等 腰 三 角形 . 

(第 2 届 中 国 天 津 市 “中 华 少 年 杯 ” 数 学 邀请 赛 ,1987 年 ) 
[ 解 ] 设 全 4BC 三 个 内 角度 数 分 别 为 z,y,z, 因 而 

TX+yt+z= 180, 

又 zyyz 全 为 素数 , 则 除 素数 2 外 其 余 素数 全 为 奇数 ,三 个 奇数 和 
为 偶数 是 不 可 能 的 . 

故 x,y,zx 中 有 一 个 为 2. 不 妨 设 为 x. 

于 是 y+ < = 178, 又 y,z 为 小 于 90 的 素数 , 故 仅 有 y= > = 89 满 
足 上 设 . 

又 看 y,z 其 一 小 于 89. 则 另 一 个 不 小 于 90, 这 不 合 题 意 . 
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因而 , 仅 (2, 89，89) 一 组 数 适合 . 
故 选 (A). 
32.59 一 个 直角 三 角形 三 边 的 长 度 都 是 整数 , 旦 构成 一 个 等 差 
数列 .那么 其 中 一 边 的 长 度 可 能 是 
(A) 22. (B) 58. (C) 81. (D) 91. (E) 361. 
(第 32 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1981 年 ) 
[ 解 ] 设 此 直角 三 角形 三 边 长 为 ;4， ;， s+ d. 由 勾 股 定理 
(s—- d) +s*= (s+d)’, 
即 s{s— 4d) = 0. 
因为 s 关 0， 所 以 -4dg =0 芭 sys=4a. 
因而 它 三 边 的 长 为 39 ,4d,54, 即 这 些 边 长 必须 能 被 3, 或 4, 或 5 
满足 上 述 要 求 者 仅 81( 可 被 3 整除 ). 
故 选 (C). 
32:60 不 等 边 AAABC 的 两 条 高 长 度 是 4 和 12. 若 它 的 第 三 条 高 
的 长 度 也 是 整数 , 则 它 最 大 可 是 
(A) 4. (B)5. (C) 6. (D) 7. (E) 不 是 以 上 各 数 . 
(第 37 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1986 年 ) 
[ 解 4] 设 AB = ec, 由 三 角形 面积 公式 有 
l2c=4.A4C， 即 AC=3c. 


4C-4B<BC<AC+A4B， WW 
即 2c < BC < 4c， 一 


该 党 


又 DT 'l2:c=FBC:h 

则 < hp< ye, 即 3< 六 < 6， 

.， 玉 =4 或 5， 

但 ”hh 关 4( 题 设 三 角形 不 等 边 ), 则 h = 5. 

故 选 (B). 

[ 解 2] 设 h, 有 ,hh 为 合 ABC 三 边 a,65,c 上 的 高 , 则 以 hh ,hy ,hh 
为 高 的 三 角形 存在 < 过 入 + 元 > 趟 (这 里 如 庆 轧 之 h > 0)， 

这 样 有 : 
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工 +， 工 
12 h? 
1 ,1 


一 一 人 一 一 ~、 
人 人 















4 “12， 
解 得 3<A<6， 又 为 整数 , 则 hi = 5. 
故 选 (B). 
[ 解 3】 设 BC 长 为 a, 且 其 边 上 的 高 为 kh, 全 ABC 面积 为 .由 题 设 
_ 4. .12 
有 AB = nA sinA’ 
再 由 余弦 定理 有 
2 _ 6 + 144 96cosA _ 160 — 96cosA 
simA simA simA sin A | 
_ 48 _ 
“5 = sinA ah. 
2 2 
2 _48° 48 四 72 < 72 36, 


~ asinA 160 96c0sA “5$5~-3co5A ~、5-3 
则 关 <6， 且 hh 关 4( 题 设 不 等 边 )， 
h = 5., 


梁 半 4 车- 久 蓉 


故 选 (B). 
32.61 ”直角 三 角形 有 一 条 直角 边 的 长 是 11, 另外 两 边 的 长 也 是 
自然 数 ,那么 它 的 周 长 是 
(A) 132. (B) 121. (C) 120. (D) 非 上 述 答案 . 
(中 国 上 海 市 初中 数学 竞赛 ,1984 年 ) 
[ 解 ] 设 直 角 三 角形 两 直角 边 分别 是 11 和 2 , 且 斜 边 长 为 c, 由 多 
股 定理 有 
Jl*+6 =c, MM (c+b)(c-b) = 121. 
cb<c+5b, 有 是 121 只 有 两 种 分 解 1.121 和 11.11 


c+b = 121, c = 61, 
三 | 
cb=1, 解 得 |， _ oo 
则 该 三 角形 周 长 为 ”11 + 60 + 61 = 132. 
故 选 (A). 


32.62 下角 三 角形 有 一 条 直角 边 的 长 是 素数 nn, 另 外 两 边 长 是 
某 两 个 自然 数 ,那么 它 的 周 长 是 
(A) n+1. : {B) n*—1. 
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(C) 2 + (D) 以 上 答案 都 不 对 。 
(第 2 届 " 绍 云 杯 " 初中 数学 洲 请 赛 ,1985 年 ) 


先 
和 [ 解 ] 设 该 直角 三 角形 另 一 直角 边 和 和 斜 边 长 分 别 为 x 和 ,由 多 
题 
考 ” 股 定理 有 

Yy 2 x= 7, 即 (y— x)(y+ x)= n’. 

一 一 1,， 芝 
因为 是 素数 , 则 有 | >” ” \ 
y+ 二 + 二 Xn 
n ~1 n+l1 a 


解 得 < 3 


n*—1 22+1l 2 
此 时 该 三 角形 周 长 为 nt 7 + 3 N+tn. 
故 选 (C). 
32.63 ”直角 三 角形 的 斜 边 c 和 直角 边 a 是 连续 整数 , 则 另 一 直角 
边 的 平方 为 


(A) ca. (B) 地 (C)c+a. (D) c = a. (E) 非 上 述 答 案 . 
(第 7 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1956 年 ) 
 [ 解 ] 设 a=n，c=n+1, 则 有 
(n+1) -n=2n+t+i=(nt+l1l)+n=at+c. 
故 选 (C). 
32 .64 ”一 个 三 角形 的 边 长 和 面积 都 是 整数 ,一 边 长 为 21, 周 长 为 
48, 则 最 短 边 长 为 


(A) 8. (B) 10 . (C) 12. (D) 14. (E) 16. 
(第 14 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1963 年 ) 
[ 解 ] 设 三 角形 三 顶点 为 4,B,C, 且 设 BC 4 
边 长 为 21( 如 图 ), 又 设 其 三 边 长 分 别 为 27-x 
21,7,48— 21- x=27-x. 
作 BC 边 上 的 高 AD, 且 令 BD = y, 则 " Dary 


AD’* = zx 一 人 = (27— x) — (21- y)’, 
化 简 得 ”48-9zr+7y=0， 册 了 = 5 人， 
能 使 x 为 整数 的 最 小 整数 、 = 6, 且 相应 的 zx = 10. 
此 外 , 当 y = 15 时 ,x = 17, 和 且 AC = 27-x= 10. 
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当 y> 15 且 使 zx 为 整数 的 y 值 ,不 合 题 意 ( 求 出 相应 值 后 ,不 能 为 
三 角形 的 三 边 ). 

故 选 (B). 

32.65 ”两 个 相似 三 角形 的 面积 差 为 18 平方 英尺 , 较 大 三 角形 
与 较 小 三 角形 面积 的 比 是 一 整数 的 平方 . 较 小 三 角形 的 面积 ( 按 平方 英 
尺 计 ) 是 一 整数 , 且 一 边 为 3 英尺 , 则 较 大 三 角形 的 对 应 边 长 的 英尺 数 
为 

(A) 12. (B) 9. (C) 6V2. (D) 6. (E) 3Y2. 

(第 18 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1967 年 ) 

[ 解 ] 设 两 三 角形 面积 分 别 为 S 和 S + 18, 且 较 大 三 角形 对 应 边 

长 为 zx. 由 设 及 相似 形 性 质 有 








S 
解 得 S = 






六 


由 设 地 是 整数 , 则 x 为 3 的 倍数 ， 
又 S 是 整数 , 则 (地) - 1 是 18 的 一 个 因子 . 
故 ( 过 ) 只 能 是 2,3,4,7,10,19. 其 中 仅 有 4 为 完全 平方 数 ， 


因而 (和 子 ) = 4, 即 村 = 2( 已 合 负 值 ), 亦 即 z = 6. 
故 选 (DD). 
32:66 ”直角 三 角形 一 条 直角 边 为 7, 另 两 条 边 长 都 是 整数 . 则 它 

的 面积 可 能 是 
(A) 165. (B) 84. (C) 108. (D) 不 能 确定 . 

( 智慧 杯 " 初中 数学 竟 赛 ,1991 年 ) 
[ 解 ] 者 直角 三 角形 两 直角 边 长 分 别 为 a ,5 ,又 和 斜 边 长 为 c, 则 其 
面积 
S = 方 06， 
a = 7, 又 在 (4A),(B),(C) 中 可 被 7 整除 者 惟有 84. 
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全 芝 个 


车 令 a = 7, 则 由 84= 方 b= 方 "7.b, 得 b=24. 


又 al+6=7+24=625=25,， .. c= 25. 

故 选 (B). 

32.:67 ”直角 全 ABC 的 三 边 长 都 是 正 整 数 , 且 其 中 一 条 直角 边 的 
长 是 方程 2x* - 23x + 11 = 0 的 根 .这 个 三 角形 的 面积 是 


121 


5 (B) 121. (C) 330 . (D) 660. 


(中 国 江苏 省 初中 数学 竞赛 ,1986 年 ) 
[ 解 ] 解 2x -23z++]1l1=0 得 zx, = 六 (会 之 ) ,x = 11. 
设 全 ABC 另 一 直角 边 长 为 a, 斜 边 长 为 c, 由 色 股 定理 有 
ca =1， 即 (ca)(c+a) = 121. 
c—-aKcti+a, 且 c~-a<ect+a, 


(A) 


c+a = 121, c= 61, 
则 | { 
| c—-Qa=1, 解 得 a = 60 
Saapc = 方 *60 11 = 330 
故 选 (C ). 


32.68 点 4,B,G,D 按 所 给 次 序 位 于 一 条 直线 上 上 且 没 有 重合 
点 .线段 4B,AC 和 AD 的 长 分 别 为 x,y 和 <. 若 线段 4AB ,CD 可 以 分 别 
围绕 B,C 点 旋转 ,直到 点 A 和 DD 重合 ,形成 一 个 有 确定 面积 的 三 角形 ， 
那么 以 下 三 个 不 等 式 中 : 





Lz< 7 下 .yy< 工 + 方 人 \ 
.yy < 方 ， 4 D 

必须 被 满足 的 是 | 
(A) 仅 工 . (B) 仪 下. (C 仅 工 与 工 . 
(D) 仪 下 与 开 (E)T,T 与 下 . 


(第 30 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1979 年 ) 
[ 解 ] 因为 三 角形 的 一 边 小 于 其 他 两 边 和 , 则 有 
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rzr<y-xy+z-y=zx-xy， 即 Z< 也; 


y—X<TX+2—-y, BE y<< 工 二 三 3; 
Z—y<X+y—X, 即 y > 
所 以 只 有 工 和 正 两 个 不 等 式 正确 . 
故 选 (C). 


32.69 ”车 六 边 形 的 周 长 等 于 20, 各 边 长 都 是 整数 , 且 以 它 的 任 
意 三 条 边 为 边 都 不 能 构成 三 角形 ,那么 ,这 样 的 六 边 形 


(A) 不 存在 . (B) 只 有 一 个 . 

(C) 有 限 个 ,但 不 只 一 个 . (D) 有 无 穷 多 个 . 多 
(中 国 初中 数学 联赛 ,1990 年 ) 教 十 

[ 解 ] ” 若 能 找到 6 个 整数 a1,4a,,… ,a6, 使 满足 : 2 = 

四 artazt.+a6= 20; 

© a 人 a, ata 人 Kas at+t+a 人 as ad3+a4 人 Ras, 教 


Q4 十 05 委 06; 

人 alt+as+a3+ast+as> a6. 

则 以 el,az，…a6 为 边 长 的 6 边 形 , 即 可 符合 要 求 . 

事实 上 ,对 任 选 三 整数 1 三 7 <j<k6 必 有 a;+aj; 志 Qi, 可 见 
此 6 边 形 的 任 三 边 不 能 构成 一 三 角形 . 

现 取 aj = 二 a; 二 1， as 一 2，a4 一 3，as 一 $5， as 一 8. 则 &al， 
a2,43，;44,45，46 满足 全 部 条 件 . 

故 这 样 的 六 边 形 至 少 存在 一 个 ,又 由 n 边 形 (n 过 4) 的 不 稳定 性 ， 
即 知 这 样 的 六 边 形 有 无 穷 多 个 . 

故 选 (万 ). 
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和 芒 你 


第 三 十 三 曹 高 斯 罗 数 与 进 制 


第 1 节 整数 的 尾 (个 位 ) 数 (x ) 


33:1 ” 数 2137”” 的 个 位 数字 为 
(A) 1. (B) 3. (C) 5$. (D) 7. (E) 9. 
(第 12 届 美国 高 中 数学 考试 ,]961 年 ) 

[ 解 ] 令 《a) 表示 整数 a 的 个 位 数字 .显然 若 a 的 个 位 数字 为 5， 
则 Ka》 = 二 《5), 目 (a”》〉》= 《2"),(n 为 目 然 数 ). 

又 (7)=1, (DD)=7, (7) = 9 (7)=3. 

易 证 明 《74**'〉= 《7 , 即 7 方 二 尾数 以 指数 周期 为 4 循环 . 

从 而 〈2137 = 〈2137418+1)》 = (2137!》= 7. 


故 选 (D). 
注 关于 自然 数 a" 的 尾数 (个 位 数 ) 随 nn 的 变化 有 如 下 结论 : 
(1) 若 a 的 个 位 数字 为 5, 则 (a”"》 一 《4b"); 
(2) 以 0,1,5,6 结尾 的 自然 数 的 任何 次 方 ,尾数 仍 为 0,1,5,6; 
(3) 2,3,4,7,8,9 的 nn 次 方 尾数 如 下 表 ， 

a” 的 尾数 表 
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33.2 1939 + 89 的 个 位 数字 是 

(A) 0. (B) 2. (C) 8. (D) 9. 
(第 1 届 “ 五 羊 杯 ”初中 数学 竞赛 ,1989 年 ) 

[ 解 ] 为 奇数 时 ,9” 的 末 位 数字 是 9, 记 作 49”》= 9. 

这 样 《198? + 8939) = (1933)+ 《89 = (9+9) = 8. 


故 选 (C). 
33.3 差 1984134 -1 的 个 位 上 的 数字 是 
(A) 3. (B) 4. (C) 5. (D) 6. 


(中 国 吉 林 省 七 市 .地 初中 数学 竞赛 ,1984 年 ) 
[ 解 ] 注意 到 奋 设 (a) 表示 自然 数 a 的 个 位 数 , 则 
《19841984》 一 《41284》. 










而 (41) = 4, 《4 = 6, 《43) = 4, (414) = 6,… 高 . 
即 ”为 奇数 时 ,《4"〉= 4;n 为 偶数 时 ,(4"》= 6. 
从 而 | (41%4) = 6. 妆 
故 ” 《19841984》 二 (41994》 = 6， 即 19841984 -1 的 个 位 数 为 5. 


故 选 (C). 
33.4 ”和 1988198” + 19891288 的 个 位 数字 是 
(A) 9. (B) 7. (C) 5. (D) 3. 
(中 国 江苏 省 初中 数学 竞赛 ,1989 年 ) 
[ 解 ] 记 《4a) 为 a 的 个 位 数字 . 
《1988128>》 一 《81289 》 一 (84°497+1) 一- (81) 一 8. 
又 《1989188 一 (91988 》 一 《94 427》 一 (94) 一 1 ， 
《1988 ”+ 1989 2) = (1988!%9) + (1989!%8) = 8+1=9. 
故 选 (4 ). 
33.5 ”和 3”! + 1991 的 值 用 十 进 制 表示 时 ,未 位 数字 是 
(A) 8. (B) 4. (C) 2. (D) 0. 
(第 3 届 “ 五 羊 杯 ” 初中 数学 竞赛 ,1991 年 ) 
[ 解 ] 31991 一 34°497+3 二 81497 . 33 ,其 个 位 数字 为 7. 
又 1991 个 位 数字 为 1, 则 31!31 + 19913 的 末 位 数字 是 8. 


故 选 (A). 
33.6 若是 自然 数 , 则 ng - n5555 的 未 位 数字 
(A) 恒 为 0. (B) 有 时 为 0, 有 时 非 0. 
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(C) 与 n 的 末 位 数字 相同 . (D) 无 法 确定 . 
(第 2 届 “ 五 羊 杯 ”初中 数学 竞赛 ,1990 年 ) 
[ 解 】 设 (n) 表示 的 未 位 数字 , 则 


(a 《ay》 ~ 《6b), 若 \a》 > (5); 
10 + (a 一 《8)， 车 《a》<< 《5). 
x (at**7) = (a’), 
从 而 由 9999 = 4 .1T111L + 5555, 
则 (119999) = 《75555》 
即 该 数 未 位 数字 为 0. 
故 选 (A). 
33.7 22 ”+ 1 末 位 数 是 
(A) 3. (B) 5. (C) 7. (D) 9. 


(中国 湖北 省 黄冈 地 区 高 中 数学 竞赛 ,1989 年 ) 
[ 解 ] 由 2 = 23 .221% = 8k = 4k1+44， 
而 27 的 末 位 数 以 2,4,8,6 为 周期 循环 ， 
“， 22 ”+ 1 末 位 数字 是 7. 
故 选 (C). 


33 .839017192331083 的 个 位 数字 是 
(A) 1. (B) 3. (C) 和. (D) 7. (E) 9. 


(第 34 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1983 年 ) 
[ 解 1] 考虑 3,7,13 的 前 nn 次 寿 的 个 位 数字 出 现 的 规律 如 下 表 : 























从 中 不 难看 出 它们 的 个 位 数字 的 变化 规律 , 即 都 是 以 周期 4 循环 出 现 . 
设 (n) 为 2 的 个 位 数字 ,因为 4 整除 100, 所 以 
3%) = (3 = 3, (7) = (72 = 9， 
因而 (1310® > ~ (13) = 7. 
所 以 《C3100171002] 31003 > 一 《3 .9 。 7) = 9. 
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故 选 (五 ). 
[ 解 2] 可 以 看 到 7 .13 = 91 及 34 = 81, 所 以 它们 的 任何 次 宕 的 
个 位 数字 都 是 1. : 
这 样 。 3100171002131003 = 3 . 13 . 812350 . (7 . 13)1002 
= 3.13 .81250 .911002 ， 
显然 它 的 个 位 数字 是 9. 
故 选 (E). 
33.9 ”2025 的 末 两 位 数字 是 
(A) 15. (B) 25. (C) 45. (D) 55. 
(第 1 届 “ 五 羊 杯 ” 初 中 数学 竞赛 ,1989 年 ) 
[ 解 ] 以 25 结 尾 的 整数 的 任何 次 方 寡 末 两 位 数字 缘 为 25. 
故 选 (B). . 
33.10 ” 数 21% 具 有 下 列 性 质 中 的 
(A) 是 597 位 数 . (B) 可 被 1984 整除 . (CC) 个 位 数字 是 4. 
(D) 个 位 数字 是 6， (〈E) 小 于 31200. 
(中 国 四 川 省 重庆 市 初中 数学 竞赛 ,1984 年 ) 
[ 解 ] 由 lg22 ”= 1984lg2 = 1984 . 0.3010 = 597.184， 
则 ”234 是 598 位 数 ， 知 (A ) 不 真 . 
又 1984 = 2* .31, 而 21 中 无 31 的 因子 , 故 (B) 不 真 . 
注意 到 21984 一 D4920'4 一 1646 , 其 个 位 数字 是 6. 
故 选 (DD). 
33.11 已 知 a 是 方程 x?* 一 Sx + 1 = 0 的 一 个 根 ,那么 a++a-4 
的 未 位 数字 是 
(A) 3. (B) 5. (C) 7. (D) 9. 
(第 6 届 “ 结 云 标 ”初中 数学 洲 请 赛 ,1989 年 ) 
[ 解 ] 由 设 a 为 方程 的 要 有 ww -Sa+1= 0. 


即 a2+1=5a， 或 “5 
又 alt+tae om (og:+ a “)*—2 


= [(ata !)y—-2] -2 


(人 -本 
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僵 人 如 水 名 村 台 








= (25-2) -2=23 -2， 


选 | ”其 末 位 数字 是 7. 

和 故 选 (C). 

33.12 车 如 一 137+1 = 0, 则 z+ x 的 个 位 数字 是 
(A) 1. (B) 3. (C) 5. (D) 7. 


《中国 初中 数学 联赛 ,1992 年 ) 
[ 解 ] 由 x -13x++1=0, 知 xz 关 0, 且 其 两 根 积 为 1, 即 互 为 倒 
数 , 因 而 有 r+x!= 13. 


因 志 + = 167. 
于 是 r+x = 167 一 2. 
所 以 ”x4 + x 的 个 位 数字 为 7. 
故 选 (DD). 
, 19874(V3+2) +1988 本 
33.13 石 六 = 那么 N 的 末 位 数字 


198743+2) +(V3+2) 





(A) 1. (B) 3. (C) 7. (D) 9. 
(中 国 四 川 省 初中 数学 竞赛 ,1988 年 ) 
[ 解 ] 由 指数 运算 性 质 又 有 : 
N 二 19874043+2)1987+1988- (3+2)1988 (V3+2)!98 
= 198703+2) 


一 19871988 一 198742…4 ， 
则 NN 的 未 位 数字 为 1(7* 末 位 数字 依 7,9,3,1 为 周期 循环 ). 
故 选 (A). 
33 .14 “在 实数 范围 内 , 设 zx 为 
Ma-Dal- D+ va-D-iaD isae+rll 


1 1 一 人 


[4(/3+42)- (3+2) -1]+1988 





1 十 1 
则 z 的 个 位 数字 是 
(A)1. (B) 2. (C) 4. (D) 6. 
(中 国 初 中 数学 联赛 ,1988 年 ) 
[ 解 ] 要 使 两 个 根 式 都 有 意义 ,必须 
(ae -ailafi-H 关 0， 且 (a -2)(1 -la1) 守 0. 
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但 (a—2)(1 ~lal)=-(a—-2)(ia|-1), 
所 以 (a —2)(lal|l~-1)= 0， 


解 得 al 二 2，a; = 1，a;= 二 一 1. 
oh 1 
= 用 一 本 
大 ai=2， 则 1+T =0; 





车 ai=1l1， 则 1-a=0，， 均 使 分 母 为 零 . 
因而 仅 有 ai = - 1 适用 .此 时 ， 


[Dl] 
”TL 1-(-1) 


— (— 2)1988 
= 24°497 16497. 










所 以 并 的 个 位 数 是 6( 或 由 22 的 末 位 数字 依 4 为 周期 随 ”的 变化 _ 第 
而 变化 求 得 ). 和 
故 选 (万 ). 站 训 
33.15 对 n> 1, x, = 二 则 积 x)， x2 ……，x200 的 末 位 数 
” 制 
字 是 
(A) 2. (B) 4. (C) 6. (D) 8. 


(第 8 届 “ 结 云 标 ” 初中 数学 邀请 赛 ,1991 年 ) 
[ 解 ] 由 题 设 有 zw. = 27”, 或 x-1X, 二 2”. 则 


1 2° 3 " X200 三 (CX1T2) (XT3T4) "(X1997200) 
= 22 .24 ... .F200 
= 22+4+…+200 — 210100 
= 45050 ， 
4 的 方 医 的 尾数 依 4,6,4,6,… 周期 地 变化 . 
4 尾数 ( 末 位 数字 ) 为 6. 
故 选 (C). 
33.16 设 S=1!+21+31+…+99!1, 则 S 的 个 位 数 是 
(A) 9. (B) 8. (C) 5. (D) 3. (E) 0. 


(第 19 届 美国 高 中 数学 考试 ,1968 年 ) 
[ 解 】 注意 到 1! 当 & 宇 5 时 皆 有 2,5 的 因子 , 故 它们 乘积 为 10 的 
倍数 . 
这 样 S 的 个 位 数 与 11 + 21 + 31 + 4! 的 个 位 数 相同 , 即 (1 + 2+6 
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+ 24) 的 个 位 数 , 它 为 3. 


和 故 选 CD)， 
M 33.17 已 知 下 面 四 组 x 和 y 的 值 中 ,有 有 目 只 有 一 组 VY 二 六 是 
卷 整数 .这 组 x 和 y 的 值 是 


(A) x = 88209，y = 90288. (B) x = 82098, y = 89028. 

(C) x = 28098,，» = 89082. (D) x = 90882, y = 28809. 
(中 国 江苏 省 初中 数学 竞赛 ,1991 年 ) 

[ 解 ] 完全 平方 数 的 尾数 只 能 是 1,4,5,6,9,0 . 

这 样 可 排除 (B),(C). 

又 以 5 结尾 的 完全 平方 数 末 两 位 数 应 为 25. 

考察 (A),(D) 组 中 两 数 末 两 位 平方 和 , 知 (A) 为 所 求 . 





故 选 (4). 

33.18 如果 Vv 盖 + 为 正 整 数 . 则 下 面 的 四 组 数值 中 ,x 和 y 只 
能 取 

(A)x = 25530, y = 29464. (B)x = 37615, y = 26855. 

(C)z = 15123, y = 32477. (D)x = 28326, y = 28614. 


(中 国 北京 市 初中 数学 竞赛 ,1990 年 ) 
[ 解 ] 由 设 知 x* + y? 应 为 完全 平方 数 ,因而 其 个 位 数 只 能 是 0， 
1,4,5,6,9 之 一 . 
这 样 ,首先 可 排除 (C),(D). 
又 寿 ( 如 ) 真 , 因 过 + 六 的 末 两 位 数 是 50, 亦 不 能 为 完全 平方 数 .不 


妥 . 
故 选 (A). 
33.19 已 知 >= vx + vy, 能 使 < 取 正 整数 值 的 数组 (x,y) 是 
(A) (15213, 32477). (B) (37615, 26855). 
(C) (28326, 28614). . (D) (25530, 29464). 


(中 国 北 京 市 高 中 数学 竞赛 ,1990 年 ) 
[ 解 ] 考察 (A),(B),(C),(D) 四 组 数 平方 后 的 尾数 分 别 为 . 
(9,9),(5,5),(6,6),(0,6), 
则 它们 和 的 尾数 分 别 为 8,0,2,6, 因 完全 平方 数 的 尾数 只 能 是 0,1,4， 
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5,6,9, 故 可 排除 (A),(C). 
再 考察 (B) 组 中 两 数 各 位 数字 和 分 别 为 : 
3+7+6+1+939=21，2+6+8+93+3= 26, 
它们 分 别 是 3&k + 1 和 3k +2 型 的 数 ,平方 后 变 为 3k+1 和 3k+1 
型 的 数 , 则 它们 的 和 是 3& + 2 型 数 . 
而 3& + 2 型 数 不 是 完全 平方 数 , 则 否 (B). 
故 选 (万 ). 
33 .20 ?7 为 某 一 目 然 数 ,代入 代数 式 六 - 寺中 计算 其 值 时 ,四 个 
同学 算出 如 下 四 个 结果 ,其 中 正确 的 结果 只 能 是 
(A) 388944. (B) 388945. (C) 388954. (D) 388948. 
(中 国 广 州 .武汉 ,福州 等 五 市 初中 数学 联赛 ,1991 年 ) 
[ 解 1] 只 须 考虑 计算 结果 的 个 位 数字 (前 五 位 除 (C) 外 均 相 
同 ), 即 考虑 的 个 位 数字 对 结果 的 影响 : 
7 的 个 位 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 


3 的 个 位 0 1 8 7 4 5 6 3 2 9 






I 于 





利 崇 太 当 时 六 





m3 一 nn 的 个 位 10 0 6 4 0 0 0 6 4 0 
以 上 表 可 见 ， nn? 一 尾数 只 能 是 0, 4, 6. 


显然 正确 的 只 有 (A) 或 (C). 
再 由 一 二 (一 1)n(n + 1) 知 其 可 被 3 整除 .又 可 被 3 整除 
的 数 的 各 位 数字 和 是 3 的 倍数 . 


注意 到 3+8+8+9+4+4 一 36, 而 
3+8+8+9+5+4 = 37. 

故 选 (A). 

[ 解 2] 由 -n= (nxn-1)n(n+1), 则 61 (nn). 

而 6 | 388944 ， 

多 388954 = 388944+ 10， 有 上 且 388948 = 388944 + 4， 

知 ”6+388954， 6 1388944. 

同时 ”388945 为 奇数 ， 故 ”61388945. 

综 上 ,正确 结果 只 能 是 388944. 

故 选 (A). 
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33.21 设 [x] 表示 不 超过 z 的 最 大 整数 .对 任意 实数 zx, 下 面 式 
子 中 正确 的 是 

(A) [xj]=1rz1. (B) [rx] 守 Vr?. 

(C) [x] >-zx (D) [x] >x-1. 

(中 国 北 京 市 初中 数学 竞赛 ,1985 年 ) 

[ 解 ] [x] 的 值 域 取 全 体 整 数 . [- 2] =-2, 而 1-21= 2， 
VvV (一 2)* = 2. 可 排除 (A),(B)， 

又 一 (~ 2) = 2, 有 [一 2] < 一 《~ 2), 可 排除 (C). 

故 选 (DD). 

33.22 [zj,[yj,[z] 分 别 表示 不 超过 x,y,z 的 最 大 整数 . 若 设 
[zj=5$5,[y]=-3,[zj=-1, 则 [zz ->y~- =] 可 以 取 值 的 个 数 是 


(A) 3 个. (B) 4 个 . (C) 5 个 . (D) 6 个 . 
(中 国 山西 省 太原 市 初中 数学 竞赛 ,1993 年 ) 
[ 解 ] “5 过 x+<6, -3 乏 y<-2， -1 过 zxz<0， 


有 2<-y 三 3, 0<-z 太 1. 

‘. 7T<XxX—-y-xz< 10. 

于 是 [x - y- zj] 可取 的 值 为 7,8,9. 
故 选 (A). 





|-1.n 是 


天 


33.23 ”以 [x 表示 不 大 于 之 的 最 大 整数 .已 知 | 


正 整 数 . 则 ”为 
(A) 7, 8, 9. (B)7, 8, 9, 10. (C)6,7,8,9. (D)7, 8. 
(第 3 届 “ 五 羊 杯 ” 初中 数学 竞赛 ,1991 年 ) 


91 
[ 解 ] 当 如 是 正 整 数 时 ,x = | [4] | 的 增 大 而 不 增 (减少 


天 


不 变 ). 
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关 [站 | 二 1 则 最 大 为 9 
易 算得 n = 9,8,7,6 时 ，xz=1,1,1,2. 
则 = 7,，8, 9 时 为 所 求 . 










故 选 (A). 
1 
33:24 若 [a] 表示 实数 a 的 整数 部 分 , 则 | -六 = 一 霹 | 等 于 
(A) 1. (B) 2. (C) 3. (D) 4. 
(中 国 陕西 省 初中 数学 竞赛 ,1997 年 ) 第 
[ 解 ] … 16-6Y7=9+7-2 V63= (VW- VI}, 于 
3 双 三 
VI6-6Y7 V9-Y7 < 
而 2<v7< 3， 
5 .3+V7 
F< 7 <3 


1 
四 元 eA] 
故 选 (B). 
33.25 ”对 于 每 一 个 实数 zx, 设 [zj 是 不 超过 z 的 最 大 整数 (这 就 
是 整数 h 使 这 x < n +1) 有 下 列 说 法 : 
TIT.[x+1i|=[xj+1, 对 所 有 x. 
.|[rt+yj]= [xj+[yj, 对 所 有 x 和 y. 
于 .Lxyj] = [xjlyj, 对 所 有 x 和 yy. 
以 上 说 法 中 正确 的 是 
(A) 无 . (B) 仅 工 (CC 仅 工 各 I  (D) 仅 开 ， (E) 全 部 . 
(第 28 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1977 年 ) 
[ 解 j 奉 7n 达 z+ 过 n+1， 那么 n+tRxrvx+1<7+2. 
这 样 [x] = n,[x+1]= n+1, 则 [x+1]= [zxj+1. 
再 选择 x = y = 2.5, 可 验算 得 结论 了 和 下 是 不 成 立 的 . 
故 选 (B). 
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33.26 ” 设 [z|] 表示 不 超过 1 的 最 大 整数 ,其 中 上 之 0 且 
S=|(r,y):(r -T+y 太 TY 其 中 T=1-[zjl. 
那么 我 们 有 

(A) 对 于 任何 1, 点 (0,0) 不 属于 S. 

(B) 5S 的 面积 界 于 0 和 x 之 间 . 

(C) 对 于 所 有 的 t 宇 5,S 被 包含 在 第 一 象限 内 . 

(D) 对 于 任何 1,S 的 圆心 在 直线 y = x 上 . 

(E) 另外 的 说 法 没有 一 个 是 正确 的 . 

(第 24 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1973 年 ) 

[ 解 ] 当 1 宇 0 时 ,0 过 +1-[1] 志 1. 基 当 1 守 0, 均 有 0 志 T<1l. 
因此 S 是 圆心 为 ( 工 ,0) ,半径 为 工 的 圆 ,其 面积 为 xT2(0 委 了 < 1), 即 
界 于 0 和 之 间 . 

故 选 (B). 

33 .27 ”对 于 每 一 个 实数 xz, 记 [xz] 为 不 超过 的 最 大 整数 . 如 果 
头等 邮件 是 每 安 士 (或 其 一 部 分 )6 仙 , 那 么 一 封 重 WW 安 士 的 信 的 头等 
邮费 以 仙 计 算 的 公式 为 

(A) 6W. (B) 6[ W]. (C) 6([ Wj — 1). 

(D) 6([ Wj + 1). (EFE) -6[—- W)]. 

《第 21 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1970 年 ) 

[ 解 ] 邮费 计算 涉及 另 一 函数 L (x), 表示 不 小 于 x 的 最 小 整数 . 
今 证 L(x)=~[-x]. 

告 设 x 二 n+a，71 为 整数 ，0 之 a<1. 则 

在 a = 0; 

2 十 和 洗 a 天 0. 








[= | 71 若 a=0 

一 nn 一 13,， 若 a 关 0 

即 fr]- n, Fas; 
n++1, 石 a 关 0. 

因而 6L(W)=-6l~ Wj. 

改选 ( 瑟 ). 


33 .28 [x] 表示 不 超过 x 的 最 大 整数 部 分 ,例如 | 芒 |= 3, 若 


964 世界 数学 奥林匹克 解 题 大 辞典 





4 
且 当 t=1， 8，11，14 时 ， y=1; 
X= 2,5，12，15 时 ， y= 2; 
x = 3, 6，9，16 时， y= 3; 
7 = 4，7，10，13 时 ， 
则 表达 式 中 的 x 等 于 
(NE BT OF. (DT. 


(中 国 初中 数学 联赛 ,1985 年 ) 
[ 解 ] 若 v= 工 +， 则 当 z=2 时 ，wx=1，[x]=1， 因 





而 y = 4( 卫 -| 卫 | )= 3, 与 题 设 x = 2 时 ,y = 2 相 违 . 故 (4) 错 ， 


4 4 
同样 , 令 x = 3, 可 断定 (B) 错 ; 令 x = 4, 可 断定 (C) 错 . 
故 选 (DD). 


33.29 ”记号 [x] 表示 不 超过 z 的 最 大 整数 (例如 [Y5] = 2). 设 > 
是 自然 数 ， 且 

I= (n+1)+n-[V(n+1)?+n+1 ]2: 那 么 

(A)I>0. (B) 了 < 0. (C) 了 = 0. 

(D) 当 ” 取 不 同 的 值 时 ,以 上 三 种 情况 ,都 可 能 出 现 . 

(中 国 初 中 数学 联赛 ,1985 年 ) 

[ 解 ] 因为 n 是 正 整 数 ,因而 下 面 等 式 成 立 : 

[Vnt+1)?+(n+1) = [Vat+l)(n+2) = (n+1), 

这 只 须 注意 到 (n+ 1 <(n+t+l)(n+2) < (n+2), 
且 [Vln+1)(n+2)] = n+1 度 可 . 

故 有 T=(n+1)Y+n-(nt+1)=n>0. 

故 选 (A). 

33.30 ” 设 滩 为 给 定 的 自然 数 ,满足 [a - ve] = mm 的 整数 a 的 个 
数 是 (其 中 [x] 表示 不 超过 x 的 最 大 整数 ) 

(A) 恰 有 一 个 . (B) 恰 有 两 个 . 
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1 一 1 


和 





(C) 不 少 于 两 个 . (DD) 不 多 于 两 个 . 
(中 国 江 西 省 南昌 市 初中 数学 竞赛 ,1991 年 ) 
[ 解 1] ”由 题 设 [a - Va] = m， 
设 mm = 1, 可 推出 a = 3. 
设 = 2, 可 推出 a = 4,5. 
由 此 即 可 排除 (A),(B),(C). 
故 选 (DD). 
[ 解 2] 若 a 为 完全 平方 数 , 则 满足 [a ~- Va] = m 的 a 只 有 一 个 . 
否则 ， 设 a-va= m+r， 其 中 0 壕 r 之 1， 
BB a—-Va-(m+r)=0. 
视 其 为 Va 的 二 次 三 项 式 ,其 判别 式 
=1+4(m+r) 宇 0， 
则 至 多 有 两 个 a 满足 题 设 .又 者 mx > 0, 则 A > 0, 可 排除 (A). 
故 选 (DD). 
33.31 ， 设 [zx] 表示 不 超过 z 的 最 大 整数 . 若 M = VTV7]. 且 N 
= [VYx] (其 中 x 之 1). 则 一 定 有 
(A)M>N. (B)M=N (C) M < N. (D) 非 以 上 管 案 . 
(中 国 北 京 市 高 中 数学 竞赛 ,1985 年 ) 
[ 解 ] 令 x+=1， 则 M=1，N=1， 得 M=N. 
因此 排除 (A),(C). 
令 t+=4， 得 M=VY2，N = [Y2] = 1,M > NN. 故 排除 (B). 
又 对 任何 z 宇 1, 都 存在 自然 数 a, 使 得 a 志文 < 之 (a+1)1. 因 此 ， 
a Yr<(at+1), 
由 上 式 , 一 方面 可 得 a 之 VV Vx <a+1, 因 此 N=[V yr ]=a; 
男 一 方面 a* 志 [Vx] < (a+1), 所 以 a 寺 VIvrj<atl. 
可 见 [M] = [Vizj] = a， 即 [M] = N,， 所 以 M 和 
故 选 (DD). 
33 .32 ”小 于 或 等 于 x 的 最 大 整数 与 大 于 或 等 于 x 的 最 小 整数 的 
和 是 5, 则 z 的 解 集 是 
(A) 15721. (B) {x 12x 所 31. 
(C) {zx12 达 x 之 3|. (D) jz1l12<vx 近 3|. 
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的 整数 x 的 个 数 是 


(FE) {x 12<x< 3|. 
(第 37 届 美国 高 中 数学 考试 ,1986 年 ) 
[ 解 ] 设 [x| 为 不 超过 x 的 最 大 整数 ,ix| 为 不 小 于 zx 的 最 小 整 


显然 [xj 三 x<[xrj+t+l, 
ixl—-1<zx 人 1xrl, 
上 两 式 相 加 有 [zj+jizl=-l<2z<[zj+jizl +l， 
又 由 题 设 [|x] + ix) = 5, 则 
4<2zrz<6， 或 2<xz<3. 
故 选 (五 ). 
33.33 [zx] 表示 不 超过 x 的 最 大 整数 , 则 满足 
[-77.66z] = [-77.66]x+1l 





i 





(A) 1. (B) 2. (C) 3. (D) 4. 
(中国 江苏 省 初中 数学 竞赛 ,1987 年 ) 

[ 解 ] 题 设 方程 即 为 [77.66x] =--78z+]， 

[(-78+0.34)z] =-78r+1. 

又 xz 是 整数 , 则 -78x + [0.34x|] =-78z+1, 即 [0.34x]=.1. 

因而 1T 迄 0.34z 和 2， 即 3 壕 z 所 5. 

T= 3,4,5. 
故 选 (C). 
33.34 ”以 [zj] 表示 不 超过 z 的 最 大 整数 , 则 满足 二 元 方程 


半 柑 时 江 区 并 





[1.9x] + [8.8y] = 36 的 正 整数 解 的 个 数 为 


(A) 5. ~ (B) 4. (C) 3. (D) 2. 
(中 国 广 州 . 武 汉 、 福 州 等 五 市 初中 数学 联赛 ,1988 年 ) 

[ 解 ] 因 xz,y 为 正 整数 , 则 首先 y 衬 1. 

又 [|8.8yJj<36， 知 y 达 4. 即 1 过 y 志 4. 

利用 y = 1,2,3,4 代入 方程 知 (15,1),(10,2),(1,4) 为 其 解 . 

故 选 (C). 

33.35 ” 设 [Z] 表示 不 超过 2 的 最 大 整数 ,x 和 满足 方程 组 

y= 2[xj]+3, 

y= 3[x—-2]+5. 


世界 数学 奥林匹克 解 题 大 辞典 967 








如 果 xz 不 是 个 整数 , 则 z +y 是 
(A) 一 个 整数 . (B) 在 4 与 5 之 间 . (C0C) 在 -4 与 4 之 间 . 
(D) 在 15 与 16 之 间 . (E) 16.5. 
(第 33 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1982 年 ) 
[ 解 1] 解 联 立方 程 ,有 
2[xz]j+3= 3[x—-2]+5, 


这 


即 2Lx]+3= 3(lx] -2)+5, 
得 [x|] = 4. 

因为 zx 不 是 一 个 整数 ， 所 以 4< x 之 5， 
且 y=2[zj+3=11. 


，， 19< x+y< 16. 
故 选 (D). 

[ 解 2] 在 平面 直角 坐标 系 中 作 y= 1 
2Lx]+3 和 y= 3Lx 一 2j+5 的 图 像 ( 见 右 
图 ) ,从 中 可 以 看 到 在 4< x < 5 处 ,两 个 函 
数 的 图 像 是 重合 的 . 

代入 题 设 式 中 可 求 得 

lS<r+y<16. 

故 选 (DD). 

33.36 ”如 果 用 ia| 表示 大 于 a 的 最 小 整数 ,如 12.5|} = 3， 14| 
= $5， {一 1.51 = 一 1; 用 [a] 表示 不 大 于 4a 的 最 大 整数 ,如 [2.5] = 2， 
[41=4，[-1.$j] = 一 2. 那 么 ,方程 组 
3[x]+2iy| = 18, 
3ixzi—Ly]=4. 


实 线 :3 二 207- 半 3 
一 
虚线 ,y -3fz 27+5 








的 解 是 
CA | (B)| 
Sy<6. 3<yE6. 
2<x<3， 2 过 工艺 3， 
| 7 (D)| 7 
5 二 y，< 6. < y 扫 6. 


(第 8 届 “ 结 云 杯 ”初中 数学 洲 请 赛 ,1991 年 ) 
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[ 解 ] 由 题 设 知 {x) = [zx]+1, 且 iy| = [yy]+1. 则 题 设 方 程 组 
可 化 为 
3Lzj +2[y] = 16， 
3tzj -ty] = 1 
解 得 [zlj=2，[y = 3$， 
2 过 rz<3， 且 5 过 yy< 6. 
故 选 (C). 
33.37 {zx| 表示 不 小 于 x 的 最 小 整数 ,[x] 表示 不 大 于 z 的 最 大 
整数 .如 jz = 4,[x]= 3, 则 方程 jx}j*+ 4([x] +1)+4= 0 的 解 为 
(A) x =—2. (B) x <—2. 
(C) x >-3. (D) -3<x<-2. 
(第 6 届 “ 绍 云 标 ”初中 数学 邀请 赛 ,1989 年 ) 
[ 解 ] x =- 2 不 适合 题 设 方程 .又 由 题 设 若 x 不 是 整数 时 则 有 
zj = [x] +1, 这 样题 设 方程 可 化 为 
jrl*+4izrj+4=0,， 即 (jx) +2)*=0, 
得 xi =~2， 因而 -3<x<-2. 
故 选 (DD). 
33.38 ” 设 [x] 是 小 于 或 等 于 x 的 最 大 整数 , 则 方程 47? - 40 ， 
[x] + 51 = 0 的 实数 解 的 个 数 是 
(A) 0. (B) 1. (C) 2. (D) 3. (E) 4. 
(第 36 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1985 年 ) 
[ 解 1] 令 x= [xj+a, 其 中 0 才 a < 1, 则 方程 化 为 : 
4([z]j]+a) -40[xz]+Sl = 0， 






利和 迪 全 深 轩 并 


即 4a* + 8alx] +4lxj -40[zx]+51 = 0, 
一 2[zj+ v40lxj~51l 
则 信 ”一 2 9 


为 求实 数 解 , 则 ”40[x] -51 > 0， 即 [Lz] > 站 > 0， 


故 金 去 二 对 于 v40lrl- 51 因而 有 
0 过 =2xi+ Ye 1 
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即 2 x] < VA 5 <2+2[z]. 
这 样 4[zj2 过 40[z]-S<4+8[z]+4[z] 
4[z1 -40[z]+5l1 近 0， 由 
4[z]2 -32[z]+5Ss > 0. © 
解 得 ”这 过 [xz] < 闻 ， 
则 [z]=2,，3，4，3，6，7，8; 
解 四 得 [zj]> 且 或 [z] < 六 
则 [x] =6， 7，8，… 或 [zj=2，1，0，… 
由 上 可 有 [x] = 2, 6, 7, 8. 且 可 求 得 


则 


a 





即 原 方程 有 四 个 实 根 . 

故 选 (五 ). 

[ 解 2] 由 观察 法 知 x 不 可 能 为 负数 或 0, 即 x > 0. 
设 [z] = 1(t € AN), 代 人 原 方程 有 


4z2 40t+51-0 得 > = Ve. 








0 过 zr-[rj<1,， .. 0< ,1 
3 2 11 17 
即 了 委 !< >， 或 7 St<D， 
t 为 正 整 数 ， … + = 2,6,7,8 


当 [xj = 2,6,7,8 时 ,代入 原 方程 分 别 有 


ri = 土方 /29, ra = 土方 /189, 
z3 = 土方 229, za = 土 让 /269, 
>0, 
则 z= 方 V29， 或 学 V189, 或 二 V229, 或 二 V269. 
即 原 方程 有 四 个 实 根 。 


970 世界 数学 奥林匹克 解 题 大 辞典 





故 选 (E). 
[ 解 3] ”将 方程 化 为 击 z? + 汀 = [z]， 


作 函 数 y = 6x? + 20 和 y= [zj 的 图 像 : 


we 如 me me mm 一 一 一 一 一 一 









3 





从 图 像 可 看 出 两 函数 图 像 仅 在 [z]j = 2,6,7,8 各 有 一 个 交点 , 即 
原 方程 有 四 个 根 . 

故 选 (EE). 

33.39 设 rt，yER,，,， 1xl<l,， ly|l<1，Xxy 关 0. 记 
[x] 表示 不 超过 实数 x 的 最 大 整数 , 则 不 等 式 [ x 十 y] [xj+ [y] 的 
解 集 区 域 图 (如 图 ) 是 


y 


EE 





(A) (B) (C) (D) 
(第 2 届 “ 希 望 杯 ” 全 国 数学 邀请 赛 ,1991 年 ) 


[ 解 ] 取 z= 坝 ，y= 亏 , 则 [z+y]=1, 且 [x] =[y]=0， 
这 时 [z+y] > [xj+[yj, 与 [x+y] 记 [zx] +[y] 相抵 ,但 
(去 , 邱 ) 在 图 (B),(D) 所 示 区 间 , 故 (B),(D) 不 妥 . 

取 z=- 祖 ，y = 二 , 则 [z+y]=-1, 且 [x] =-1,[y] =0， 
这 时 [x + y] = [x] + [y], 即 适合 题 设 不 等 式 ， 
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这 


但 (- 方 ,十 ) 不 在 图 (A) 所 示 区 间 , 则 可 否 (A). 
故 选 (C). 
33.40 已 知 a0 = sinr， a, = (~ 1):2] V1 — az2.1, 这 里 世 


N, 且 | 如 | 为 去 的 整数 部 分 . 则 aiese 等 于 

(A) sinx. (B) 一 cosx. (C) — sinx. (D) COSX. 
(中 国 四 川 省 高 中 数学 竞赛 ,1989 年 ) 

[ 解 】 由 题 设 不 难看 出 : 

Siny ， n = 4k 时 ， 

COSX ， nn 二 4k+1 时 ; 

-sint, n= 4k+2 了 时 ; 

— cosr, n= 4k+3 时 . 


dy 一 


而 1989 = 497 .4 + 1, 则 alggo = cosx. 
故 选 (万 ). 
33.41 在 非 减 奇数 列 

jalya2ya3 = 上 3,3,3,$,S SS 3 


中 ,每 个 正 奇数 出 现 & 次 .已 知 有 整数 5,c 和 d 存在 ,对 于 所 有 正 整 数 
7 满足 ”a, = 65[ Vn +cj+4d, 其 中 [xz] 表示 不 超过 zz 的 最 大 整数 . 则 
b+ c+d 等 于 
(A) 0. (B) 1. (C) 2. (D) 3. (E) 4. 
(第 31 届 美 图 高 中 数学 考试 ,1980 年 ) 
[ 解 】 在 已 知 通 项 公式 中 设 nw = 1,2,3,4,5 得 
TI=6[vI+c+d 
3= b[vV2+cj+d 
3= blV3+cl+tad 
3= blV4+c]+d 
$5= blV5+cl+d 
由 四 -中 有 2= 6b([V2+c]-[vVli+c)). 
因为 0<[vV2+c]-[vI+cl<2, 则 
[LvV2+cj-[vi+cj]=1， 且 b=2. 
由 名 ~@，@-@， 加 -外 有 


OOOOO 
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LI+[vi+cj=Lv2+cj=[v3+clj=[v4+c] 
=[VS+c]-1. 
由 此 知 ,存在 某 些 整数 x 和 上 使 2+c = 有 r，5+c = m*. 因 为 
相差 3 的 完全 平方 只 有 1 和 4, 故 &= 1, 且 m= 2. 
所 以 c=-1, d=1. 
反之 ,将 6 = 2，c = 一 1，4 = 1 代入 原 通 项 公式 同样 成 立 . 
故 选 (C). 


33.42 ”车 [x] 是 小 于 或 等 于 xz 的 最 大 整数 , 则 >[logN] 等 于 


(A) 8192. (B) 8204. (C) 9218,. 
(D) [logp(10241)]. (E) 不 在 以 上 各 数 之 中 . 

(第 37 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1986 年 ) 
[ 解 ] 若 设 2 过 mw 之 2:11， 则 [logppm] = 上. 
又 在 区 间 {224 ,2 人 ) 有 24 个 整数 






查 休 上 遇 泪 针 共 二 


1024 2 

> [lomN] = >[logsN] 

N=] N=1 
=1:.2+2:.22+3.23+4.24+…+9.29+10 

令 上 式 右 端 和 为 *, 考 虑 


2s—s=10+9.20-—- 2 2 ...~21 
= 10+9.20-(20 -2)， 
即 $s = 8204. 


故 选 (B). 

33.43 若 1.2.3.4.… .100= 12”.M, 其 中 MM 为 自然 
数 ,n 为 使 得 等 式 成 立 的 最 大 的 自然 数 . 则 M 

(A) 能 被 2 整除 ,但 不 能 被 3 整除 . 

(B) 能 被 3 整除 ,但 不 能 被 2 整除 . 

(C) 能 被 4 整除 ,但 不 能 被 3 整除 . 

(D) 不 能 被 3 整除 ,也 不 能 被 2 整除 

(中 国 初 中 数学 联赛 ,1991 年 ) 
[ 解 ] 在 1.2.3.4…' 99.100 的 素 因 数 分解 中 ,2 的 因子 个 数 
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综 密 第 洗 


100 100 100 100 100 100 
|], 加 ]: [加 ]; [加 ]; [ 亨 ]; eid 
一 SO0+2S+12+6+3+ = 97. 
3 的 因子 个 数 为 


1001 [1001 [1001 F100], [loo1 [101 . 
ee 


= 一 33+1L1+3+1= 48. 


所 以 1.2.3.4.…'99.100=227 .38.P= 124(2P), 其 
中 已 不 能 整除 2 和 3. 

所 以 AM = 2P. 

故 选 (A). 


33.44 1898 年 6 月 9 日 英国 强迫 清 政府 签约 将 香港 975.1 平方 
公里 土地 租借 给 英国 99 年 .1997 年 7 月 1 日 香港 回归 祖国 ,中 国人 民 终 
于 洗刷 了 百年 耻辱 .已 知 1997 年 7 月 1 日 是 星期 二 .那么 ,1898 年 6 月 
9 日 是 星期 

(A) 二. (B) 三 . (C) 四 . (DD) 五 . 

( 题 注 ”公历 纪年 , 凡 年 份 为 4 的 倍数 但 不 是 100 的 倍数 的 那 年 为 头 年 ,年 
份 为 400 的 倍数 的 那 年 也 为 半年 ,半年 的 二 月 有 29 天 ,平年 二 月 有 28 天.) 

(中 国 陕西 省 初中 数学 竞赛 ,1997 年 ) 

[ 解 1] … 365 二 1(mod 7), 

兰 令 5 表示 从 基 年 元 县 到 所 求 日 的 总 天 数 ,z 表 某 年 份 ,y 表 
该 年 第 几 天 , 则 有 


SS 三 (zz 一 1) 十 二 |- (55 + [三 i100 1 + y(mod 7). 
当 z= 1898, y=3l1xX3+30+28+9= 160 时 ， 


S = 1897+ | 2 |- [| [7 |+ 160 


三 1897+474 -18+4+160 
二 2517 三 4 (mod 7). 
故 选 (C ). 
[ 解 2] 已 知 1997 年 7 月 1 日 是 星期 二 , 则 易 推 知 1997 年 6 月 9 
日 是 星期 一 . 
而 1898-06-09 ~~ 1997-06-09 共 9%9 年 ,其 中 半年 24 次 . 








974 世界 数学 奥林匹克 解 题 大 辞典 





故 知 99 x 365 + 24 三 99+24 三 4(mod 7). 
1 -4 三 -3 三 4 (mod 7). 
故 选 (C). 


第 3 节 ”实数 的 小 数 部 分 {z | 


33.45 ” 设 Y5 的 整数 部 分 为 ,小数 部 分 为 n, 则 m( m 工 ) 


的 值 为 
(A) 128. (B) — 128. (C) 10¥5. (D) - 10 VS. 
(中 国 陕西 省 咸阳 市 初中 数学 竞赛 ,1990 年 ) 









[ 解 ] … 2<<3， 则 m=2，n=V5-2. ,1: 
. 1Y_,/2 1 YY. /5+2 1 斯 二 
"(mn) -2 -2 灼 
=2.(~Y5) = -10Y5. 
故 选 (D). 过 





33'46 设 4 为 V3+ V5 V3 一 v5 的 小 数 部 分 ,5 为 V6+3V3- 
V6 33 的 小 数 部 分 , 则 二 - 二 的 值 为 
(A) Y6 ~ V2+1. (B)Y6 + 2 -1 


(C) Y6 ~ Y2 -1. (D)Y6 + V2+1. 
《中 国 浙江 省 初中 数学 竞赛 ,1991 年 ) 


[ 解 ] 由 (V3+y5- V3-y3) =2, 


有 V3+Y5- V3-V5=Y2， 则 aa=v2-1， 
同 理 (V6+4+3 玉 - V6-3) =6， 可 有 b=V6-2. 
.2 1_. 2 1 _ 
bp a 2 Bi V6 — V2+1. 
故 选 (A). 


33.47 已 知 y= V1l+6V2,x 表 示 y 的 小 数 部 分 . 则 x?+2y 的 
值 为 
(A) 7. (B) 8. (C) 9. (D) 10. 
(中国 四 川 省 初中 数学 竞赛 ,1991 年 ) 


[ 解 ] 由 y= V1ll+6Y2= V9+6W2+2 
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给 党 季风 


= 3 ++ VY2,， 


1<v2 < 2， 
则 r=(3+Y2)- (3+1)= V2-1, 
于 是 x +2y = (2 -1)+23+v2) = 9. 


故 选 (C). 
33.48 ” 若 5 一 V3 的 整数 部 分 为 x， 小数 部 分 为 y, 则 2x3 - 


(+  ) 的 值 为 
(A) 2. (B) - 2. (C) V3 + 2. 
(D) 2 + 3 3. (E) 2 - 6V3. 


(中 国 四 川 省 重庆 市 初中 数学 竞赛 ,1983 年 ) 
[ 解 ] 由 题 设 知 = 3， y=2-v3, 这 样 


2 (P+)=2. 3 -| 2-5) + ! |= 2. 


(2 ~ 3) 
故 选 (A). 
33.49 ” 设 z,y 为 正 整 数 ,其 中 yy 不 是 完全 平方 数 ,有 目 y < zx. 今 分 
别 以 a ,5 表示 x + Vy,x 一 Vy 的 小 数 部 分 , 则 a + 5 的 值 为 

(A) 无 理 数 . (B) 真 分 数 . (C) 1. (D) 不 确定 . 

(中 国安 徽 省 合肥 市 初中 数学 竞赛 ,1985 年 ) 
[ 解 ] 由 设 y< xz, 则 aa<vy<a+1L 近 xz， 其 中 w 为 正 整 数 ， 
于 是 z+yvy=x+a+(yy=- oa)， 其 中 0<VYy-a<l, 
则 知 a = Yy-a. 
又 rx-Yy=x~(a+t+1l)+[(a+1)--Yy]j, 其 中 0<at1- 





Vvy< 1， 
知 =a+1l-vVy. 
~. at+b=(Yy-a)t+(et+l- Vy)=1. 
故 选 (4C ). 
33 .50 设 a 表示 二 局 的 小 数 部 分 , 则 logza (2a + 1) 等 于 
(A)-1. (B) -2. (C) 0. (D) 本 


(中 国 部 分 省 .市 初中 数学 通讯 赛 ,1987 年 ) 
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[ 解 ] 由 于 = 又” 1< <2 
_3+y5 |_ 5-1 
“和 4 4 
则 aa+D = SF (Sl+1) 
(5-DWS+1) 1 
8 2 - 
logsa (2a 十 1) 一 logz 方 一 一 1]. 
故 选 (A). 
第 4 市 ”循环 小 数 
33 .51 分 数 广 的 值 
(A) 等 于 0.33333333. 
(B) 小 于 0.33333333 而 差 为 = 5 
(C) 小 于 0.33333333 而 差 为 05 
(D) 大 于 0.33333333 而 差 为 2 
(E) 大 于 0.33333333 而 差 为 了 15 


(第 5 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1954 年 ) 


[ 解 ] 由 二 一 0.33333333 


3 
= 0.00000000333.……: 
— 10-8 . 0.333.…,…: 
1 
3 .1083 
故 选 ( 品 ). 
33 .52 “将 循环 小 数 0.363636…… 
分 母 的 和 为 
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写成 最 简 分 数 形式 ,其 分 子 与 
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sk 部 条 族 


(A) 15. (B) 45. (C) 114. (D) 135. (E) 150. 
(第 16 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1965 年 ) 


[ 解 ] 由 0.363636…… = 0.36= 580 = 71. 


故 选 (4A)， 
注 ”一 般 地 ,n 位 循环 节 的 循环 小 数 可 化 为 


0.a1a2 an = oe Ca 人 分 母 由 nn 个 9 组 成 ). 


33.53 ” 数 2.5252525…… 能 写成 一 分数 当 化 简 后 ,此 分 数 的 分 
子 与 分 母 的 和 为 
(A) 7. (B) 29.，(C) 141. ”(D) 349. (EE) 非 上 述 答案 . 
(第 11 届 美国 高 中 数学 考试 ,1960 年 ) 
[ 解 1] 设 x = 2.525252…… ， 则 100z = 252.5252…… 


故 100z -xx=25$0， 得 r=g， 而 250+99 = 349. 

故 选 ( 姜 ). 

[ 解 2] 由 2.525252.…… =-2.52=2 六 = 09; 

故 选 (D). 

33.54 设 下 = 0.48181.…… 是 无 穷 循 环 小 数 ,其 中 8 和 1 是 重复 
位 数 . 当 把 下 写成 一 个 化 简 后 的 分 数 时 ,分 母 比分 子 多 

(A) 13. (B) 14. (C) 29. (D) 57. (E) 126. 

(第 21 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1970 年 ) 
[ 解 ] FF = 0.4818181.…… = 0.4 + 0.0818181.…… 


1 .0 g18181...... 
= 0.4+16°0.818181 


_4,1.81_. 53 
10 10 99 ~ 110’ 

由 110 一 53 = 57. 

故 选 ( 厂 )、 

33.55 ” 设 万 表示 一 循环 小 数 , 若 书 表示 中 不 重复 的 > 位 ,Q 表 

示 DD 中 重复 的 : 位 时 , 则 不 正确 的 表示 为 
(A) D = 0. PQQ.…… . (B) 10'D = P. QQQ… . 
(C) 10 一 万 = PQ QQQ…… . (D)10"(10: -1)D= Q(P- 1). 
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(E) 10” . 10D = PQQ. QQQ…… . 

(第 3 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1952 年 ) 
[ 解 ] 易 验 证 (A),(B),(C),(FE) 均 正确 . 今 考 虑 ( 品 ) 式 : 
式 左 = 107(10 -1D)D = 10”*D - 10'D 


= PQ QQ rr — P. QQQ sea 
= PQ-P= P(Q-1). 
故 选 (DD). 


第 5 节 进 制 





33 .56 在 二 进 制 中 的 前 五 个 正 整 数 是 12,10;， 11 ， 100,， 
1012 ,试问 ,在 二 进 制 中 的 数 10011, 在 十 进 制 中 为 
(A) 19. (B) 40. (C) 10011. (D) 11. (E) 7. 
(第 8 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1957 年 ) 
[ 解 ] 由 二 进 制 性 质 有 
10011 =1.2+0.23+0.2+1.2t1+1.2 = 19. 
故 选 (A). 
33.57 如果 在 二 进 制 中 , N 写成 11000; ,那么 NN 的 前 一 个 整数 在 
二 进 制 中 可 以 写成 
(A) 10001,. (B) 10010;. (C) 10011,. 
(D) 10110;. (E) 101112. 
(第 20 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1969 年 ) 
[ 解 ] 由 NN = 11000, = 24 + 23， 
而 N-1=2+23-1=2+(23-1) 
=2+2+2+1= 10111， 
这 里 注意 到 2 -1= (2-1)(22+2+1). 
故 选 (五 ). 
33.58 ”我 们 的 常用 数 制 为 十 进 制 , 若 改 为 四 进 制 , 则 成 为 1 ，2，， 
34，I104，114，124，134，204，214，224，234，30,，…. 则 第 20 个 数 






八 崇 全 并 名 六 可 | 
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(A) 204. (B) 384 (C444. (D) 1044. (E) 110,. 
(第 7 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1955 年 ) 


[ 解 ] 由 于 20=1.42+1.41+0:.40， 
则 第 20 个 四 进 制 数 为 1104. 

故 选 (到 ). 

33.59 数 10!( 在 十 进 制 下 ) 用 12 进 制 写 出 时 ,结尾 刚好 有 上 个 
0. 则 的 值 是 

(A) 1. (B) 2. (C) 3. (D) 4. (E) 5. 


(第 21 届 美国 高 中 数学 考试 ,1970 年 ) 
[ 解 ] 在 十 进 制 中 
101 =1.2.3.4.5.6.:7.:8.9.10= 121.5.7. 


而 $7.7=175=1.12+2.12+7, 
于 是 (3 :7 +: 124)10 = (127 .104)2 = 1270000,. 
故 选 (DD). 


33.60 记 25。 表示 为 b 进 制 的 二 位 数 , 车 52, 是 25, 的 二 倍 , 则 
等 于 
(A) 7. (B) 8. (C) 9. (D) 11. (E) 12. 
(第 16 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1965 年 ) 
[ 解 ] 由 设 知 25, = 26b! + 569， 52, = 56!1 + 200, 又 由 题 设 
52, = 2(25,)， 即 565+2=2(2bp+5)， 得 6=8. 
故 选 (B). 
33.61 将 一 数 NN 用 7 进位 数 表示 时 是 一 个 三 位 数 , 用 9 进位 表示 
时 ,其 三 位 数码 刚好 颠倒 过 来 . 则 N 的 中 间 数 码 是 
(A) 0. (B) 1. (C) 3. (D) 4. (E) 5. 
(第 19 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1968 年 ) 
[ 解 ] 设 六 用 9 进 制 表示 时 三 位 数字 分 别 为 zx,y,=, 即 92r+9ly 
+ zz. 叉 由 设 其 7 进 制 为 7?z + 7Ly + 工 
故 8lzx+9y+z = 49z+7y+ Xx, 或 y= 8(3z — 5x). 
由 设 > 为 六 的 7 进 制 表 示 时 的 数字 , 则 0 过 y < 7， 
故 整数 = 3z -5x = 0( 否 则 | 8n 1> 7). 
故 N 的 中 间 数 字 为 0. 
又 由 于 > 也 为 N 的 7 进 制 表示 时 的 首位 数字 , 故 0<:<7. 
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而 3z = 5x, 知 x 可 被 5 整除 , 故 > = ,同时 z = 3. 
即 N = 305, = 503; = 24810. 
故 选 (A). 
33.62 本题 各 数 均 按 5 进 制 记 数 法 表示 . 设 乘积 (12)(15)(16 ) 
= 3146, 又 设 ;= 12+ 15+ 16, 则 ;为 (5 进位 ) 
(A) 43. (B) 44. (C) 45. (D) 46. (E) 47. 
(第 18 届 美国 高 中 数学 考试 ,1967 年 ) 
[ 解 ] 在 6 进 制 中 ， 12,， 15,， 16,， 3146， 分 别 为 
bl+2, bl+5, bt+6, 30° + 0*+46+6. 
由 设 (bp+2)(b+5)(b+6)= 3b +62+46b+6, 
化 简 后 有 六 -60 -246—27=0. 
解 得 8 = 9 这 惟一 实 解 . 
又 由 了 =12,+1S$,+16, = (b+2)+(5+5)+ (6 +6) 
= 36+13= 46+4= 44,. 
故 选 (B). 
33.63 ”以 a 进位 的 数 47 与 以 5b 进位 的 数 74 相 同 ,假定 a,b 都 是 
正 整数 ,那么 写成 罗马 数字 a + 。 的 最 小 可 能 值 是 
(A) X. (B) XV. (C)XXI. 
(D) XXN. (E) XV. 
(第 22 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1971 年 ) 
[ 解 ] a 和 0 必须 比 7 大 ,由 47, = 74,, 则 4a+7 = 7745+4. 
所 以 7b 一 4a = 3. 
显然 ” (a,b) = (1,1) 是 其 中 一 组 解 . 且 其 通 解 可 表示 为 
(a,5) = (1+71:，1+41)，+ 为 整数 . 
当 上 = 2 时 ,得 到 a,b 大 于 7 的 最 小 解 . 
即 (a,5) = (15,9). 所 以 a+b= 24= XXN. 
故 选 (DD). 
33.64 “天数 15! 以 12 进 位 表示 其 大 小 时 ,末尾 有 & 个 0, 以 10 进 
位 表示 其 大 小 时 ,末尾 有 疡 个 0, 则 到 二 不 等 于 
(A) 5. (B) 6. (C) 7. (D) 8. (E) 9. 
(第 16 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1965 年 ) 
[ 解 ] 15! = 10(3.14.13.12.11.9.8.7.6.3.2.1)， 
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且 15! = 125(15.:14.13.11.5.7.5$). 
故 =S ARA=3， 则 &+ 六 =8. 
故 选 (DD). 
33.65 ” 若 数 121;( 妈 5 进 制 的 数 ) 为 一 整数 的 平方 , 则 2 为 
(A) 仅 5 = 10. (B) 仅 5 = 10,5=5. (C)2 达 5b 夺 10. 
(D)b>2.. (E) 5 不 存在 . 
(第 13 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1962 年 ) 
[ 解 ] 由 设 及 8 进 制定 义 有 
121， =1.02+2.0+1= (2+1), 系 平方 数 . 
但 在 5 进 制 中 基 的 最 大 数字 只 能 是 5 - 1, 因 而 5 不 能 是 1 或 2, 即 
b>2. 


故 选 (万 ). 
33.66 ”在 某 种 记 数 法 中 ,24 的 平方 是 554, 它 的 进 制 是 
(A) 6. (B) 8. (C) 12. (D) 14. (E) 16. 


(第 24 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1973 年 ) 
[ 解 ] 设 进 制 是 5, 且 5 > 5. 


因为 (24,) = (26 + 4)* = 46* + 166+ 16 
且 554 = Sb + S5 十 4， 

我 们 有 5 +S+4=452+162+16. 
解 得 5 = 一 1 或 12, 售 去 负 值 . 

故 选 (C). 


33:67 > 的 三 进 制 表达 式 是 
12112211122211112222， 
那么 x 的 九 进 制 表 达 式 中 ,左边 的 第 一 个 数字 是 
(A) 1. (B) 2. (C) 3. (D) 4. (E) 5. 
(第 32 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1981 年 ) 
[ 解 】 x 是 一 个 20 位 的 三 进 制 数 ,其 可 表示 为 
xz 一 1.32+2.38+1.37+1.30+…+2.3+2 
(1.32+2.38)+(1.37+1.36)+…+(2.3+2) 
= (1.3+2)(32) +(1.3+1)(032)3+ +(2.3+2) 
一 594.…8。， 
所 以 z 的 九 进 制 表达 式 中 最 左边 的 那 位 数字 是 $( 九 进 制 的 $). 
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故 选 ( 玉 ). 

33 .68 ”如 果 一 个 完全 平方 数 的 8 进 制 表 达 式 是 a63c( 即 n* = 
(ab3c)s = 8a+86b+8.3+c), 其 中 aa 关 0, 那 么 c 是 

(A)0. (B)1. ” (C) 3. (D) 4. (EE) 不 能 惟一 确定 . 

(第 33 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1982 年 ) 
[ 解 1] 如 果 nn*= (ab3c)s， 设 n = (de)s， 则 
n* = (8d + e)* = 64d2 + 8(2de) + e’. 

因此 3 是 e? 的 8 进 制 的 第 二 个 数字 (从 右 数 ,下 同 ) 与 2de 的 第 一 
位 数字 的 和 (8 进 制 意义 下 的 和 ). 而 后 者 是 一 个 偶数 ,而 3 又 是 奇数 , 则 
e? 的 8 进 制 的 第 二 个 数字 为 奇数 . 

下 面 我 们 把 8 进 制 下 的 这 个 平方 表 列 出 : 





其 中 e* 的 第 二 位 数字 , 仅 当 e 为 3 或 5 的 时 候 是 偶数 的 ,那么 无 论 
哪 种 情况 ，e 的 8 进 制 第 一 位 数字 都 是 1, 即 c = 1. 

故 选 (B). 

[ 解 2] 由 题 设 有 n* = (ab3c)s = 83a + 825 +8.3+c( 注 意 这 
里 的 n* 是 10 进 制 数 ) ,那么 好 被 8 去 除 , 余 数 必定 为 0, 或 1, 或 4, 这 是 
因为 

若 n = 4k， 则 2 

若 n = 二 4k8+1， 则 2 

若 n = 4k&k+2， 则 2 

若 n = 4k+3， 则 72 

即 ”7 寺 0,1 或 4(mod8). 

于 是 c=0, 或 c= 1, 或 c= 4. 

如 果 c = 0, 那 么 n* 一 8(8k + 3) = 4(16k +6). 而 4 是 一 个 完全 
平方 数 , 则 16& + 6 也 必 是 一 个 完全 平方 数 ,但 由 上 面 的 分 析 16k + 6 被 
8 除 余 6, 这 是 不 可 能 的 ,因此 c 关 0. 

如 有 果 c = 4, 那 么 , = 4(8! +7) , 同 理 8! + 7 被 8 除 余 7, 所 以 8/ 
+7 了 也 不 可 能 是 一 个 完全 平方 数 ,因此 c 天 4. 

所 以 ec 只 能 等 于 1. 


16k” 被 8 除 余 0; 

16 妨 + 8 + 1 被 8 除 余 1 

16k? + 16k + 4, 被 8 除 余 4; 
16& + 24& + 9, 被 8 除 余 1. 


1 


| 
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故 选 (B). 

33.69 ” 若 一 个 比 8 大 的 整数 ”是 方程 z 一 ar + 5 = 0 的 解 ， 
并 且 在 x 进位 制 中 a 的 表示 是 18, 那 么 5 的 n 进位 表示 是 

(A) 18. (B) 28. (C) 80. (D) 81. (E) 280. 

(第 29 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1978 年 ) 

[ 解 ] 由 题 设 

b=an~n:= (18),n -n= (n+8)n -n° = 8n = (80),. 

故 选 (C). 

33 .70 ”一 密码 员 设计 了 以 下 给 自然 数 编码 的 方法 :首先 把 此 自 
然 数 表示 成 5 进 制 ,然后 将 5 进 制 表示 中 出 现 的 数字 与 集合 {V,W,X， 
Y ,Z| 的 元 素 建立 一 个 一 一 对 应 , 按 此 对 应 他 发 现 三 个 递增 的 相 邻 的 
自然 数 分 别 被 编 成 VYZ, VYX , VVW . 则 被 编 成 XYZ 的 数 的 十 进 制 表 
示 是 

(A) 48. (B) 71. (C) 82. (D) 108. (E) 113. 

(第 38 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1987 年 ) 

[ 解 ] 由 题 设 VYZ, VYX, VVW 三 数 递 增 相 邻 , 则 

VYZ + 1 = VYX, 人 
VYX +1= VVW. 人 

显然 Z 关 1,2， 否则 由 中 式 有 X = 2,3， 

这 样 @ 式 不 成 立 ,因为 此 时 X+1= 3 或 4, 不 会 产生 进位 问题 . 

于 是 Z=3, X=4, W=0. 

又 Y 关 2， 否则 VYX +1= V24+1= V30 = V2W, 与 题 
设 相抵 ! 则 Y = 1. 

. X=4, Y=1, Z=3. 即 XYZ = (413);. 

而 (413)s = 4.5°+1.5!+3= 108. 

故 选 (DD). 

33.71 在 Rl 进 制 中 ,Fi 的 分 数 展开 式 为 0.373737… ,下 ;的 分 数 
展开 式 为 0.737373… ,在 R, 进 制 中 ,Fi 的 展开 式 为 0.252525…, 下, 的 
展开 式 为 0.525252…, 则 Ri 与 R,( 均 用 十 进 制 表 示 ) 的 和 为 

(A) 24. (B) 22. (C) 21. (D) 20. (FE) 19. 

(第 17 届 美国 高 中 数学 考试 ,1966 年 ) 
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[ 解 】 先 将 题 设 分 数 写成 公 比 为 训 - 和 人 的 无 穷 几何 级 数 : 














_3RI+7 3RI+7 -还 
! Ri R14  R?-1’ 
2R;+5 2R,+35 2R,+) 
且 开 = A +t RI 十 =- R31 
3RI +7 2R,+5 
以 F, = = 二 一 一 . 
乒 Ri-1 Ri-1 
7TR1i+3 SR,+2 
司 理 Fy = -一 一 = 一 一 
同 “和 Ri-I1 R23-1 
上 两 式 两 边 相 加 得 
10R + 10 7TR,+7 
FitF= (RCR 1) (Rt DR 1) 
10 7 
如 RI-1 R,—1 
RIi-1 R,-1 
和 
妈 7R ~ 10R,+3=0. (QD 
同 理 , 上 两 式 相 减 化 简 后 可 有 
3RI -~ 4R;—1=0. © 
解 ,加 可 得 Rj = 11，R =8 则 RI + R= 19. 


故 选 (五 ). 

33.72 若 DCnz) 表示 正 整 数 ,2 表 成 二 进 制 后 含有 的 相 邻 不 同 数 
字 的 对 数 . 例如 D(3) = D (14) = 0,D (21) = D (1010D) = 4， 
D (97) = D (41100001,) = 2 等 .对 于 不 大 于 97 的 正 整数 ”满足 刀 (7 ) 
= 2 的 个 数 为 

(A)16. (B)20. (O26. (DD)30.  (E) 35. 

(第 48 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1997 年 ) 
[ 解 ] 考虑 到 9%7 < 27 = 128, 显 然 上 述 ”化 成 二 进 制 后 位 数 
不 超过 7. 

又 97=20+2+1= 1100001;, 这 样 不 大 于 97 的 nn 中 满足 
D (n) = 2 者 化 为 二 进 制 后 分 别 为 : 

7 位 的 ;1100001;，1011111;，1001111,，1000111,，1000011,， 
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1000001,; 

6 位 的 :111101,，111011,，111001,，110111;，110011;， 

110001; ,101111; ，100111 ，1000112 ，100001， ; 

5 位 的 :11101，11011，11001, ，10111 ，10011 ，100012 ; 

4 位 的 :110t ，1011 ，10012 ; 

3 位 的 :1012. 

综 土 ” 共 26 个 . 

故 选 (C). 

33 :73 ”在 十 进 制 中 , 数 526 = 5 .102+2.10+6, 在 某 王 国 里 , 计 
数 以 + 为 基 , 即 > 进 制 . 某 人 在 那里 购买 一 汽车 ,价格 为 440 货币 单位 
(简写 为 m.u. ) ,他 给 售 货 人 1000m.u. 找 回 340 m.u. , 则 r 为 

(A) 2. (B) 5. (C) 7. (D) 8. (E) 12. 

(第 12 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1961 年 ) 

[ 解 ] 已 知 在 该 国 1000m.u. -440m.u. = 340m.u. 

由 ~ 进 制 的 定义 有 

1 玖 +0. 天 +0.r+0-(4r+4r+0) =3r2+4r+0. 

即 一 -7r-8r=0 或 rr*-7r~8=0， 

得 r= 8 或 -1( 舍 去 ). 

改选 (DD). 
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34.1 对 于 整数 上 和 7 其 中 1 委 &< 72, 设 以 = E051, 那 


么 (*# 忆 过 证 ) Ct 是 一 个 整数 的 条 件 是 
(A) 对 所 有 上 和 nn. 
(B) 对 &A 和 ?2 的 所 有 偶 值 ,但 不 是 对 所 有 入. 
(C) 对 上 和 的 所 有 奇 值 ,但 不 是 对 所 有 上 月 入 . 
(DD) 奇 = 1 或 n 1 时 ,但 不 是 对 和 的 所 有 奇 值 . 
(E) 者 nn 可 被 & 整除 ,但 不 是 对 和 的 所 有 偶 值 . 
(第 27 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1976 年 ) 
[ 解 ] 因为 G 是 一 个 整数 ,考虑 


至 于 1 训 


组 
合 
数 





n~—2k—l] 加 ni(n ~ k&) _ 
( k+l )C = re Hi) C 
?1 
= CR RC 
一 Ce 一 人 
四 为 整数 . 
故 选 (4 ). 
/ny ni! Sn 99 
34 .2 记 (; )= FT 于 是 之, 1)* (2% 的 信和 是 


(A) -230. (B) -29. (CO. (DD)23. (FE) 250. 
(第 40 届 美国 高 中 数学 考试 ,1989 年 ) 
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[ 解 ] 注意 到 (4 9 = 22 又 


.4 


i， 1 二 1]， 


则 其 展开 式 实 部 即 >) 12 (2 )= D1 (72 )- 
而 G+D)Y= (+D) (+ D3= ++ 
= (1 t1)(271)® = 242 ， i129(1+7) 
一 242(17 1) 一 一 249 十 i . 242 ， 


a 
故 选 (B). 


34.3 定义 rf = 二 rr 一 1)……1 太 CO? 二 (7 )= E01 其 
中 x ,j,k 是 正 整 数 ,上 且 k < j. 如 果 当 >>3 时 ,C;，C;， C2 构成 一 个 
等 差 数 列 ,那么 n 等 于 
(A) 5. (B) 7. (C) 9. (D) 11. (E) 12. 
(第 33 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1982 年 ) 
[ 解 ] 由 题 设 我 们 有 
Cl -nm，C2 = ea D C3 = n(n Mt -2) 


n(n-1) n(n-D(n-2) 人 一] 
并 有 目 2 = en 2 a 


整理 后 n -9n*+14n = 0， 
即 n(n—2)(n 一 7) = 0. 
又 >3， 故 得 n=7. 

故 选 (B). 


34.4 ”对 于 正 数 n 和 4a, 定义 n,1! 是 
nl = n(n ~ a(n ~ 2a)(n — 3a):(n — ka), 
其 中 是 对 于 ”> ka 的 最 大 整数 .那么 72g1 = 18:! 的 商 等 于 
(A) 4°. (B) 4°. (C) 42. (D) 4°. (E) 4 
(第 24 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1973 年 ) 
[ 解 ] 由 7261= 72.64.56.48.40.32.24.16.38 
= 8 .91， 
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且 182!= 18.16.14.12.10.8.6.4.2 
= 2? .91， 
则 7281 二 118! = 8 2 = 和 
故 选 (DD). 
34.5 ”对 任意 实数 a 和正 整数 &, 定 义 
?| = a(a — D(a — 2): 人 


天 kl(k — 1)2.: 


1 1 
则 | 2 |: | 过 
100 100 
(A)—199. (B)—197. (C)-1. (D)197. (FE) 199. 


(第 39 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1988 年 ) 
[ 解 ] 依 题 设 可 有 


1 1 1 1 
(去 )( 二 -1D( 二 -2) I (100 - i 
DC ECT 2 7 7 7% 


1 3 1 1 
( 广 )(- 7 )(— 5 0) (7 — 98)(— — 99) 


厨 十 中 浴 


原 式 = 








= =— 199. 


故 选 (A). 

34.6 ” 数 695 写成 一 个 关于 阶乘 的 多 项 式 :695 = al + az ,211 
43 .3!1+ +a nl, 其 中 a ,as,…,as 是 整数 ,并 和 且 0 过 a 过, 则 
a4 等 于 

(A) 0. (B) 1. (C) 2. (D) 3. (E) 4. 

(第 12 届 美国 高 中 数学 考试 ,1961 年 ) 
[ 解 ] 由 6! > 695 知 可 设 
699 =alta2l+a;:3!+as.4!+as.51!, 

即 695 = al+2as+6a3s+24a4 + 120as, 其 中 0 过 a 过 上 . 

由 上 as = 5 (和 否则 和 凑 不 足 695). 
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a 


又 as 二 $5 时 ， as4 关 4 (注意 到 $. 120+4 .24 > 695)， 
目 4 宇 3( 否 则 a4:41+3.6+2.2+1< 之 95, 厅 as < 之 3 的 话 ). 
故 


34-7 ”对 于 每 个 自然 数 ， 设 on = 2 二 9 , 令 & 表 示 最 小 的 使 
最 右边 的 非 零 整数 是 奇数 的 自然 数 , 则 ak 最 右边 的 非 零 整数 是 
(A)I. (B)3. (C)5. (D)7. (E)9. 
(第 49 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1998 年 ) 


[ 解 ] 显然 ,a， = (n+9)(n+8) (n+ 1)n. 


又 a; 中 因子 2 的 次 数 至 少 有 | 下 + [+ [i]= 8 次 . 
而 a, 中 恰好 有 2 个 5 的 倍数 ,这 时 要 使 a, 最 右边 的 非 0 数 字 是 奇 
数 ,a, 必 有 一 数 在 5 的 7 次 窜 以 上 . 
取 n = 5 一 8, 使 a, 中 5 与 2 的 究 次 和 相等 ,注意 到 
57 — 8 二 5 (mod 16). 
下 面 考察 a, 中 最 右面 的 非 零 数 字 , 令 aj(n 志和 n+9) 为 k 除 
去 2.5 全 部 加 次 后 的 末 位 数字 .注意 到 $ 末 位 数字 是 5. 
5 -8 二 5(mod 16), 又 548,.. 1045’-8, 知 a,=7. 
又 5’-7 寺 6(mod 16), 有 547, 
215' -7 (这 里 表示 2157 ~7, 但 22457 -7)， 


5f5 -8,， 知 a = = 
57 -6=7(mod 16), 有 546,.. 10+5 -6, ., a,,»=9, 


3 -$5=8(mod 16), .. 5||5-5,2|5 -5, 
Qn+3 二 3， 
仿 上 有 ao = 1, a,4s = 1， Qnt6 = 3, ant7 = 1, a,rg = 1, 
Qn+9 二 3. 


7Xx9x9x…x1x3 末 位 数字 为 9, 知 w 右边 第 一 个 非 0 奇 
数 是 9. 
故 选 (五 ). 
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第 三 十 五 章 涂 色 ， 取 物 ， 训 分 


第 1 节 涂 色 问题 


35.1 一 个 正三 角形 全 涂 上 黑色 ,每 次 做 一 个 变换 , 即 把 正 黑 三 
角形 分 成 四 个 全 等 的 小 三 角形 ,中间 的 小 正三 角形 涂 上 白色 (如 图 ). 经 
过 五 次 变换 后 , 仍 是 黑色 的 部 分 还 有 


(A)- (B) 人 (C) 攻 5 (D) 寺 . (E) 世 <。 


1024 
(第 7 届 美 国 初中 数学 考试 ,1991 年 ) 
[ 解 ] 第 一 次 “变换 "后 ,黑色 部 分 占 全 部 的 之 ; 


第 二 次 “变换 "后 ,每 个 小 黑 三 角形 中 又 各 有 二 被 涂 白 , 则 所 剩 黑 
个 二 角形 的 3 .3 13 了 
色 部 分 占 整 个 三 角形 的 之 -这 = ( 卫 ) ; 


| 


< 变换" 个 二 角形 的 (3.)】 -243 
第 五 次 “变换 "后 ,所 剩 黑色 部 分 占 整个 三 角形 的 ( 阅 ) = 攻 3 


故 选 (C). : 
35'2 右 下 图 中 所 含 正方 形 个 数 为 
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a 


(A)14 个 . (B)16 个 . (C)23 个 . (D)30 个 . 
(中 国 湖南 省 长 沙市 初中 数学 竞赛 ,1987 年 ) 

[ 解 ] 图 中 边 长 为 1 的 正方 块 有 14 个 ; 

边 长 为 2 的 正方 块 有 7 个 (第 一 、 二 行 有 2 个 ;第 
二 三 行 各 有 3 个 ;第 三 .四 行 各 有 2 个 ); 

边 长 为 3 的 正方 块 有 2 个 . 

总 计 14+7+2=23 个 . 

故 选 (C). 

+2 tn (nti) (2n+1). 

35.3 一 种 骨牌 是 由 形 如 统 _」 的 一 黑 一 白 两 个 正方 形 组 成 , 则 
下 面 棋盘 不 能 只 用 这 种 骨牌 不 重复 地 完全 和 覆盖 的 是 

(A) 3X4. (B) 3x5. (C) 4x4. 
呵 到 乡下 和 罗 
A 


(E) 6x3., 


RY KY- KS 
NRE 
SN 



















(第 7 届 美 国 初中 数学 考试 ,1991 年 ) 
[ 解 ] 上 骨牌 系 由 一 白 格 ,一 黑 格 组 成 , 则 其 能 完全 覆盖 的 图 形 中 
黑 .日 格子 数 应 一 样 . 
但 (B) 中 黑白 格子 数 不 一 样 . 
当然 ,也 可 从 小 方 格 数 的 奇偶 性 上 考虑 ,(B) 是 惟一 有 奇数 个 小 方 


格 的 图 形 . 
故 选 (B). 
35.4 把 图 中 九 个 方 格 中 的 两 块 涂 黑 ,不同 的 涂 色 法 的 种 类 共有 
(A) 3. (B) 6. (C) 8. (D) 12. (E) 18. 


(如 采 两 种 涂 法 能 够 由 翻转 ,旋转 而 重合 , 则 把 它们 看 成 是 一 种 涂 法 ,如 
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图 中 四 种 涂 法 被 看 成 是 一 种 ) 


PA ZA [7 

HA [| 中 拯 所 | 
| 吕 声 反 
本 丁丁 EAA (|| | 


(第 6 届 美 国 初中 数学 考试 ,1990 年 ) 
[ 解 ] 如 图 所 示 , 计 有 8 种 不 同 涂 法 : 


Se A I 
|] 上 
| 1 | 





故 选 (C). 

35.5 正方 体 的 每 一 条 楼 或 者 涂 成 红色 ,或 者 涂 成 黑色 ,每 个 面 
至 少 有 一 条 涂 成 黑色 的 楼 ,那么 黑色 棱 的 条 数 最 少 为 
(A)2. (B)3. (C)4. (D)5. (E)56. 

(第 41 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1990 年 ) 
[ 解 】 因 正 方 体 有 6 个 面 , 只 须 在 有 公共 棱 的 三 
对 面 中 的 公共 楼 涂 黑色 ( 互 为 异 面 直线 ,如 图 ) 即 可 . 
故 选 (BB). 
35.6 ”1000 个 单位 正方 体 合 在 一 起 成 为 一 个 校长 是 10 个 单位 的 
大 正方 体 ,油漆 后 再 分 开 为 原来 的 正方 体 .这 些 单位 正方 体 中 至 少 有 一 
面 被 油漆 过 的 数目 是 
(A) 600.  (B) 520. (C) 488. (D) 480. (E) 400. 
(第 24 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1973 年 ) 
[ 解 ] 大 正方 体内 有 88.8=512 个 内 部 的 单位 正方 体 是 所 有 未 
油漆 过 的 . 
因此 有 103 -8 = 1000 一 512= 488 个 正方 体 至 少 有 一 面 油漆 过 . 
故 选 (C). 
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35.7 ”把 一 个 3.3.3 的 正方 体 的 每 一 个 面 ( 共 六 个 面 ) 都 等 分 成 大 
小 相同 的 9 个 小 正方 形 ( 共 54 个 小 正方 形 ). 现 用 红 , 黄 , 蓝 三 种 颜色 去 
涂 这 些小 正方 形 ,使 得 有 公共 边 的 小 正方 形 不 能 闻 色 .那么 ,可 以 涂 成 
红色 的 小 正方 形 , 最 多 有 

(A) 28 个 . (B) 27 个. (C) 22 个. (D) 20 个 . 

(“祖冲之 杯 ” 初 中 数学 邀请 赛 ,1989 年 ) 

[ 解 ] 要 考虑 同一 面 上 有 公共 边 的 小 正方 形 不 能 同色 ,还 要 考虑 
邻 面 上 有 公共 边 ( 棱 ) 的 小 正方 形 不 能 同色 . 

因为 每 个 小 正方 块 只 能 有 一 面 涂 成 红色 ,这样 总 共有 3 -1= 26 
个 小 正方 块 可 涂 红 色 ( 除 去 最 中 间 的 小 正方 块 ). 故 可 否 (A),(B). 


3 这 该 售 





第 1,3 层 涂 色 方 法 第 2 层 涂 色 方 法 


第 1,3 层 涂 色 方 法 相同 ,共有 9.2= 18 个 小 正方 块 可 涂 红色 ;第 2 
层 可 有 4 个 小 正方 块 涂 红色 ,这 样 总 计 有 ”18+4=22 个 . 

故 选 (C ). 

35 .8 一 木 制 正方 体 的 边 长 为 n 单位 (这 里 n >2 的 整数 ). 将 此 
正方 体 的 表面 全 部 涂 上 黑色 的 漆 , 再 用 平行 于 此 正方 体 各 个 面 的 平面 
将 正方 体 切 割 成 x 个 边 长 为 1 单位 的 小 正方 体 .车 恰 有 一 面 涂 有 黑 漆 
的 小 正方 体 的 个 数 正好 等 于 六 面 全 无 涂 漆 的 小 正方 体 的 个 数 ,n 是 

(A)5. (B)6. (0C)7. (D) 8 (E) 以 上 结论 都 不 对 . 

(第 36 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1985 年 ) 
[ 解 ] 出 题 设 知 恰 有 一 面 涂 漆 的 小 正方 块 有 6: (7 一 2)? 个 ,六 个 
面 均 未 涂 漆 的 小 正方 块 有 (mn -2)3 个 . 依 题 意 有 
(n—2)=6(n 一 2)， 
有 nn-2=6 (n>2). 
所 以 n=8. 
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故 选 (DD). 
35.9 ”把 边 长 为 acm(a 是 大 于 2 的 自然 数 ) 2 
的 正方 体 表 面 涂 上 红色 ,然后 切割 成 体积 是 lem EE 村 揣 j 
的 小 正方 体 .其 中 一 面 ,两 面 ,三 面 涂 色 的 小 正方 体 | 线 扣 3 后 基 久 
块 数 依次 为 
(A) 6(a—2), 12(a 一 2) ,8. 
(B) 6(a 一 2) ,12(a 一 2) ,6. 
(C) 6(c 一 2)，12(a —2),8. 
(D) 非 上 述 答案 . 





到 到 到 由 
Yh 





(“天 府 杯 ” 初 中 数学 洲 请 赛 ,1988 年 ) 

[ 解 ] 一 面 涂 色 的 小 正方 体 的 棱 不 能 与 原 
正方 体 的 楼 重合 , 故 每 面 有 (a -2) 个 ,共有 6(a 
一 2 六 个 ; 

两 面 涂 色 的 小 正方 体 靠 在 诛 正 方 体 的 棱 处 ， 
但 须 将 顶点 处 小 正方 体 除去 ( 它 有 三 面 涂 色 ), 这 
样 每 条 校 处 有 a -2 个 ,总 计 有 12(a 一 2) 个 ; 

三 面 涂 色 的 小 正方 体 在 原 正方 体 顶点 处 , 计 
有 8 个 . 

综 上 , 故 选 (A). 

35.10 一 个 11x11x11 的 正方 体 是 123 个 单位 正方 体贴 合 而 成 
的 , 问 从 一 点 看 上 去 最 多 能 看 见 单位 正方 体 的 个 数 是 

(A) 328. (B) 329. (C) 330. (DD) 331. (E) 332. 

(第 41 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1990 年 ) 

[ 解 ] 从 一 点 看 正方 体 最 多 能 看 3 个 面 (如 图 ,图 中 为 4x4x4 的 
正方 体 ). 

正 前 面 有 11:11 个 单位 正方 块 可 见 ; 

侧面 因 与 正 前 面 公 共 术 处 的 单位 正方 块 已 算 
过 , 则 还 剩 下 11:10 个 单位 正方 块 可 见 ; 三 

正方 体 项 (上 ) 面 ,除去 已 经 算 过 的 外 还 有 10* 信子 
10 个 单位 正方 块 可 见 . 

总 计 有 11:11+11.10+10.10=331( 个 ). 

故 选 (D). 











5 
取 
剖 
分 





HE 一 上 





a 


35:11 一 位 画家 有 14 个 棱 长 1 米 的 正方 体 ,她 
在 地 面 上 把 它 摆 成 如 右 图 的 形式 .然后 ,她 将 露出 的 
表面 都 涂 上 颜色 .平方 米 被 她 涂 上 颜色 的 个 数 有 
(A) 21. (B) 24. (C) 33. 
(D) 37. (E) 42. 
(第 5 届 美 国 初中 数学 考试 ,1989 年 ) 
[ 解 ] 显然 所 摆 形 状 上 表面 被 涂 色 的 部 分 恰好 为 3.3 个 正方 块 的 
上 表面 ,其 面积 为 3.3= 9; 
侧面 被 涂 色 面积 分 别 为 4， 4.2，4:3, 计 4(1+2+3)=24; 
总 共有 24+9=33 平 方 米 被 涂 上 颜色 . 
故 选 (C). 
35，12 20 块 正方 体积 木 如 图 所 示 被 堆放 起 来 .首先 ,第 一 层 由 10 
块 排 成 一 个 三 角形 样式 ;然后 第 二 层 是 排 成 一 个 三 角形 样式 的 6 块 放 
在 第 一 层 的 中 央 ; 第 三 层 是 排 成 一 个 三 角形 样式 的 3 块 放 在 第 二 层 的 
中 央 ; 最 后 1 块 积木 放 在 第 三 层 的 中 央 . 底层 的 10 块 积木 按 某 种 顺序 
标 上 从 1 到 10 的 数 , 标 在 第 二 ,三 ,四 层 的 每 块 积木 上 的 数 等 于 它 所 依 
托 的 下 一 层 的 3 块 积木 的 数 之 和 . 


标 在 最 项 上 的 那 块 积木 的 数 的 最 小 可 能 值 是 
(A) 55. (B) 83. (C) 114. (D) 137. (E) 144. 
(第 44 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1993 年 ) 
[ 解 ] 注意 到 第 一 层 的 中 心 格子 被 计算 的 次 数 最 多 ,应 标记 为 1， 
那些 在 角 上 的 格子 被 利用 的 最 少 ,应 标记 为 8,9,10. 例 如 ,为 了 得 到 正 
确 答案 , 按 下 图 示 来 标记 底层 的 格子 . 
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7 1 4 
9 6 5 10 
更 一 般 地 , 记 底 层 的 格子 标记 为 


则 第 二 层 格子 标 数 为 
(el+ ez 十 了 
(cteite3) (c+ez+e4) 
(e3testwv2) (ctestee) (eate6t ws) 
第 三 层 格 子 标 数 为 
(2c+2el+2es+e3t+ eat wv!) 

(2c+ej+2e3+2ej+eg+z) (2c+e;y+2e1t+est+2ect v3) 

所 以 1=6c+3(ej+ey+ey3+e4t+es+e6)+ (vi+ wv; + v3) 是 最 上 
面 格 子 的 标 数 . 

因此 c=1， {el,e2,*…*,e6) 二 12,3,…,71, 晶 iv ,vy,v3| = 18,9, 
10} 时 ,t 取 到 最 小 值 .所 以 1 的 最 小 值 为 

6.1+3'(2+3+…+7)+(8+9+10)=114. 

故 选 (C). 

35'13 一 个 小 孩 有 一 套 96 块 不 同 的 积木 ,每 块 积 木 的 质地 或 是 
塑料 的 或 是 木头 的 ,型 号 又 有 大 ,中 ,小 三 种 ,颜色 染 为 蓝 , 绿 , 红 , 黄 四 
种 中 之 一 色 ,形状 为 圆 ,六 边 形 ,正方形 ,三 角形 之 一 种 .那么 这 套 积 
中 与 “塑料 的 ,中 号 的 ,红色 的 , 圆 形 积木 "有 两 处 不 同 的 积木 种 数 为 

(A) 29. (B) 39. (C) 48. (D) 56. (E) 62. 

/ (第 40 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1989 年 ) 

[ 解 ] 与 题 设 四 类 有 两 处 不 同 的 积木 数 可 见 下 表 ( 注 意 质 地 有 2 
种 ,型 号 有 3 种 ,颜色 有 4 种 ,形状 有 4 种 ) 


世界 数学 奥林匹克 解 题 大 辞典 999 








a 第 你 





Ea 
qe] a aa | on | aa | aa | or 
| 


里 分 别 用 第 一 个 字 代 替 诸 类 别 ) 
因此 地 和 有 3.3+2.3+2.3+2+3+3=29. 
故 选 (A). 





第 2 节 取 物 问题 


3514 菜 校 学 生 100 人 参加 数学 竞赛 ,其 中 至 少 有 女生 9 人 ,又 
知 参赛 者 中 任何 10 人 中 至 少 有 男生 1 人 , 则 参赛 男生 人 数 为 

(A) 89. (B) 91. (C) 82. (D) 63. 

(第 1 届 “ 五 羊 杯 ” 初 中 数学 竞赛 ,1989 年 ) 

[ 解 ] 春 女 生 有 10 人 , 则 她 们 中 就 无 男生 ， 这 5 是 论 村 丑 ， 

因而 ,女生 刚好 为 9 人, 即 男生 91 人 . 

故 选 (B). 

35 .15 ”四 位 同学 到 商店 买 毛笔 或 铅笔 ,每 人 只 买 了 1 枝 笔 ,而 且 

至 少 有 1 人 买 了 铅笔 . 则 可 能 的 买 法 有 
(A) 4 种 . (B)5 种 . (C) 15 种 . (D) 16 种 . 
(第 2 届 "“ 五 羊 杯 " 初 中 数学 竞赛 ,1990 年 ) 

[ 解 】 每 个 人 都 有 买 毛笔 或 铅笔 两 种 可 能 选择 ,四 个 人 便 有 2， 
222=16 种 选择 ,但 其 中 有 一 种 是 大 家 都 买 了 毛笔 不 合 题 意 , 则 应 减 去 . 

则 总 共有 16 一 1= 15 种 买 法 . 

故 选 (C). 

35 16 一 俱乐部 有 x 个 会 员 , 按 下 列 两 个 规则 组 成 四 个 委员 会 

(1) 每 一 会 员 属 于 两 个 日 仅 属 于 两 个 委员 会 

(2) 每 两 个 委员 会 共有 -一个 且 仅 共有 个 委员 . 
则 > 

(A) 不 能 确定 . (B) 有 一 值 日 介 于 8 与 16 之 间 . 
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(C) 有 二 值 且 介 于 8 与 16 之 间 . (D) 有 一 值 且 介 于 4 与 8 之 间 . 
(EE) 有 二 值 且 介 于 4 与 8 之 间 . 
(第 10 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1959 年 ) 
[ 解 ] 四 个 委员 会 任 选 两 个 的 方式 数 为 C4 = 6, 每 两 委员 会 任命 
一 委员 , 则 共 6 人 . 
此 6 人 恰好 每 人 属于 且 仅 属于 两 个 委员 会 . 
故 选 ( 品 ). 
35.17 在 木 箱 里 装 有 红色 球 3 个 ,黄色 球 5 个 , 蓝 色 球 7 个 , 若 蒙 
眼 去 取 球 ,为 保证 取出 的 球 中 有 两 个 球 的 颜色 相同 ,最 少 要 取出 球 的 个 
数 为 
(A) 2. (B) 4. (C) 6. (D) 8. 
(中 国 广州 武汉、 福州 等 五 市 初中 数学 联赛 ,1991 年 ) 
[ 解 ] 考虑 极端 的 情形 :取出 3 个 球 不 一 定 能 保证 有 两 个 同色 球 ， 
因为 3 个 球 颜色 可 以 相 异 . 
这 时 知青 取 一 个 球 , 则 能 保证 取 到 两 个 同色 球 . 
故 选 (B). 
35.18 暗室 里 红 , 绿 , 蓝 , 黄 , 白 五 种 颜色 袜子 各 若干 ,为 确保 从 室 
内 取出 10 双 袜 子 (两 只 袜子 颜色 相同 即 一 双 ) ,应 从 室内 取出 袜子 的 最 
少 只 数 是 
(A) 23. (B) 24. (C) 25. (D) 26. 
(中 国 湖 北 省 黄冈 地 区 初中 数学 竞赛 ,1990 年 ) 
[ 解 ] 者 取出 23 只 袜子 时 , 单 只 的 最 多 有 5 只 (五 种 颜色 ) ,而 其 
余 18 只 可 配 成 9 双 袜 子 . 
5 只 单 只 的 袜子 ,再 取 1 只 便 可 又 配 成 1 双 . 
这 样 ,取出 24 只 袜子 时 , 便 可 保证 配 成 10 双 袜 子 . 
故 选 (B). 
注 ” 此 结论 可 推广 为 : 
m 种 不 同 花 色 的 福子 ,要 保证 配 成 双 , 则 至 少 取 2n+pm 一 1 只 . 
35*19 在 黑 屋 子 里 的 一 个 抽 居 里 放 了 100 只 红 袜 子 , 80 只 绿 袜 
子 ,60 只 蓝 怀 子 和 40 只 黑 袜子 .一 个 年 轻 人 每 次 从 抽 屠 里 挑 出 一 只 袜 
子 , 但 是 他 看 不 见 他 拿 到 的 袜子 的 颜色 ,保证 其 中 至 少 有 10 双 袜 子 , 那 
么 他 最 少 必 须 挑 出 袜子 的 只 数 是 
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(颜色 相同 的 两 只 袜子 是 一 双 . 同一 只 袜子 在 配对 时 不 能 重复 计算 ) 
(A) 21. (B) 23. (C) 24. (D) 30. (E) 50. 
(第 37 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1986 年 ) 
[ 解 ] 每 挑 5 只 袜子 可 保证 至 少 配 成 一 双 袜 子 , 拿 出 这 双 袜 子 后 
还 剩 3 只. 
再 从 中 拿 出 2 只 与 所 剩 3 只 又 可 配 出 一 双 袜 子 . 
如 此 下 去 ,不 难 知 道 , 当 袜子 拿 出 
(3+2)+2+2+…+2=3+10.2=23 


~ 
9 个 





上 只 时 ,可 保证 配 出 10 双 袜 子 . 

故 选 (B). 

35*20 和 袋 中 有 100 个 球 ,其 中 红 球 28 个 , 绿 球 20 个 , 黄 球 12 个 ， 
蓝 球 20 个 , 白 球 10 个 , 黑 球 10 个 ,从 袋 中 任意 摸 出 球 来 ,要 使 一 次 摸 
出 的 球 中 至 少 有 15 个 同色 球 , 则 需 从 袋 中 至 少 摸 出 的 球 数 是 

(A) !00 个 . (B) 75 个 . (C) 68 个 . (D) 77 个 . 

(中 国 江苏 省 苏州 市 初中 数学 竞赛 ,1985 年 ) 

[ 解 ] 考虑 极端 的 情形 , 即 一 次 摸 出 的 球 中 有 : 

并 球 10 个 ,日 球 10 个 , 黄 球 12 个 , 红 , 绿 , 蓝 球 各 14 个 (此 时 黑 ， 
日 , 黄 三 球 已 摸 尽 ), 计 74 个 球 . 

这 时 知 再 摸 出 一 个 球 , 则 可 得 到 至 少 有 15 个 同色 球 . 

故 选 (B). 

35*21 一 个 盒子 中 装 有 许多 木片 ,分 别 是 红 的 , 白 的 和 蓝 的 . 蓝 
木片 的 数目 至 少 是 白木 片 数 目的 一 半 , 至 多 是 红木 片 的 三 分 之 一 . 白 的 
与 蓝 的 数目 和 至 少 是 55. 红 木片 的 最 小 值 是 

(A) 24. (B) 33. (C) 45. (D) 54. (E) 57. 

(第 22' 届 美国 高 中 数学 考试 ,1971 年 ) 

[ 解 ] 令 忆 ,5 和 > 分 别 表 示 白 , 蓝 和 红色 木片 数 .那么 w 2b, 
且 35 所 7. 又 知 w+b 守 55, 因 此 26+4+65=35b 守 55. 

6 是 整数 , 则 5 宇 19， 

所 以 r 宇 30 之 57. 红 木片 的 最 小 值 是 57. 

故 选 (五 ). 

35 .22 某 超 级 市 场 有 128 箱 苹果 .每 箱 120 个 到 144 个 不 等 . 装 
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苹果 个 数 相 同 的 箱子 称 为 一 组 , 问 其 中 最 大 一 -组 箱子 的 个 数 n 最 小 是 
(A) 4. (B) 5. (C) 6. (D) 24. (E) 25. 
(第 27 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1976 年 ) 
[ 解 ] 1 箱 中 能 够 装 的 苹果 数 有 120,121,…,144 等 25 种 不 同 的 
方式 .如 果 每 种 各 装 5 箱 , 那 么 至 多 23.$= 125 箱 . 
因为 现在 有 128 箱 ,所 以 7 之 6. 
因为 存在 下 述 装 箱 可 能 : 装 有 上 有 & 个 苹果 (上 = 120,121,122) 的 箱子 
各 有 6 箱 , 而 装 ! 个 苹果 (123 委 ! 委 144) 的 箱子 各 有 5 箱 . 这样 n 志 6. 
因而 n= 二 6. 
故 选 (C ). 
注 若 箱子 总 数 为 126 时 , 系 第 2 届 天 津 市 “中 华 少 年 杯 " 数 学 邀请 赛 (1987 
年 ) 试 题 . 
而 126 系 保证 命题 结论 成 立 的 最 少 箱 数 . 
35.23 ”把 一 张 纸 前 成 5 块 ,从 所 得 纸 片 中 取出 若干 块 ,每 块 前 成 
5 块 ; 再 从 以 上 所 有 纸 片 中 取出 若干 块 ,每 块 前 成 $ 块 ; 如 此 继续 ,至 前 
完 某 一 次 后 停止 . 共 得 纸 片 总 块 数 可 能 是 
(A) 1990. (B) 1991. (C) 1992. (D) 1993. 
(第 9 届 “ 绍 云 杯 ”初中 数学 小 请 赛 ,1992 年 ) 
[ 解 ] 因 每 张 纸 片 取 出 后 总 是 一 分 为 五 , 即 增加 4 块 ,这 样 取 上 张 
纸 片 剪 后 的 纸 片 总 数 增加 4&. 又 最 初 纸 片 为 1+4, 这 时 纸 片 总 数 为 
1+4+4k=1+4{k+ 1), 
即 纸 片 前 后 总 数 总 保持 4n +1 的 形式 . 
1993 二 4=498……1 或 1993=4.498+1. 
故 选 (DD). 
35.24 盒 中 原 有 7 个 小 球 ,一 位 魔术 师 从 中 任 取 几 个 小 球 ,把 每 
一 个 小 球 都 变 成 7 个 小 球 ,将 其 放 回 盒 中 ,他 又 从 盒 中 任 取 一 些小 球 ， 
把 每 一 个 小 球 又 都 变 成 7 个 小 球 后 放 回 盒 中 . 如 此 进行 ,到 某 一 时 刻 ， 
魔术 师 停 止 取 球 变 魔术 时 , 盒 中 球 的 总 数 可 能 是 下 面 的 
(A) 1990 个 . (B) 1991 人 个， (C) 1992 个 (D) 1993 个 . 
( 祖冲之 杯 " 初 中 数学 邀请 赛 ,1991 年 ) 
[ 解 】 由 题 设 魔术 师 每 次 总 是 把 一 个 小 球 变 成 7 个 小 球 , 这 就 是 
说 不 管 每 次 取 多 少 个 小 球 变 , 变 后 小 球 总 数 增加 总 是 6 的 倍数 . 
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信访 售 


这 样 不 论 变 换 多 少 次 ,小 球 总 数 被 6 除 后 的 余数 不 变 . 
又 7 二 6=1……1, 即 开始 时 小 球 数 被 6 除 后 余 1. 
而 19906=331……4， 1991 二 6=331……5， 


1992 二 6= 332， 1993 二 6= 332……1, 
则 某 个 时 刻 球 的 总 数 只 能 是 1993. 
故 选 (DD). 


35.25 ”六 个 袋 内 分 别 装 有 18,19,21,23,25 与 34 个 玻璃 球 ,其 中 
一 个 和 袋 内 装 的 球 都 有 裂口 ,而 其 余 五 个 袋 内 都 没有 这 种 带 裂 口 的 球 . 今 
珍妮 拿 了 其 中 三 个 袋 ,乔治 拿 了 另外 两 个 袋 ,只 剩 下 那个 装 有 带 裂 口 的 
球 的 袋 . 知 珍 妮 得 到 的 球 数 正好 是 乔治 得 到 的 两 倍 , 带 裂 只 的 球 的 个 数 
是 
(A) 18. (B) 19. (C) 21. (D) 23. (E) 25. 
(第 36 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1985 年 ) 
[ 解 ] 由 设 珍妮 的 球 数 为 乔治 球 数 的 2 倍 , 则 他 们 两 人 球 总 数 应 
是 3 的 倍数 . 
又 (18+19+21+23+25+34) 二 3=46……， 2， 
因而 裂口 球 数 应 为 除 3 余 2 者 , 题 设 诸 数 中 仅 23 有 此 性 质 . 
故 选 (D). 
35.26 ”最初 钠 子 里 有 黑 , 白 弹子 各 100 个 ,重复 下 面 的 操作 :每 次 
从 罐子 里 取出 三 个 弹子 ,并 从 另外 一 堆 弹 子 中 拿 相 应 数目 的 弹子 放 回 
继 中 ,具体 数目 和 颜色 是 : 


取出 的 弹子 


3 个 黑 的 . 
2 个 黑 的 ,1 个 白 的 . 
1 个 黑 的 ,2 个 白 的 . 






放 回 的 弹子 
1 个 黑 的 . 
1 个 黑 的 ,1 个 白 的 . 
2 个 白 的 . 















3 个 白 的 . 1 个 黑 的 ,1 个 白 的 . 
经 过 一 定 次 数 后 ,最终 钠 子 里 所 剩 的 弹子 可 能 的 情况 是 
(A) 2 个 黑色 弹子 . (B) 2 个 白色 弹子 . 
(C) 1 个 黑色 弹子 . (D) 1 个 黑色 和 1 个 白色 弹子 . 


(E) 1 个 白色 弹子 . 
(第 42 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1991 年 ) 
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[ 解 ] 从 取 , 放 弹子 手续 可 以 看 出 : 

无 论 哪 种 情况 ,白色 弹子 在 实施 一 次 取 放 手续 后 ,数目 要 人 么 不 变 ， 
要 人 么 减少 2 个 . 换 句 话说 : 

每 一 次 取 , 放 后 ,白色 弹子 数目 的 减少 均 为 偶数 (0 视 为 偶数 ). 

而 开始 有 日 色 弹 子 100 个 , 它 是 偶数 , 故 无 论 取 , 放 多 少 次 后 ,其 个 
数 仍 为 偶数 . 且 白 球 只 有 多 于 3 个 时 才 减 少 ,因而 最 后 至 少 剩 下 2 个 . 

故 选 (B). 

35.27 将 10 元 纸币 兑换 成 一 角 硬 币 和 二 角 五 分 硬币 , 则 兑换 有 
两 种 硬币 的 不 同方 法 总 数 ”为 

(A) 40.  (B) 38. (C) 21. (D) 20. (EE) 19. 

(第 19 届 美国 高 中 数学 考试 ,1968 年 ) 


[ 解 ] 设 10 元 币 兑换 成 一 角 币 ,二 角 五 分 币 的 个 数 分 别 为 和 | 妆 < 
gq, 则 10p + 25g = 1000. + 
即 2p=5(40— 0). 
上 式 式 左 为 正 偶数 , 故 式 右 40 -9 必 有 为 偶数 . 则 a<40 的 偶数 适 | 
合 ,这 种 偶数 共 19 个 . 
故 选 ( 下 ) 





35 .28 一 个 大 袋 里 装 有 面值 为 1 分 ,1 角 和 2 角 5 分 的 三 种 硬 
币 . 其 中 1 角 硬 币 的 个 数 是 1 分 硬币 的 个 数 的 二 倍 , 而 面值 2 角 $ 分 的 
便 币 的 个 数 是 1 角 硬 币 的 个 数 的 三 倍 .在 这 个 袋 里 , 钱 (以 分 为 单位 ) 的 
总 数 的 可 能 值 是 

(A) 306. (B) 333. (C) 342. (D) 348. (E) 360. 

(第 36 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1985 年 ) 

[ 解 】 设 1 分 硬币 个 数 为 x, 依 题 1 角 和 2 角 5 分 的 硬币 分 别 有 
27 和 6x 个 .这 样 钱 币 价 值 为 

s=x+10'27x +25: Gx=1717, 

当 x=2 时 ， =342. 

故 选 (C) . 

35 “29 利用 三 种 不 同 重量 :1 克 ,3 克 ,9 克 的 夸 码 ,可 以 称 出 不 同 
物品 的 重量 ,假设 要 称 的 物品 与 已 知 的 重量 可 以 置 于 天 平 的 两 盘 之 -- 
上 , 问 称 出 不 同 重量 的 物品 的 种 数 为 

(A) 15. (B) 13. (C) 11. (D) 9. (E) 7. 

(第 10 届 美国 高 中 数学 考试 ,1959 年 ) 
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[ 解 ] 用 枚 举 法 . 

先 考虑 夸 码 只 放 在 天 平一 端的 盘 内 时 : 

用 一 枚 硅 码 可 称 出 1,3,9 克 重 的 物品 ; 

用 两 枚 夸 码 可 称 出 4,10,12 克 重 的 物品 ; 

用 三 枚 夸 码 可 称 出 13 克 重 的 物品 . 

再 考虑 夸 码 允许 放 在 天 平 两 端的 盘 内 时 : 

用 两 枚 夸 码 能 称 出 3-1,9-1,9-3 克 重 的 物品 ; 

用 三 枚 夸 码 能 称 出 9 一 (1+3),(9+1) 一 3,(9+3) 一 1 克 重 的 物 


综 上 , 共 可 称 出 13 种 不 同 重量 的 物品 . 
故 选 (B). 
35.30 将 1 张 唱片 标 上 1, 2 张 唱片 标 上 2,3 张 唱片 标 上 3， 
ee ,50 张 唱片 标 上 50, 然 后 将 这 1+2+3 十 … 十 50=1275 张 唱片 放 
进 一 个 盒子 里 .名 每 次 取 一 张 上 且 不 放 回 ,为 保证 拿 出 的 唱片 有 10 张 标 
有 相同 的 数码 , 则 至 少 应 拿 出 的 唱片 数 为 

(A)10. (B)51. (C)415. (D)451. (E)S01. 

(第 45 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1994 年 ) 

[ 解 】 考虑 极端 (最 坏 的 情形 ): 

取出 1 张 标 有 1 号 的 唱片 ,2 张 标 有 2 号 的 唱片 ,…,8 张 标 有 8 号 
的 唱片 ,对 标 9 一 50 的 各 号 唱片 各 取出 9 张 ,总 计 : 

1+2+3+.…+8+9x(50—8)=414, 

若 再 取 1 张 唱片 , 则 可 保证 至 少 有 一 种 标号 的 唱片 不 少 于 10 
张 . 

故 选 (C). 

35*31 一 个 盒子 装 有 红 、 白 、 蓝 、 绿 四 种 颜色 玻璃 球 ,每 轮 拿 出 四 
次 玻璃 球 且 不 放 回 ,并 且 下 列 情况 均等 发 生 :; (a ) 拿 出 的 是 四 个 红 球 ; 
(b) 拿 出 的 是 一 个 白 球 、 三 个 红 球 ;(c) 拿 出 一 个 白 球 、 一 个 蓝 球 和 两 个 
红 球 ;(d) 每 种 颜色 球 各 一 个 . 则 满足 要 求 的 球 的 总 数 至 少 为 
(A)19. (B)21. (C)46. (D)69. (上 E) 大 于 69. 

《第 47 属 美国 高 中 数学 考试 ,1996 年 ) 
[ 解 ] 设 红 、 白 、 蓝 、 绿 球 分 别 有 xz、y、z、t 个 , 依 题 设 有 
C= CC = CCC! = CICICIC!. 
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即 r(x-1)(r-2 xr-3)_ rr-1)(r-2)y 
24 - 6 


= TE = xy. 
- - -1 
故 y= , == 工 了 =” (#* ) 


x 三 3(mod 4) 三 2(mod 3)=i(mod 2 ) 
则 x 去 -1(mod 4) 三 ~1(mod 3)= -1(mod 2) 
7 三 -1(mod 12)， 知 x 之 11. : 
注意 到 (x ) 式 ,从 而 y 宇 2，z 宇 3，t 宇 5. 
因而 TX+ y+z+t 之 21. 
故 选 (B). 


第 3 剖 分 问题 


35.32 一 个 圆 盘 被 2” 条 相等 间隔 的 半径 (n >0) 和 一 条 割 线 所 
分 割 .这 个 圆 盘 能 够 被 分 成 的 不 交合 区 域 的 最 大 数目 是 
(A)2n+1. (B)2n+2. (C)3n-1. (D)3n. (E)3n+1. 
(第 22 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1971 年 ) 
[ 解 ] 对 于 2n 个 相等 的 而 形 al ,az，…， 


ai 一 条 割 线 PQ 只 能 够 横 割 (2 + 1) 个 扇形 ， 7 
并 把 它们 每 个 分 割 成 两 部 分 . /NN 
那么 不 同 区 域 的 总 数 是 > 
2n+ (n+1)=3n+t+1. ™ 

故 选 (E). 

35.33 六 条 直线 在 同一 平面 内 ,任何 两 直线 不 平行 ,任何 三 直线 
不 共 点 , 则 这 六 条 直线 把 平面 分 成 的 区 域 数 为 

(A)16. (B)20. (C22. (DD)24. (E) 26. 

(第 14 届 美国 高 中 数学 考试 ,1963 年 ) 

[ 解 】 一 条 直线 可 把 平面 分 成 2 个 区 域 即 1+1; 

添加 一 条 直线 (符合 题 设 时 ) 使 平面 被 分 割 的 区 域 数 为 添 线 前 的 区 
域 数 与 添加 序数 的 和 , 即 ”条 直线 可 将 平面 最 多 分 割 成 的 区 域 数 为 
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L1213t. n= + 


?2 二 6 时 ,上 式 值 为 22. 

故 选 (C). 

35.34 直线 工 | ,L;,,…, 上 Lio 是 相 异 的 ,和 且 所 有 的 直线 上 Ly, 互相 平 
行 (n 是 正 整数 ); 所 有 的 直线 L4, _3 过 一 已 知 点 Atn 是 正 整 数 ). 整 个 
集合 1Li, 上 L;,…, 上 0 中 直线 交点 数目 的 最 大 值 是 

(A) 4350. (B) 4351. (C) 4900. (D) 4901. (E) 9851. 

(第 27 届 美国 高 中 数学 考试 ,1976 年 ) 

[ 解 ] 100 条 直线 相交 至 多 有 Ci = 下 吕 =4950 交 点 . 

但 是 直线 4 ,Lg,… ,Lio 是 平行 的 ,因此 失去 C% = 300 个 交点 . 

又 直线 1, 上 Ls,… ,Lo 只 相交 于 A 点 ,所 以 又 失去 C35s 一 1= 299 
个 交点 . 

… 交 点 数 日 的 最 大 值 是 4950 ~ 300 一 299= 4351. 

故 选 (B). 

35*35 平面 上 6 条 直线 两 两 相交 ,但 仅 有 三 条 通过 同一 点 , 则 截 
得 不 重 从 线段 条 数 为 

(A) 24. (B) 33. (C) 36. (D) 21. 

(第 1 届 “ 五 羊 杯 ” 初 中 数学 竞赛 ,1989 年 ) 

[ 解 ] 平面 上 直线 车 无 三 线 共 点 者 , 则 每 
条 直线 与 其 他 直线 有 5 个 交点 , 截 得 不 重要 线 
段 4 条 . 

但 题 设 直 线 中 有 三 条 交 于 一 点 ,这 样 所 截 
线段 少 3 条 , 则 这 些 直线 截 得 不 重奏 线段 

6.4-3=21( 条 ). 

故 选 (万 ). 

35.36 在 三 角形 内 (不 在 边 上 ) 有 3 个 点 ,连同 原 三 角形 的 3 个 顶 
点 ,共有 6 个 点 ,以 这 六 个 点 为 顶点 作出 所 有 不 重 芍 的 三 角形 ,如 果 这 
6 个 点 中 没有 三 点 共 线 ,所 有 三 角形 的 个 数 为 ao; 如 果 6 个 点 中 有 三 点 
共 线 (但 无 四 点 共 线 ), 所 作 三 角形 的 个 数 为 n1; 如 果 这 6 个 点 中 有 四 
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点 共 线 ,所作 三 角形 的 个 数 为 zz ,那么 
(A) no= n1= 2. (B}no> n> ny. 
(C) no> nl 宇 n2. (D) no > ny. 
(中 国 初中 数学 联赛 ,1989 年 ) 
[ 解 ] 无 论 是 这 三 种 情况 的 哪 一 种 ,以 这 6 个 点 为 项 点 作出 所 有 
不 重合 的 三 角形 的 个 数 都 是 7 个 , 即 no0= n= n=7( 见 下 图 ). 


A 和 A 入 


no=7 ni=7 n2=7 
故 选 (4 ). 
35.37 以 三 角形 的 3 个 顶点 和 它 内 部 的 7 个 点 ( 共 10 个 点 ) 为 顶 
点 ,能 把 原 三 角形 分 割 成 小 三 角形 的 个 数 是 
(A) 11. (B) 15. (C) 19. (D) 不 能 确定 . 
(中 国 上 海 市 初中 数学 竞赛 ,1985 年 ; 
中 国 江苏 省 初中 数学 竞赛 ,1988 年 ) 
[ 解 1] 设 能 把 原 三 角形 分 割 成 x 个 小 三 角形 . 考 


虑 其 全 部 内 角 和 : 
一 方面 ,m 个 三 角形 内 角 和 为 加 180?; 
态 一 方面 ,三 角形 内 的 点 连 线 后 为 一 周 角 , 则 7 


个 点 处 的 半角 为 360”7, 加 上 原来 三 角形 内 角 和 180" ,共计 
360".7+ 180°. 
这 样 772180"=360 .7+180"， 解 得 pm = 15. 
故 选 ( 刀 ). 
[ 解 2] 先 考察 一 般 的 情形 :三 角形 内 有 2 个 





若 其 内 2- 1 个 点 能 把 原 三 角形 分 割 的 个 数 记 
为 a, -1, 我 们 考察 新 增 第 ”个 点 请 的 情形 . 

(了 志春 p, 在 某 个 小 三 角形 内 (如 图 中 ), p, 与 该 图 QD 
小 三 角形 三 顶点 连 线 , 将 其 一 分 为 三 , 即 增加 2 个 小 
三 角形 ; 

(2) 在 p, 在 两 个 小 三 角形 的 公共 边 上 (如 图 回 ) ,该 点 与 两 小 三 角 
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形 顶 点 连 线 ,可 将 其 二 分 为 四 , 亦 增 加 2 个 小 三 角形 . 





先 这 样 有 av=ca -1+2， 且 ao=1. 
大 at+2=a 7 十 4 三 … 
=aog+2n=2n+1. 
当 %=7 时 ， ay=15. 
故 选 (B). 图 @ 
35 "38 ”在 一 个 圆 中 画 6 条 弦 , 把 圆 面 分 成 个 平面 部 分 , 则 2” 的 最 大 值 
是 
(A) 18. (B) 22. (C) 24. (D) 32. 


(中 国 部 分 省 、 市 初中 数学 通讯 赛 ,1990 年 ) 
[ 解 ] 从 下 面 分 法 中 我 们 能 够 发 现 ; 


1+1 1+1+2 1]+1+2+3 1+1+2+3+4 

(n=1) (7 =2) (n=3) (n=4) 

第 上 步 时 增加 一 条 弦 , 相 当 把 圆 又 多 分 了 上 部 分 ,这 样 上 条 弦 最 
多 可 把 圆 分 成 


AT 2++3 二 和 二 一 全 人 + 1( 部 分 ) 


k=6 时 ， 得 n=22. 

故 选 (B). 

35 39 一 条 直线 分 一 张 平面 为 两 部 分 ,二 条 直线 最 多 分 一 张 平 
面 为 四 部 分 . 设 五 条 直线 最 多 分 一 张 平面 为 ” 个 部 分 , 则 ”等 于 

(A) 32. (B) 31. (C) 24. (D) 18. (E) 16. 

《中国 北京 市 初中 数学 竞赛 ,1984 年 ) 

[ 解 ] 只 有 在 任 二 直线 不 平行 ,任何 三 线 不 共 点 时 才 有 可 能 分 平 
面部 分 最 多 . 

容易 验证 ,三 条 直线 最 多 分 一 张 平面 为 七 部 分 ,第 四 条 直线 与 前 三 
条 相交 被 分 为 “四 段 ”, 因 此 四 条 直线 分 平面 部 分 比 三 条 直线 多 四 部 分 ， 


1010 世界 数学 奥林匹克 解 题 大 辞典 








为 7+4=11 部 分 . 








同 理 可 得 :五 条 直线 最 多 分 一 张 平面 为 11 +5= 16 部 分 . 

故 选 (五 ). 

35 .40 一 张 平面 把 空间 分 为 两 部 分 ,两 张 平 面 最 多 把 空间 分 为 
四 部 分 . 设 四 张 平 面 最 多 把 空间 分 为 n 部 分 , 则 = 等 于 

(A) 14. (B) 15. (C) 16. (D) 13. (E) 10. 

(中 国 北京 市 高 中 数学 竞赛 ,1984 年 ) 

[ 解 ] 只 有 任 二 平面 不 平行 , 任 三 平面 不 相交 于 同一 条 直线 时 , 才 
能 使 所 考虑 的 平面 分 空间 部 分 数 最 多 .设想 一 个 四 面体 的 各 面 成 无 限 
平面 , 则 这 四 个 平面 可 作为 一 个 “模型 ”. 不 难 计 算出 四 张 平 面 最 多 把 空 
间 分 为 15 个 部 分 ， 

故 选 (B). 

注 ”一般 地 可 以 推导 出 : 

上 张 平面 最 多 可 把 空间 分 成 人 和 部 分 ， 

35.41 > 正 半 轴 上 有 10 个 点 ,y 正 半 轴 上 有 5  ， 

个 点 . 工 正 半 轴 上 的 10 个 点 和 y 正 半 轴 上 的 5 个 
点 连 成 50 条 线段 ,这 50 条 线段 在 第 一 象限 内 的 交 


点 个 数 最 多 是 
(A) 250. (B) 450. (C) 500. 
(D) 1250. (E) 2500. 


(第 43 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1992 年 ) 
[ 解 】 注意 到 下 面 的 事实 : 
工 正 半 轴 上 的 两 点 与 y 正 半 轴 上 的 两 点 可 组 成 一 个 凸 四 边 形 , 它 
们 对 角 线 有 一 个 交点 . 
这 样 ,这 些 点 的 连 线 最 多 有 Cio* C3= 450 个 交点 . 
故 选 (B). 
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35 .42 将 正三 角形 各 边 五 等 分 ,过 各 分 点 4 
作 另 两 边 的 平行 线 将 正三 角形 分 割 成 小 正三 角 
形 网 . 则 图 中 大 小 不 等 的 正三 角形 共有 
(A) 48 个 . (B) 25 个 . 
(C) 45 个 . (D) 55 个 . 
(中 国 辽 宁 省 沈阳 市 “育才 杯 ” 2 ¢ 
初中 数学 竞赛 ,1988 年 ) 
[ 解 ] 设 AB= AC= BC=5, 那 么 图 中 边 长 为 1 的 正三 角形 有 1 
+3+S+7+9=25 个 ; 
边 长 为 2 的 正三 角形 有 1+2+3+4+3=13 个 ; 
边 长 为 3 的 正三 角形 有 1+2+3=6 个 ; 
边 长 为 4 的 正三 角形 有 1+2= 3 个; 
边 长 为 5 的 正三 角形 有 1 个 . 
总 计 有 各 种 正三 角形 
25+13+6+3+1=48 个 . 


2 


故 选 (A). 
35.43 图 中 的 平行 四 边 形 个 数 为 
(A) 40. (B) 38. (C) 36. (D) 30. 


(第 3 届 “ 五 羊 杯 "初中 数学 竞赛 ,1991 年 ) 
[ 解 】 平行 四 边 形 的 两 条 水 平 边 可 从 4 条 直线 中 选 2 条 , 共 6 种 选 


法 ; 

同 理 , 竖 直 边 也 有 6 种 选 法 . 

则 平行 四 边 形 个 数 有 ”6.6=36 个 . 

故 选 (C). 

35.44 图 中 不 同 的 长 方形 (包括 正方 形 ) 的 
个 数 为 

(A) 36. (B) 87. 

(C) 72. (DJ 102. 





(第 2 届 “ 五 羊 标 ” 初 中 数学 竞赛 ,1990 年 ) 
[ 解 】 如 下 图 ,两 边 分 别 和 AB,BC 平行 的 长 方形 有 ( 设 AA’=1). 
1xl 的 9 个 ,1x2 的 12 个 ,2x2 的 4 个 ， 
3xl 的 6 个 ,3x2 的 4 个 ,3x3 的 1 个 ( 计 36 个 )， 
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又 两 边 分 别 与 AB 和 CB 平行 的 长 方形 有 
( 设 4A =1): 

1Xx1 的 12 个 ,2x1 的 16 个 ,2x2 的 5 个 ， 

3x1 的 8 个 ,3x2 的 4 个 ,4x1 的 4 个 ， 

4x2 的 2 个 .( 计 51 个 ) 

则 长 方形 总 数 为 ”36+ 51 = 87 个. 

故 选 (B). 

35.45 ”如 图 , 沿 箭头 方向 前 进 , 从 A 到 点 14 


不 同 的 路 线条 数 为 
(A) 25. (B) 24. 
B 


(C) 23. (D) 22. 
(第 3 届 “ 五 羊 标 ”初中 数学 竞赛 ,1991 年 ) 
[ 解 ] 采用 逐 点 推算 法 :图 中 结 点 旁 的 数字 ， 1 1 


表示 从 上 方 ( 即 出 发 点 A) 到 该 点 的 道路 条 数 。 ， ， 
这 样 ,每 个 结 点 的 数字 均 为 其 上 , 左 和 左上 三 
B 











结 点 数字 之 和 . ! 5 13 23 

因而 ,从 A 推算 到 B 共有 23 条 通路 . 

故 选 (C). 

35.46 用 等 长 的 牙签 摆 成 如 图 所 示 CE 
的 矩形 图 ,如 果 和 矩形 图 的 长 是 20 个 牙签 的 hn 
长 , 宽 是 10 个 牙签 的 长 ,那么 所 用 牙签 的 ，': 
个 数 是 i 

(A) 30. (B) 200. (C) 410. | 


(D) 420. (E) 430. 
(第 40 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1989 年 ) 

[ 解 ] 先 看 横向 牙签 数 : 它 有 11 行 ,每 行 20 个 , 计 有 220 个; 

再 看 纵向 : 它 有 21 行 ,每 行 10 个 , 计 有 210 个 . 

所 以 总 计 有 牙签 

220+210= 430( 个 ). 

故 选 (五 ). 

35 .47 一 个 正方 形 的 地 面 用 同样 大 小 的 正方 形 瓷 砖 铺 满 ,两 条 
对 角 线 上 铺 黑 色 的 ,其 他 地 方 铺 白色 的 ,如 图 所 示 . 如 果 铺 满 地 面 共 有 
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101 块 黑色 的 ,那么 , 铺 满 地 夯 所 用 痪 砖 总 
块 数 是 
(A) 121.  (B) 625. (C) 676. 
(D) 2500.  (E) 2601. 
(第 43 届 美 国 离 中 数学 考试 ,1992 年 ) 

[ 解 】 只 须 考虑 “\ "方向 (或 “AV 方 
问 ) 上 黑 砖 块 数 , 它 为 51 块 . 

而 这 恰好 为 地 面 方 砖 的 行 及 列 数 . 

这 样 , 铺 满 地 面 所 用 瓷砖 总 块 数 为 $12 = 2601. 

故 选 (EE). 

35 .48 平面 上 有 一 个 点 集 M 和 七 个 不 同 的 圆 Ci ,C3,…, C7, 其 
中 国 Cy 恰好 经 过 M 中 的 7 个 点 , 圆 C6 恰好 经 过 M 中 的 6 个 点 ,… 
圆 Ci 恰好 经 过 M 中 的 1 个 点 ,那么 M 中 的 点 数 最 少 为 

(A) 11. (B) 12. (C) 21. (D) 28. 

(中 国 高 中 数学 联赛 ,1986 年 ) 

[ 解 ] 就 圆 C; 而 言 , 集 M 要 有 7 个 点 , 
Al,A2;,…,Az( 见 图 ); 

再 考虑 图 C6, AM 要 增加 4 个 点 As, Ao， 
Ai0,AIT( 态 两 点 为 A;, As); 

考虑 圆 C;, M 只 要 增加 一 个 点 Ap; 考 6 
虑 圆 C4, C;, C2, Ci 时 ,AM 已 不 需要 增加 点 . 

则 M 中 的 点 数 最 少 为 12. 

故 选 (B). 

35 .49 把 一 个 棱 长 为 3cm 的 正方 体 分 割 成 ”个 体积 不 都 相同 的 
小 正方 体 . 套 小 正方 体 的 棱 长 是 整 厘米 数 , 则 ”为 

(A) 4. (B) 8. (C) 12. (D) 16. (E) 20. 

(第 7 届 美 国 初中 数学 考试 ,1991 年 ) 

[ 解 ] 边 长 为 3cm 的 正方 体 体积 为 27co3 ,又 其 只 能 分 割 出 一 块 
校长 为 2cm 的 正方 体 , 它 的 体积 为 8cma 

这 样 剩 下 的 19cnw 只 能 分 割 成 楼 长 为 lem 的 正方 体 , 计 19 块 . 因 
而 ,总 共 可 分 割 成 20 个 不 都 相同 的 小 正方 体 . 

故 选 (五 ). 
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35 .50 在 边 长 为 1 的 正方 形 的 边 上 或 内 部 有 任意 五 点 , 设 a 为 
具有 如 下 性 质 的 最 小 数 : 从 这 五 点 中 总 可 以 选 出 一 对 点 使 它们 的 距离 
不 大 于 <c, 则 < 为 


(aA) 


(B) 昌 . (O22. (D)1. (E)Y2. 
(第 12 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1961 年 ) 
[ 解 ] 将 单位 正方 形 均 分 为 四 (如 图 ). 这样 单 
位 正方 形 内 的 五 个 点 , 必 至 少 有 两 个 点 落 在 同一 个 了 
小 正方 形 内 (由 抽 居 原理 ). 
落 在 同一 小 正方 形 内 的 甘 两 点 间 最 大 距离 不 


超过 小 正方 形 的 对 角 线 长 即兴 1 

故 选 (B) 

35.51 把 一 个 边 长 为 2 的 正方 形 分 割 成 面积 相等 的 四 部 分 ,使 得 
在 其 中 的 一 部 分 内 存在 三 个 点 ,以 这 三 个 点 为 顶点 可 以 组 成 一 个 边 长 
大 于 工 的 正三 角形 ,满足 上 述 性 质 的 分 害 

(A) 是 不 存在 的 . (B) 恰 有 一 种 . 

(C) 有 有 限 多 种 .但 不 只 是 一 种 、 ”(D) 有 无 穷 多 种 . 

(第 1 届 “ 希 望 标 ” 全 国 数学 邀请 赛 ,1990 年 ) 

[ 解 】 由 正方 形 边 长 为 2, 其 面积 为 4 

当 将 其 一 分 为 四 时 ,每 部 分 面积 均 为 

只 须 将 其 一 部 分 割 成 面积 是 1, 即 边 长 


为 a=2 和 二 的 正三 角形 即 可 | AN 
而 2 如 >1 从 而 可 从 中 找 出 一 个 边 长 


6b 大 于 1 的 正三 角形 (图 中 虚线 所 示 ). 
又 上 述 面 积 是 1 的 正三 角形 位 置 不 限 , 则 有 


无 穷 多 种 分 法 . 

故 选 (DD). 

35 52 如 图 ,矩形 ABCD 被 分 割 成 六 个 不 
等 的 正方 形 ， 下 中 最 小 正方 形 的 面积 等 于 1 则 和 矩 ， 
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六 沉 节 人 朵 


形 ABCD 的 面积 为 
(A) 152. (B) 143. 
(C) 132. (D) 108. 
(中 国安 徽 省 安庆 等 县 市 初中 数学 竞赛 ,1991 年 ) 
[ 解 ] 设 右 下 角 正 方形 边 长 为 x, 则 其 他 正方 形 边 长 依次 为 x+ ++ 
1,z+2,z+3( 如 图 ,图 中 数字 表示 该 正方 形 边 长 ). 
显然 (x+2)+(x+3)=x+x+(r+1), np 
得 二 44. 
则 Sagep= (3x+1)(2x+3)=143. 
故 选 (B). 
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第 三 十 六 章 “ 规 律 ,运动 ,博弈 


第 1 节 规律 






-和 防 洗 


36.1 ”图 中 所 示 的 4x4 的 正方 形 内 , 写 着 1,2,3,…,15,16. 按 
下 列 四 步 顺 序 折 香 该 正方 形 : 
(1) 上 半 部 盖 在 下 半 部 上 . 
(2) 下 半 部 盖 在 上 半 部 上 . 
(3) 右 半 部 盖 在 左 半 部 上 . 9 | 10 | 
(4) 左 半 部 盖 在 右 半 部 上 . 
经 过 这 四 次 折合 后 ,最 上 面 的 数字 是 
(A) 1. (B) 9. (C) 10. (D) 14. (E) 16. 
(第 7 届 美 国 初 中 数学 考试 ,1991 年 ) 
[ 解 ] 经 过 前 两 步 以 后 ,最 后 一 行 已 全 到 最 上 面 ;第 三 行 在 最 下 
面 . 
再 经 (3),(4) 两 步 时 ,只 须 考 虑 第 三 行 数 折 秋 的 变化 .结果 是 9 在 
最 上 面 . 
故 选 (B). 
36.2 一 个 3 x 3 的 数 阵 


4 9 2 
8 
3 5 7 


行 .每 列 数字 和 和 皆 相 等 . 为 使 每 行 .每 列 数 字 和 皆 不 相等 ,至 少 要 改变 





和 
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其 中 的 数字 个 数 是 

(A)1. (B)2. (C)3. (D)4. (E)S. 

(第 48 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1997 年 ) 

[ 解 ] 由 于 每 个 数字 丝 在 一 行 ,一 列 中 , 故 只 改变 一 个 数字 ,可 
改变 该 数字 位 于 的 行 和 列 的 数字 和 ,但 它们 彼此 仍 相 等 . 

改变 两 个 数字 至 多 可 改变 4 个 行 . 列 数 和 (2 行 ,2 列 ), 因 而 要 改变 
6 个 行列 和 ,至 少 要 改变 三 个 数字 . 

这 三 个 数字 可 位 于 同一 行 (或 同一 列 )、 位 于 不 同 列 的 两 行 (或 不 
同行 的 两 列 )、 位 于 不 同行 .不同 列 : 


| 


(注意 到 交换 数列 两 行 或 两 列 位 置 , 数 和 等 否 无 异 ) - 
显然 上 述 诸 改 变 仍 不 能 使 数 阵 六 个 行 、 列 数 和 丝 不 相等 . 改变 四 


3 该 这 


rar | 


故 选 (万 ). 

36'3 ” 右 11 个 连续 奇数 的 和 是 1991, 把 这 些 数 按 大 小 顺序 排列 
起 来 ,第 六 个 数 是 

(A) 179. (B) 181. (C) 183. (D)185. 


(第 2 届 “ 希 望 标 ” 全 国 数学 邀请 赛 ,1991 年 ) 
[ 解 ] 设 这 11 个 连续 奇数 为 22 + 1,27 + 3,…,2n + 21, 则 
(2n +1)+(22+3)+…+(22+21) = 1991, 


即 11(22 + 11) = 1991. 
解 得 n 二 85. 
则 第 六 个 数 是 2 . 85 +11 = 181. 
故 选 (B). 


36.4 设 z = 0.1234567891011…998999, 这 个 小 数 是 从 小 数 点 
后 ,以 1 开头 一 直 写 到 999 而 得 到 的 .那么 小 数 点 右 第 1983 位 的 数字 是 
(A) 2. (B) 3. (C) 5. (D) 7. (E) 8. 
(第 34 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1983 年 ) 
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[ 解 ] 观察 其 前 1983 位 的 数字 , 设 z 表示 第 1983 位 上 的 数字 .我 
们 可 以 把 这 一 串 数 分 成 三 段 : 
0.123456789 101112…9899 100101…x 
OO 


“ 六 B 0 
在 A 段 中 有 9 个 数字 ,在 B 段 中 有 2 90 = 180 个 数字 .这 样 在 C 
段 中 就 有 1983 - 189 = 1794 个 数字 . 
用 3 去除 1794, 商 为 598, 所 以 C 段 中 有 前 598 个 3 位 数 . 
又 因为 第 一 个 三 位 数 是 100 ,那么 第 598 个 三 位 数 就 是 697 ,所 以 
= 7. 






故 选 (DD). 
36.5 ”把 由 1 开始 的 自然 数 依 次 写 下 去 , 直 写 到 第 198 位 为 止 : 
123456789101112… 规 . 
198 位 律 十 
那么 这 个 数 用 9 除 的 余数 是 
(A) 4. (B) 6. (C) 7. (D) 非 上 述 答案 . 


(中 国 初中 数学 联赛 ,1987 年 ) 
[ 解 ] 容易 推算 (一 位 数 1 一 9 计 9 个 ,两 位 数 10 一 99 计 90 个， 
已 至 198 位 ) 这 个 数 是 
1234…9101112…99100101102 ， 
因为 1+2+…+9 能 被 9 整除 , 即 


1+0+1+1+1+2+ 十 9+9 





入 


也 能 被 9 整除 ， 
所 以 这 个 数 被 9 除 的 余数 是 


1+0+0+1+0+1+i+0+2=6. 
顺便 指出 :1+2+…+9+1+0+1+1+…+9+9 被 9 除 后 余 
数 与 1+2+3+…+9+10+1L+…+98+99 被 9 除 后 余数 相同 ， 


而 后 者 和 为 “下 = 99 . 50, 它 显然 可 被 9 整除 ， 


故 选 (B). 
36.6 ” 比 1 大 的 整数 像 下 面 那样 排 成 五 列 : 
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(在 每 一 行 中 出 现 四 个 连续 整数 ; 在 第 2 3 4 5 


选 ”一 ,第 三 和 其 他 奇数 行 中 ,整数 出 现在 后 四 9 8 7 6 
要 个 列 中 ,并 且 数 字 从 左 至 右 增加 ;在 第 二 ,第 10 11 12 13 
x| 四 和 其 他 偶数 行 中 ,整数 出 现在 前 四 列 中 并 17 16 15 14 
且 从 右 到 左 增 加 .) i 
数 1000 将 出 现在 
(A) 第 一 列 . (B) 第 二 列 . (C) 第 三 列 . 
(D) 第 四 列 . (E) 第 五 列 . 


(第 25 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1974 年 ) 

[ 解 ] 由 表 可 以 看 出 :所 有 8 的 倍数 均 落 在 第 二 列 . 

而 8 | 1000, 故 1000 亦 落 在 第 二 列 . 

故 选 (B). 

36.7 ”将 奇 正 整 数 1,3,5,7,… 
依次 排 成 五 列 , 如 右 图 所 示 . 把 最 左边 
的 一 列 叫做 第 1 列 ， 

从 左 到 右 依 次 将 每 列 编号 . 这样， 








数 “1985” 出 现在 
(A) 第 1 列 . (B) 第 2 列 . 
(C) 第 3 列 . (D) 第 4 列 . 
(EE) 第 5 列 . 


(第 36 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1985 年 ) 

[ 解 ] 显然 , 表 中 每 行 四 个 数 , 且 单 数 行 与 双 数 行 错 开 , 且 单数 行 
数码 从 左 向 右 递增 , 双 数 行 数 码 从 右 向 左 递增 . 

注意 到 上 (1985+ 上 二 2 二 4= 248…1, 知 1985 位 于 第 249 行 第 
一 个 数 . 即 1985 位 于 第 2 列 . 

故 选 (B). 

36.8 设 A 为 n 位 正 整 数 ,n 之 2,B 为 位 正 整数 ,k 实则 可 有 
n 一 工种 方法 把 B 整个 地 插入 A 的 相 邻 两 位 数字 之 间 , 得 到 一 个 n+ 
位 正 整数 C. 例 如 A = 1991,B = 35, 则 有 三 种 插 法 :C 为 135991 或 
193591 或 199351. 

如 果 对 每 一 个 能 被 B 整除 的 A ,把 B 任 意 插入 A ,得 到 的 C 都 能 被 
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B 整除 ,就 称 B 为 协调 数 . 则 1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12,15,66,90 
这 15 个 数 中 ,协调 数 个 数 共 有 
(A) 6. (B) 8. (C) 10. (D) 11. 
(第 3 届 “ 五 羊 杯 ” 初中 数学 竞赛 ,1991 年 ) 
[ 解 ] 了 逐 数 检验 不 难 发 现 : 
(1)1 是 协调 数 ; 
(2) 若 A 被 2 整除 , 则 A 的 末 位 数 是 偶数 ,把 2 任意 插入 A 得 C 的 
末 位 数 仍 为 偶数 , 故 C 可 被 2 整除 , 则 2 是 协调 数 ; 
(3) 注意 到 :一 个 自然 数 能 被 3 整除 的 充 要 条 件 是 它 的 各 位 数字 和 
亦 能 被 3 整除 . 易 验 算得 3 是 协调 数 ; 
(4) 若 A 能 被 11 整除 , 则 A 的 奇 位 数字 与 偶 位 数字 差 为 11 的 售 
数 .把 11 任 意 插 入 A 得 到 C 后 ,其 奇 位 数字 与 偶 位 数字 和 之 差 不 变 , 即 
仍 为 11 的 倍数 , 故 C 能 被 11 整除 . 则 11 是 协调 数 ; 
仿 (2) 可 证 5,10 为 协调 数 ; 
仿 (3) 可 证 9 为 协调 数 ; 
又 由 知 2,3 是 协调 数 , 可 证 6 是 协调 数 ; 
由 3,5; 2,3,11; 9,10 是 协调 数 ,可 证 15,66,90 是 协调 数 . 
此 外 ,可 算得 4,7,8,12 不 是 协调 数 . 
则 上 述 数 中 有 11 个 协调 数 . 
故 选 (DD). 
36.9 ”将 “CONTEST” 中 的 这 七 个 字母 重新 排列 , 问 在 所 有 可 能 
的 各 种 排列 中 , 第 一 、 二 两 个 字母 都 是 元 音字 母 的 排列 有 (例如 ， 
OETCNST 就 是 一 个 这 种 排列 ,而 OTETSNC 则 不 是 ) 
(A) 60. (B) 120. (C)240. (D) 720. (E) 2520. 
(第 36 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1985 年 ) 
[ 解 ] 题 设 七 个 字母 中 仅 有 两 个 元 音 , 则 第 一 、 二 两 个 字母 均 为 
元 音 的 排列 数 有 2: 5! 种 ,但 题 设 字母 中 有 两 个 本, 则 所 求 排列 总 数 减 
半 应 为 





广 . 2 . 51 =- 120( 种 ) 


故 选 (B). 
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36.10 Zeta 先 生 与 Zeta 夫 人 想 给 小 Zeta 起 名 ,如 果 要 求 小 Zeta 的 
名 , 教 名 和 姓 的 第 一 个 字母 按 字 母 表 顺 序 排列 ,日 字母 不 能 重复 , 屠 么 
可 能 的 种 数 是 
(A) 276. (B) 300.(〈C) 552. (Di) 600. (EE) 15600. 
(第 40 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1989 年 ) 
[ 解 ] 小 Zeta 姓 Zeta, 则 其 名 , 教 名 的 第 一 个 字母 可 分 别 是 


红 党 区 这 


A,B; A,C; A,D; … ; A,Y; (第 二 个 字母 B 一 Y) 
B,C; B,D; B,E; … ; 8,Y; (第 二 个 字母 C 一 了 Y) 
W,xX; WwW, Y; (第 二 个 字母 X— Y) 
X,Y. 

、 24 .29 

计 有 24+23+22+…+2+1= 全 3 个 = 300 种 可 能 . 
故 选 (B). 


36.11 如 下 图 ,用 水 平 的 与 “7/ ”或 紧 直 的 线段 连结 相 邻 的 字母 ， 
循 这 些 线 段 行走 时 正好 拼 出 单词 CONTEST 的 路 线 有 

(A) 63. (B) 128. (C) 129. (DD) 255. (E) 这 些 都 不 对 . 

(第 28 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1977 年 ) 

[ 解 ] 所 有 可 采纳 的 路 线 必 须 结束 在 图 末 行 中 间 那 个 “T” 上 .从 
“了 这 点 递 推 ,并 且 只 考虑 包括 中 间 这 个 纵 列 在 内 的 左 半 部 分 的 那些 
路 线 , 可 有 两 种 可 采纳 的 路 线 导 致 末端 是 “T": 一 是 同行 左边 S -> TT， 
一 是 上 行 丁 项 上 的 S 一 工 . 

类 似 地 分 析 S,E, TTT, N，,… . 均 有 两 种 路 线 导致 连接 这 些 字母 . 这 
样 有 24 条 可 采纳 的 路 线 . 

C 
COC 
CONOC 
CONTNOC 
CONTETNOC 
CONTESETNOC 
CONTESTSETNOC 
同样 ,在 包括 中 间 列 的 右 半 部 分 也 有 2 条 可 能 的 路 线 . 
又 因为 中 间 列 已 被 计算 过 两 次 , 因而 有 26+26- 1 或 27 -1 
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条 路 线 . 

故 选 (五 ). 

36.12 把 4AHSME 的 120 种 排列 的 每 一 个 都 看 做 一 个 通常 的 五 个 
字母 组 成 的 单词 按 字典 顺序 排 起 来 . 其 中 第 86 个 词 的 最 后 一 个 字母 是 

(A) A. (B) H. (C) S. (D) M. (E) 五 . 

(第 37 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1986 年 ) 

[ 解 ] 显然 这 是 相当 于 求 :将 数字 1,2,3,4,5 组 成 没有 重复 数字 
的 五 位 数 中 ,由 小 到 大 排列 的 第 86 个 数 的 末 位 数字 . 

由 这 五 个 数字 组 成 的 五 位 数 中 ,1,2,3 打头 的 有 

Cl. Ps = 72 个 . 
接 下 去 由 4 打头 的 五 位 数 中 , 千 位 数字 是 1,2 的 有 


ClP; = 12 个 . 人 : 

这 时 已 有 72+12 =84 个 . 接 下 去 应 是 4 打头 ,3 作 于 位 数字 的 五 六 
位 数 :43125 ,43152,… 动 
43152 即 第 86 个 数 ,其 未 位 数字 是 2. | 请 
注意 对 应 : Al， Fw2， Ho3,， Me4， S05. 草 





故 选 ( 玉 ). 
36.13 ”字母 A,J ,日 ,S,M,E 和 数字 1,9,8,9 分 别 按 下 面 方式 
“轮换 ”. 


AJHSME 1989 

1. JHSMEA 9891 (第 1 次 轮换 ) 
2. HSMEAJ 8919 (第 2 次 轮换 ) 
3. SMEAJH 9198 (第 3 次 轮换 ) 


要 使 AJHSME1989 重新 出 现 , 轮 换 至 少 经 过 的 次 数 是 
(A) 6. (B) 10. (C) 12. (D) 18. (E) 24. 
(第 5 届 美 国 初中 数学 考试 ,1989 年 ) 

[ 解 ] 字母 A,J ,日 ,S,M,E 每 “轮换 ”6 次 可 复原 ; 

数字 1,9,8,9 每 “轮换 ”4 次 复原 . 

则 要 使 AJHSME1989 复原 至 少 要 轮换 [4,6] = 12 次 ,这 里 [a,6。] 
表示 整数 a ,b 的 最 小 公 倍数 . 

故 选 (C). 
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该 桔 


36.14 ”给 出 由 两 个 未 限定 的 元 素 “pib” 与 maa” 组 成 的 集 S ,以 
及 下 面 的 四 条 公设 : ”Pi:; 每 个 pib 是 maa 的 集合 ;，P;: 任 意 两 个 不 同 
的 pi 有 县 只 有 一 个 公共 的 maa; Pi: 每 一 个 mmxaa 仅 属于 两 个 pib; 
P4: 刚 好 有 四 个 pib、 

考虑 三 条 定理 :Ti: 刚 好 有 6 个 maa; 厂 : 每 一 个 p 友 刚好 有 三 个 
niaa ; 1T3: 对 每 一 个 maa 刚好 有 与 它 不 在 同一 个 pib 的 另 一 个 maa. 

能 够 由 公设 推演 出 这 些 定 理 的 

(A) 只 有 T,. (B) 只 有 TT 与 T3. (C) 只 有 TT 与 TT. 

(D) 只 有 T 与 Ti (E) 全 部 . 

(第 18 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1967 年 ) 

[ 解 ] 为 方便 起 见 , 以 数码 1,2,3,4 表示 四 个 不 同 的 pibp( 公 设 
Ps); 这 些 都 是 maa 的 集合 (公设 P1). 

同时 包含 在 pib; 与 pib; 中 的 惟一 公共 的 maa 用 六 或 产 表 示 ( 公 设 P,). 

又 因为 任何 一 个 maa 都 可 以 这 样 表示 (公设 P;), 全 部 maa 的 集 





合 
112, 13, 14, 23, 24, 34| 
恰好 有 C4 = 6 个 元 素 (定理 TT ). 

pib; 中 仅 有 三 个 maaa 是 ij(i 关 j7)( 定 理 T). 而 恰 好 有 一 个 maa 既 
不 在 pib;, 也 不 在 pib; ,因而 不 会 与 jj 落 在 同一 个 pib 内 (定理 T,). 

综 上 ,推出 定理 Ti ,T: ,T: 须 用 全 部 四 条 公设 . 

故 选 (EE). 

注 “平面 上 无 三 线 共 点 且 互 不 平行 的 四 条 直线 为 ， 
我 们 提供 了 这 个 问题 的 几何 模型 ， 

图 中 六 个 交点 (waa ) 满足 公设 Pi ,P,P3, PP4, 而 四 24 
条 含有 三 个 共 线 点 线段 即 为 四 个 pib. 

在 此 (有 限 ) 几何 中 :两 线 (pib) 必 交 于 惟一 的 点 
(piaa) ,但 两 点 (7naa) 并 不 一 定 确 定 此 系统 中 的 一 条 线 
段 . 

36.15 ” 某 办 公 室 A,B,C,D,E,F 六 人 轮流 值 夜班 ,规定 轮班 的 
次 序 是 A 一 B 一 C 一 D 一 EE 一 下 一 A 一 B…, 这 样 在 第 一 个 星期 里 ， 
星期 日 由 A 值班 ,星期 一 由 B 值班 ,… ,是 期 五 由 下 值班 ,星期 六 再 由 
A 值班 ,依次 轮流 下 去 ,那么 在 第 50 个 星期 里 , A 值班 在 
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(A) 星期 六 ， (B) 星期 五 ， (C) 星期 四 . (D) 星期 三 . 

(中 国 广州 .武汉 ,福州 等 五 市 初中 数学 联赛 ,1992 年 ) 

[ 解 ] 第 50 个 星期 开始 这 天 (星期 一 ) 距 最 初 值班 7: 49+ 1 = 
344 天 . 

当天 数 nn 二 6 余 0 时 为 A 值班 ; 余 1 时 为 B 值 班 ; 余 2 时 为 C 值 班 ; 

而 ” ”344 二 6 = 57…2， 知 这 周 开始 (星期 一 ) 由 CC 值班. 经 过 D， 
E,F, 到 A 值班 时 应 为 星期 五 . 

故 选 (B). 

36.16 ” 埃 尔 与 鲍 伯 在 同一 天 开始 他 们 的 新 工作 , 埃 尔 的 工作 日 
程 表 是 3 天 工作 接着 1 天 休息 , 鲍 伯 的 工作 日 程 表 是 7 天 工作 接着 3 天 
休息 .在 前 1000 天 中 他 们 共同 的 休息 日 的 天 数 有 

(A) 48. (B) 50. (C) 72. (D) 75. (E) 100. 

(第 44 届 美国 高 中 数学 考试 ,1993 年 ) 

[ 解 1] 埃 尔 每 4 天 一 个 循环 , 鲍 伯 每 10 天 一 个 循环 ,4 和 10 的 最 
小 公 倍 数 是 20 ,他 们 一 起 有 一 个 20 天 的 循环 . 

1000 天 内 共有 5S0 个 这 样 的 循环 .我 们 把 一 个 循环 的 每 天 标记 为 1， 
2,… ,20. 

埃 尔 在 第 4,8,12,16,20 天 休息 , 鲍 伯 在 第 8,9,10,18,19,20 天 体 
县, 所 以 在 每 个 循环 中 他 们 有 2 天 一 起 休息 . 

因此 ,他 们 在 前 1000 天 中 都 休息 的 天 数 是 2. S0 = 100. 

故 选 (五 ). 

[ 解 2] 由 题 设 知 埃 尔 的 休息 日 为 第 4& 天 , 鲍 伯 的 休息 日 为 
10: + 8， 10:+9，10:+10 (1 过 1 过 100, 且 1 为 整数 ). 

由 4&=10r+8, 即 2k = 5t+4, 知 1 为 偶数 ,因而 有 50 个 解 ; 

而 4k = 10: + 9 无 解 ( 式 左 为 偶数 , 式 右 为 奇数 ); 

再 4&=10t+10, 即 2k = 5t +5, 知 1 为 奇数 , 亦 有 50 个 解 . 

综 上 ,他 们 共同 休息 日 为 100 天 . 

故 选 (五 ). 

36.17 ” 茶 一 天 的 不 同时 刻 老板 把 信 交 给 秘书 打字 ,每 次 都 将 信 
放 在 秘书 信 堆 的 上 面 , 秘 书 有 时 间 就 将 信 堆 最 上 边 的 那 封 信 取 来 打 . 假 
定 共 有 5 封 信 , 且 老 板 是 按 1,2,3,4,$ 的 顺序 交 来 ,在 下 列 各 顺序 中 ,不 
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可 能 是 秘书 打 信 的 顺序 是 

(A) 12345. (B) 24351. (C) 32415. 

(D) 45231. (E) 54321. 

(第 38 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1987 年 ) 

[ 解 ] (A ) 是 可 能 的 : 打 完 1 来 2, 打 完 2 来 3,… , 打 完 4 来 5, 最 后 打 5; 

(B) 是 可 能 的 : 打 2 的 时 候 (1 在 底下 ) 来 3,4; 打 完 4 后 打 3 时 ,又 
来 了 5, 接 下 去 打 5,1; 

(C) 是 可 能 的 :从 3,2,1 信 顺序 开始 打 , 打 2 时 来 4, 打 完 4,1 时 来 5; 

(五 ) 是 可 能 的 :五 封 信 来 齐 后 依次 打字 ; 

(DD) 是 不 可 能 的 : 打 完 4,5 之 后 ,应 接 下 来 打 3. 

故 选 (DD). 

36.18 ”如 果 甲 的 身高 数 或 体重 数 至 少 有 一 项 比 乙 大 , 则 称 甲 不 
亚 于 乙 . 在 100 个 小 伙 子 中 ,如 果 基 人 不 亚 于 其 他 99 人 ,就 称 他 为 棒 小 
伙 子 .那么 ,100 个 小 伙 子 中 的 棒 小 伙 子 最 多 可 能 有 

(A)1 个 . (B)2 个 . (C)50 个 . (D)100 个 . 

(中 国 高 中 数学 联赛 ,1995 年 ) 

[ 解 ] 取 100 个 小 伙 子 为 这 样 一 种 特殊 情况 ,他 们 的 身高 与 体重 
互 不 相等 ,并且 最 高 者 同时 也 就 是 最 轻 者 ,次 高 者 同时 也 就 是 次 轻 者 ， 
… ,第 上 高 者 同时 也 就 是 第 & 轻 者 (& = 1,2,…,100) ,显然 ,这 100 个 小 
伙 子 都 是 棒 小 伙 子 . 

故 选 (万 ). 

36.19 在 一 宴会 结束 时 ,总 共 握 了 28 次 手 ,假设 每 一 位 参加 宴会 
的 人 对 其 他 的 与 会 人 士 均 有 一 样 的 礼节 ,那么 与 会 人 士 共有 

(A) 14 人 . (B)28 人 . (C) 56 人. (DD)8 人 . (CE) 7 人 . 

(第 2 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1951 年 ) 


[ 解 ] 车 与 会 人 数 为 , 则 握手 次 数 为 C2 = 廊 n(n 一 1) 


该 这 


由 n(n 1) = 28, 

中 n*—n—56=0. 
得 n 二 8 或 -7( 侈 去 ). 
故 选 (DD). 


36.20 ”在 一 次 华盛顿 的 聚会 上 ,每 个 男人 都 与 除 自己 配偶 外 的 
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所 有 人 握手 ,但 妇女 之 间 彼 此 不 握手 ,如 果 13 对 夫妇 参加 聚会 ,那么 这 
26 人 之 间 共 握手 的 次 数 是 
(A) 78. (B) 185. (C) 234. (DD) 312. (E) 325. 
(第 41 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1990 年 ) 
[ 解 ] 与 会 者 共 26 人 , 因 13 个 男人 均 与 其 余 24 人 握手 (自己 配偶 未 握 ) ， 
则 共 握 13 .24 次 ,其 中 两 个 男人 彼此 间 的 握手 计算 了 两 次 ,因而 应 除去 . 
此 外 ,女人 间 彼 此 未 握手 , 则 总 共 握 手 次 数 是 
13.24- Cf = 312 一 78 = 234( 次 ). 
故 选 (CC ). . 
36.21 在 一 间 房 间 里 有 入 个 人 (N > 3) ,至少 有 一 人 没有 与 房间 
里 每 人 握手 .房间 里 可 能 与 每 人 握手 的 人 数 的 最 大 值 是 
(A) 0 (B) 1 (CI N-1. (D) N. (FE) 这 些 都 不 对 . 
(第 29 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1978 年 ) 
[ 解 ] 把 这 些 人 编 上 号 且 令 其 为 A1, A,,…,Av, 并 且 编 号 法 应 
使 A 和 A; 两 人 之 间 未 曾 握 手 . 
也 许 其 他 每 对 人 均 握 过 手 ,但 至 少 A| 和 A, 未 与 所 有 人 握 过 手 . 
因而 ,最 多 有 N - 2 人 曾 与 每 人 握手 . 
故 选 (五 ). 
36.22 ”一 些 学 生 围 在 圆桌 前 坐 下 , 他 们 传递 装 有 100 块 糖 的 小 
包 , 每 人 接 到 包 后 取出 一 块 ,然后 传 给 右边 相 邻 的 人 . 如 果 某 个 学 生 拿 
到 第 一 块 , 也 拿 到 最 后 一 块 , 问 学 生 数 可 能 是 
(A) 10. (B) 11. (C) 19. (D) 20. (E) 25. 
(第 6 届 美 国 初中 数学 考试 ,1990 年 ) 
[ 解 ] 某 学 生 拿 到 第 一 块 ,也 拿 到 最 后 一 块 , 则 所 有 的 人 数 应 是 
99 的 约 数 . 
在 上 述 五 个 数 中 , 仅 有 11 适合 . 
故 选 (B). 
36.23 ”一 排 有 120 个 座位 , 其 中 某 些 座位 已 经 有 人 . 若 新 来 一 
个 人 ,他 无 论 坐 在 何 处 都 与 一 个 人 相 邻 , 则 原来 最 少 已 就 座 的 人 数 为 
(A)30.  (B) 40. (C41. (D) 60， (FE) 119. 
(第 6 届 美 国 初 中 数学 考试 ,1990 年 ) 
[ 解 ] 如 图 ,每 3 张 椅子 坐 1 人 , 即 坐 中 间 
那 张 椅 子 ( 图 中 阴影 所 示 ) 即 可 . 
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si 浪 种 谨 


这 样 至 少 要 坐 ”120 二 3 = 40 人. 
故 选 (B). 
注 ”座位 为 121 或 122 时 ,最 少 就 座 的 人 均 为 41 人 . 
36.24 ” 九 把 椅子 排 成 一 排 , 现 有 6 位 同学 及 三 位 教授 (分 别 是 a、 
8、.y) ,三 位 教授 先 于 学 生 到 达 ,决定 选 坐位 ,以 使 每 位 教授 均 位 于 两 名 


学 生 中 间 . 这 种 排 法 种 类 有 


(A)12. (B)36. (C)60. (D)80. (E)630. 
(第 45 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1994 年 ) 
[ 解 ] 6 名 学 生 排 成 一 列 共 有 5 个 空 档 , 三 名 教授 a .8、.y 各 选 其 一 
的 排列 方法 有 
Pi=5x4x3= 60( 种 ). 
故 选 (C). 
36.25 圆 扣 周围 恰好 有 60 把 椅子 ,有 NN 个 人 按 下 面 的 方式 在 桌 
边 就 座 : 当 再 有 一 个 人 人 座 时 ,他 必 和 已 就 座 的 某 个 人 相 邻 .NN 能 取 的 
最 小 值 是 
(A) 15.  (B) 20. (C)30. (D) 40. (E) 58. 
(第 42 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1991 年 ) 
[ 解 1] 可 以 这 样 安排 这 N 个人: OO 
60 个 座位 中 ,每 隔 两 个 座位 安排 一 位 人 , 共 安 0 6 
排 20 位 . O 
首先 , 若 再 有 人 人 入座 时 , 他 必 和 其 中 一 位 相 8 钨 
邻 ; 其 次 20 已 不 能 再 减少 . 、 /A 
故 选 (B). ~ 2 
[ 解 2] 每 3 把 椅子 分 一 组 ,中 间 坐 一 人 ,这 
样 再 有 人 人 座 必 与 已 坐 者 相 邻 . 
因而 60 把 椅子 可 分 成 20 组 ,只 须 20 人 即 可 . 
故 选 (B). 
36.26 ”10 个 人 围 成 一 个 圆 0 
圈 , 每 人 选择 一 个 整数 并 告诉 他 
的 两 个 邻 座 的 人 , 然后 每 个 人 算 2 - 
出 并 宣布 他 两 个 邻 座 所 选 数 的 平 8 4 
均 数 ,宣布 的 结果 如 图 所 示 , 则 宣 7 5 
布 6 的 那个 人 选择 的 数 是 6 
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(A) 1 (B)5. (C0C) 6. (D) 10. (E) 不 惟一 确定 . 
(第 41 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1990 年 ) 
[ 解 ] 设 宣布 6 的 那个 人 选择 的 数 是 x , 则 
宣布 4 的 人 选择 数 为 5.:2-xz = 10-x， 
宣布 2 的 人 选择 数 为 3.:2-(10-x)=x-4， 
宣布 10 的 人 选择 数 为 1 :2-(z-4)=6-Y， 
宣布 8 的 人 选择 数 为 9.2-(6-x)= 12+x， 
这 样 ,宣布 6 的 人 选择 数 又 为 7 .2-(l2+z)=2 一 工 . 
所 以 xx=2-，>， 得 x=1. 
故 选 (A). 
36.27 ”五 个 人 围 坐 在 一 圆桌 旁 , 若 至 少 坐 在 一 位 女性 劳 的 人 数 f 
衬 0, 至 少 坐 在 一 位 男性 旁 的 人 数 mm 实 0, 那么 所 有 可 能 的 有 序数 组 
(f,m) 的 个 数 是 
(A) 7. (B) 8. (C) 9. (D) 10. (E) 11. 
(第 40 届 美国 高 中 数学 考试 ,1989 年 ) 
[ 解 ] 5 个 人 中 男女 性 人 数 有 下 面 6 种 情形 : 











对 于 情形 @ (ff,m) = (2,5); 7 en 
对 于 情形 图 (f,m) = (4,5) 或 (3,4);\。 ao \~ 
( 见 图 中 两 种 情形 ) ~ 
由 对 称 性 ,外 ,名 ,@ 情形 ( 六 六 ) 分 别 为 ”多 将 。 口 凤 人 
(5, 4); (4, 3); (5, 2); (5, 


0). 

综 上 (f,m) 共 有 8 组 . 

故 选 (B). . 

36.28 有 7 个 男孩 和 13 个 女孩 站 成 一 排 , 设 S 为 男女 孩 彼此 
相 邻 的 位 置 数 , 例 如 ,排列 GBBGGGBGBGGGBGBGGBGG 的 S = 12， 
那么 S 的 平均 值 最 接近 于 (这 20 人 所 有 位 置 都 考虑 到 ) 

(A) 9. (B) 10. (C) 11. (D) 12. (E) 13. 

(第 40 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1989 年 ) 
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[ 解 ] 显然 Sa = 1， Snuw = 14, 它 们 分 别 对 应 
BBBBBBBGGGGGGGGGGGGG, 
GBGBGBGBGBGBGBGGGGGG. : 
为 方便 计 , 令 男孩 用 “+” 表 示 , 女孩 用 “~”, 这 时 间 题 化 为 求 7 个 
“+” 号 13 个“-” 号 排 成 一 排 的 变 号 数 的 平均 值 . 

当 S = 1 时 ,相当 于 把 +、 一 号 各 分 成 一 段 后 排列 问题 ,有 “+ 一 ”和 
“-+” 两 种 (这 里 +, - 表示 段 ) 即 有 2C 和 种 , 记 o1 = 2C1C8; 

当 S = 2 时 ,相当 于 下 面 两 种 情形 : 

+-+ 或 ” -+- (这 里 +, -表示 段 ) 之 一 , 即 把 + 号 分 成 2 
组 , - 号 分 成 一 组 插入 ;或 - 号 分 成 2 组 , + 号 分 成 一 组 插入 . 

这 时 o; = CipC8 + ClCY， 

类 似 地 

o3 = 2ChbC, oo = CtCl + CeClh, os = 2C1C%, 

06 = CizC¢ + CeCts, or = 2CiCé, os = ChCs + C6Ciz， 

oa = 2ChCt, oo = CiaCé+ CeCh, on = 2CizCa， 

ca = ChaCe+ CeCis, oa = 2C2C8， cu = Ch, 

14 
pas 
k= 1 


则 S=4 =9. 


a 这 入 崇 





Ok 
A=] 


故 选 (A). 

36.29 有 50 个 女孩 , 她 们 的 肤色 是 日 的 或 浅 黑 色 的 ,眼睛 则 是 
蓝 色 的 或 褐色 的 . 若 有 14 个 是 蓝 眼 睛 白 肤 色 ,31 个 是 浅 黑 肤色 ,18 个 是 
褐色 眼睛 ,那么 褐色 眼睛 浅 黑 皮 肤 的 女孩 有 

(A) 5. (B) 7. (C) 9. (D) 11. (E) 13. 

(第 22 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1971 年 ) 

[ 解 ]， 白 肤色 的 有 50 - 31 = 19 个 . 

…19 一 14 = 5 是 褐 眼睛 白 肤 色 的 . 

…18 -5 = 13 是 宰 眼 睛 浅 黑 肤色 的 . 

故 选 (五 ). 

36.30 某 人 上 下 班 可 乘 火车 或 汽车 . 若 他 早晨 上 班 乘 火车 则 下 
午 乘 汽车 ;又 假若 他 下 午 回 家 乘 火 车 则 早晨 乘 汽 车 .在 x 天 中 这 个 人 乘 
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火车 9 次 ,早晨 乘 汽 车 8 次 ,下 午 乘 汽车 15 次 .z 的 值 为 
(A) 19. (B) 18. (C) 17. (D) 16. 
(E) 已 知 条 件 不 足以 解 此 题 . 
(第 26 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1975 年 ) 
[ 解 ] 依 题 设 ,此 人 乘 车 的 总 数 是 2+, 所 以 2x =9+(8+15), 解 
得 zx = 16. 
故 选 (D). 
36.31 某 学 生 在 。 天 的 假期 中 观察 : 
(1) 下 七 次 雨 , 在 上 午 或 下 午 ; 
(2) 当下 午 下 雨 时 ,上 午 是 上 晴天， 
(3) 一 共有 五 个 下 午 是 晴天 ; 
(4) 一 共有 六 个 上 午 是 晴天 . 
则 e 等 于 
(A) 7. (B) 9. (C) 10. (D) 11. (E) 12. 
(第 10 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1959 年 ) 
[| 解 ] 设 天 气 情 况 所 对 应 的 天 数 如 表 





由 题 设 知 a+p+c=7，a=0，c+d=S， b+d=6， 
由 上 可 解 得 4 = 2. 内 而 e=a+b+c+d=9. 
故 选 (B). : 
36.32 ” 茶 学 生 在 里 假期 间 观 察 了 x 天 的 天 气 情况 ,其 结果 是 
(1) 共有 7 个 上 午 是 晴天 ，; 
(2) 共有 5 个 下 午 是 晴天 ，; 
(3) 共 下 了 8 次 雨 ; 
(4) 下 午 下 雨 那天 ,上 午 是 晴天 . 
则 x 等 于 
(A) 8. (B) 9. (C) 10. (D) 11. 
(中 国 江苏 省 初中 数学 竟 赛 ,1986 年 ) 
[ 解 ] 由 (4) 知 ,无 上 .下 午 都 下 雨 的 天 气 .因而 只 能 有 下 面 三 种 情况 : 


世界 数学 奥林匹克 解 题 大 辞典 1031 





上 午 晴 ， 下 午 晴 ; 

上 午 睛 ， 下 午 雨 ; 

上 午 雨 ， 下 午 晴 . 

7 个 上 午 睛 5 个 下 午 晴 

共 下 8 次 雨 ) 

即 共 记 录 了 7+5+8 = 20 次 或 20 个 半天 的 天 气 情况 . 
则 > = 10. 
故 选 (C). 





说 售 


第 2 节 运动 问题 


36.33 ”两 游泳 运动 员 在 长 90 英尺 的 游泳 池 的 对 边 上 开始 游 , 一 
人 以 每 秒 3 英尺 , 另 一 人 以 每 秒 2 英尺 的 速度 进行 ,他 们 来 回 游 12 分 ， 
若 不 计 转 方向 时 的 时 间 , 则 他 们 相遇 的 次 数 为 
(A) 24. (B) 21. (C) 20. (D) 19. (E) 18. 
(第 11 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1960 年 ) 
[ 解 ] 用 图 像 法 解 .两 运动 员 在 三 分 钟 内 游泳 的 状况 如 下 图 : 





0 30 人 的 120 150 180 时间 ( 秒 ) 
从 图 中 可 以 看 到 :三 分 钟 内 他 们 彼此 相遇 5 次 . 
又 第 一 人 往返 一 次 需 60 秒 , 第 二 人 往返 一 次 需 90 秒 ,显然 180 秒 





为 他 们 公共 往返 周期 . 

因此 12 分 钟 内 两 人 共 相 遇 20 次 . 

故 选 (C). _! 

36.34 ”圆周 上 按 顺 时 针 方 向 标 有 1,2,3,4,5 ， 
五 个 点 .一 只 青蛙 按 顺 时 针 方 向 绕 圆 从 一 点 跳 到 另 |2 
一 点 . 奉 它 停 在 奇数 点 上 , 则 下 一 次 只 能 跳 一 个 点 ; 4 
停 在 偶数 点 则 可 跳 两 个 点 , 该 蛙 从 $ 这 点 跳 起 , 经 3 
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1995 次 跳 后 它 将 停 在 的 点 是 
(A)1. (B)2. (C)3. (D)4. (E)5. 
(第 46 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1995 年 ) 
[ 解 ] 青蛙 运动 路 线 为 
四 一 1 一 2->4->1->2-4 一 … 
即 从 第 2 跳 起 ,每 3 跳 一 循环 . 
由 于 19%95 -1 = 1994 二 2(mod 3)， 
知青 蛙 经 1995 跳 后 停 在 标号 为 4 的 点 上 . 
故 选 (DD). 
36.35 A 和 B 从 直径 的 两 个 端点 开始 匀速 向 相反 方向 绕 圆 形 路 
轨 运 动 . 如果 他 们 在 同时 出 发 , 当 B 走 了 100 码 后 ,他 们 相遇 ,同时 他 们 
又 在 A 走 完 一 圈 前 60 码 相 遇 ,那么 路 轨 的 圆周 长 (以 码 计 ) 为 
(A) 400.  (B) 440.〈C) 480. {(D) 560. (E) 880. 
(第 21 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1970 年 ) 
[ 解 ] 设 路 轨 周 长 为 2C 码 ,A,B 为 起 点 ,下 和 


S 分 别 为 第 一 次 和 第 二 次 相遇 点 . -A 
第 一 次 相遇 时 ,A ,B 分 别 走 了 C - 100 和 100 码 ; TB A 


第 二 次 相遇 时 ,A ,B 分 别 走 了 2C-60 和 C+60 码 . ~ 
由 于 A,B 均 为 匀速 运动 , 故 它们 相同 时 间 的 路 








程 比 不 变 , 即 
C-100 _ 2C-60 
100 C+60° 
解 得 C= 240， 因而 2C = 480. 
故 选 (CC ). A 4 A hp 


36.36 ”如 图 ,在 一 个 4x6 的 球台 上 ,有 ， 
两 个 小 球 P 和 QQ. 夺 小 球 P 依次 经 过 球台 边 ， 
AB,BC,CD 和 DA 反弹 后 ,恰好 击 中 小 球 Q. 0 


则 小 球 已 击 出 时 ,瞄准 应 是 AB 边 上 的 (图 中 ， , 
| Ar 为 AB 六 等 分 点 ) 
(A) A,. (B) A;. (C) As. (D) A;. 


(中 国 江 苏 省 初中 数学 竞赛 ,1989 年 ) 
[ 解 1] 利用 入 射 角 等 于 反射 角 的 结论 ,不 难 推 得 击 球 后 已 的 路 


-六 小 


雪 
博 





721 


上 
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pe 


线 (左下 图 ) P 一 A; 一 B 一 C 一 D.. 














故 选 (B). 

[ 解 2] 若 将 球台 按 右上 图 所 示 作 四 次 反射 , 则 连接 开始 及 反 英 
后 的 两 球台 中 的 已 和 Q& 点 (图 中 虚线 所 示 ), 其 即 为 球 忆 撞击 各 球台 边 
后 到 Q 的 路 径 . 

同样 可 求 得 A，. 

故 选 (B). 

36.37 ”如 图 , 沿 着 边 长 为 90 米 的 正方 形 , 按 A ， D 
一 B>C>D> A 一 … 方 向 , 甲 从 A 以 65 米 /分 1 
的 速度 , 乙 从 B 以 72 米 /分 的 速度 行走 , 当 乙 第 一 次 


追 上 甲 时 在 正方 形 的 
(A) 4B 边 上 . (B) BC 边 上 . 此 一 r 
(C) CD 边 上 . (D) DA 边 上 . 


(中 国 上 海 市 初中 数学 竞赛 ,1986 年 ) 
[ 解 ] 由 题 设 知 乙 每 分 钟 比 甲 多 走 72 - 65 = 7 米 . 
乙 开始 时 与 甲 相距 90.3= 270 米 . 乙 第 一 次 追 上 甲 时 已 走 了 


20 _72.3. _ 54， _ 了 了 ， 了 ， 
72 7 二 了 本 360 = 了 360 = 7 ， 360+ 7 3600 ， 
5 1800 





即 ” 乙 走 了 7 圈 又 257 米 , 即 在 DA 上 第 一 次 追 上 甲 . 

故 选 (DD). 

36.38 ”如 图 ,和 矩形 ABCD 中 ,AB = 4cm,AD = 12cm.P 点 在 AD 
边 上 ,以 每 秒 lcm 的 速度 从 A 向 万 运动 ;Q 点 


在 BC 上 ,以 每 秒 3cm 的 速度 从 C 点 出 发 ,在 | 
CB 之 间 往 返 运动 .二 点 同时 出 发 , 待 已 点 到 ，。 , 


点 为 止 .在 这 段 时 间 内 ,线段 PQ 与 AB 平 9) 
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行 的 次 数 是 
(A) 1. (B) 2. (C) 3. (D) 4. 
(第 9 届 “ 绍 云 杯 ” 初中 数学 邀请 赛 ,1992 年 ) 
[ 解 ] 设 M,N 分 别 为 AD 的 三 等 分 点 . (py ww 


当 点 P 由 A 到 M 时 ,QQ 点 由 C 到 达 B 点 ， | 
中 途 某 时 刻 线段 PQ 与 AB 平行 一 次 . Bs 2 

同 理 ,P 点 由 M 到 N ,或 由 NN 到 DD 时 的 中 (0 
途 某 时 刻 , 线 段 PQ 与 AB 各 有 一 次 平行 的 时 刻 . 

所 以 ,P 由 A 到 达 点 DD 时 , PQ 有 三 次 与 AB 平行 的 机 会 . 

故 选 (C). 

36.39 ”如 图 ,A,B 为 定点 ，O 为 一 动 点 ,在 异 B 
于 点 O 的 一 侧 取 两 点 4 ,B ,使 二 OAA = /OBB 
= 90 ,上 且 44 = OA， BB = 0B. 设 AB 中 点 为 4 
0 , 当 OO 在 AB 一 侧 移 动 时 , 则 4 Bp 

《A) O' 沿 着 某 一 直线 运动 . | 

(B) O 沿 着 某 一 圆周 移动 . 0? 

(C) 0O' 固定 不 动 . (D) 上 述 结论 全 不 对 . 

(中 国 江苏 省 苏州 市 初中 数学 竞赛 ,1987 年 ) 

[ 解 ] 如 图 ,过 0,4 ,0 ,8 分别 作 AB 的 垂 线 , 重 足 为 C, 站 ， 
M,E. . 

易 证 BE= OC= AD, 月 BE= BC, AD= AC. 


AD+BE AC+ BC 
2 2 


他 





OM = 


又 OM APB， 及 

AM = AD + DM = BE + EM = BM, 

则 当 O 在 AB 一 侧 移动 时 ,0O’ 固定 不 动 . 

故 选 (C). 

36"40 ” 边 长 为 2 英寸 的 等 边 三 角形 ABP( 如 图 ) 置 于 边 长 为 4 英 
寸 的 正方 形 AXYZ 内 ,使 点 B 在 边 AX 上 .将 三 角形 先 绕 点 B 作 有 顺 时 针 
旋转 ,然后 再 绕 已 作 顺 时 针 旋 转 ,如 此 进行 使 三 角形 沿 着 正方 形 的 边 . 
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和信 


向 前 转动 ,直到 P 回 到 原来 位 置 .这 时 项 点 了 所 行 
路 程 长 度 的 英寸 数 是 
(A) 20r /3. (B) 32r /3. (C) 12x. 
(D) 40rx /3. (E) 15x. /A\ 
(第 23 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1972 年 ) 4 5 xX 
[ 解 ] 易 见 ,三 角形 转动 了 24 = 8 3 次 以 后 ,点 P 才 回复 到 它 原 
来 的 位 置 .这 其 中 有 8 次 转动 是 绕 着 顶点 已 的 ,这 时 P 并 没有 行程 . 
在 其 他 16 次 转动 中 ,8 次 是 绕 着 正方 形 一 边 的 中 点 ,以 到 点 忆 的 长 


度 为 半径 扫 过 120 或 二 弧度 ， 
(1) 





/ ~ 
PP 点 移动 已 点 不 动 已 点 移动 
还 有 8 次 是 绕 着 正方 形 的 一 个 角 , 以 到 点 PP 的 长 度 为 半径 扫 过 30 
或 去 弧度 


这 样 ,以 到 点 已 的 长 度 为 半径 扫 过 的 总 角度 是 
8( $a 十 二 和 = eb 弧度 . 


因此 点 P 所 行路 程 的 长 度 是 扩 x 英寸 
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故 选 ( 品 ). 

36.41 某 人 从 正方 形 ABCD 的 顶点 A ， 
走 到 中 心 O( 图 中 实 线 所 示 , 下 同 ) ,再 从 O 走 
到 正方 形 OEDF 的 中 心 O01, 又 从 O 走 到 正 
方形 OLGFH 的 中 心 O; ,接着 从 0O; 走 到 正方 
形 O02LH 的 中 心 03, 此 时 共 走 了 15 v2 米 . 


i 





则 正方 形 ABCD 的 周 长 是 
(A) 48 米 . (B) 64 米 . 
(C) 72 米 . (DD) 80 米 . Bt 


(中 国 江 苏 省 南京 市 初中 数学 竞赛 ,1991 年 ) 
[ 解 ] 设 正方 形 边 长 为 a, 则 其 对 角 线 长 为 ! = Vy2a. 易 看 出 






l l ! l 
AO= ,00 = 一 OO0D = ， O00;= 一. 第 
2 (一 4 1 2 16 ua 
LL 律 1 
7 + 弃 + 识 + 让 = 15V2. 2 
即 1 = 1 Via = 15 2, 动 
a = 16. 
则 正方 形 周 长 为 
4a = 4.16 = 64. 
改选 (B). 


36 .42 ”一 只 息 (不 计 大 小 ) 由 学 标 平面 的 原点 出 发 . 首先 它 向 右 
移动 个 单位 到 (1,0). 然 后 它 逆 时 针 旋转 90" 走 坟 个 单位 到 (1, 汪 ) 
若 照 此 继续 下 去 ,每 次 逆 时 针 旋 转 90 并 走 上 次 走 的 一 半 , 下 列 离 虫 最 


近 的 一 点 是 
(A) ( 搜 , 亏 ) (B) (SA) (人 (SS 二) 
站 人 人 


(第 31 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1980 年 ) 
[ 解 1] 知 这 只 虫 无 限 地 走 下 去 , 它 水 平方 向 移动 的 代数 和 , 即 等 
比 级 数 的 极限 


类 似 地 , 它 在 垂直 方向 移动 的 代数 和 趋 近 
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8 
所 以 这 只 虫 离 ( 人 ,全 ) 最 近 ， 
故 选 (B). 
[ 解 2] ”这 些 线段 可 以 看 做 首 项 a1 = 1 和 公 比 r = 方 的 复 等 比 
级 数 .这 样 


nn a 2 _4+2: 
A -rr 2-7 5 
在 坐标 语言 中 ,极限 是 点 ( 全, ) 


故 选 (B). 

36.43 ”如 图 ,一 个 粒子 在 第 一 象限 运动 ,在 第 一 分 钟 内 它 从 原点 
运动 到 (1,0), 而 后 它 接着 按 图 所 示 在 与 x 轴 ,y 轴 平 行 的 方向 上 来 回 
运动 , 且 每 分 钟 移动 1 个 单位 长 度 . 那 么 ,在 1989 分 钟 后 这 个 粒子 所 处 
位 置 为 


(A) (35, 44). (B) (36, 45). ， 
(C) (37, 45). (D) (44, 35). 4 
(E) (45, 36). 3 

2 


(第 40 届 美国 高 中 数学 考试 ,1989 年 ) 
[ 解 ] 从 题 设 可 以 看 到 , 当 7 为 奇数 时 ,粒子 ! 
经 历 (n + 1) 一 1 分 后 ,到 达 点 (0,n); 当 为 偶数 6 
时 ,粒子 经 历 (n + 1) -1 分 后 ,到 达 点 (nn,0). 
44- = 1936 , 则 粒子 经 历 1935 分 后 到 达 
点 (0,43) , 这 样 粒 子 在 1936 分 后 到 达 点 (0,44). 
1989 - 1936 = 53 = 44 + 9， 
则 粒子 在 1980 分 后 到 达 点 (44,44) ,再 过 9 
分 即 1989 分 后 到 达 点 (44,35). 
故 选 (DD). 
36.44 公 ABC 的 边 长 为 6,8,10, 圆心 为 
P, 半 径 为 1 的 圆 在 全 ABC 内 滚动 ,上 且 始 终 保持 
至 少 与 一 条 边 相 切 , 当 P 首次 返回 初始 位 置 时 ， 
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P 走 过 的 路 程 是 c 
(A) 10. (B) 12. (C) 14. (D) 15. , 
(E) 17. 

(第 44 届 美国 高 中 数学 考试 ,1993 年 ) 人 一 

[ 解 ] ”如 图 ,点 PP 走 过 的 轨迹 是 与 全 ABC 相似 的 全 A'BC.. 








4 D B 


A'B’ = AB -ctg 全 -ctg 子 = 4= 方 4AB， 






即 人 ABC’ 与 人 ABC 的 相似 比 是 十 . 


所 以 全 A'B'C'’ 的 周 长 为 
8 十 9 10 _ 12 
故 选 (B). 
36.45 ”如 图 , 圆 A 的 半径 为 r, 圆 O 〇 的 半径 为 4r， 


A 从 图 上 所 示 位 置 出 发 绕 圆 O 作 无 滑动 滚动 ,要 使 圆 A 的 圆心 返回 
到 原来 位 置 , 圆 4 滚动 的 轿 数 为 
(A)3. (B)4. (C)5. (D)6. 
《中国 山西 省 初中 数学 竞赛 ,1990 年 ) 


[ 解 ] 由 设 知 圆 O 半径 为 圆 A 半径 的 4 倍 , 则 
圆 O 周 长 亦 为 圆 A 周 长 的 4 倍 . 
看 上 去 圆 A 滚动 的 圈 数 为 4. 实际 实验 中 我 们 t 


会 发 觉 贺 A 只 转动 了 3 圈 , 这 因为 加 A 上 的 点 当 圆 
A 滚动 时 按 硕 时 针 方 向 移动 的 话 , 圆 B 是 按 遂 时 针 
方向 延伸 的 ,故人 们 观察 到 的 次 数 比 自转 次 数 少 1. 
右 小 圆 A 在 圆 B 外 圈 滚 动 ,人 们 观察 到 圆 A 转动 的 圈 数 ,要 比 其 
自转 圈 数 多 1. 
故 选 (A). 
36.46 ”如 图 ,和 全 ABC 的 顶点 B 在 单位 圆 的 圆心 上 ,A,C 在 圆周 





料 癌 -和 池 攻 -入 





世界 数学 奥林匹克 解 题 大 辞典 1039 











织 父 第 诸 


上 ,一 ABC = 2a(0< a< 三). 现 将 售 4BC 在 圆 内 按 逆 


时 针 方 向 依次 作 旋 转 ,具体 方法 如 下 :第 一 次 ,以 A 为 中 
心 ,使 B 落 到 圆周 上 ;第 二 次 ,以 B 为 中 心 ,使 C 落 到 圆 
周 上 ;第 三 次 ,以 C 为 中 心 ,使 A 落 到 圆周 上 . 如 此 旋转 
直到 第 100 次 .那么 ,A 点 所 走路 程 的 总 长 度 为 





(A)227 (1 + sina) - 660. (B) 全 
(C)227 + rsina _ 66a. (D)33r ~ 660. 


(中 国 高 中 数学 联赛 ,1987 年 ) 
[ 解 ] 在 这 100 次 运动 中 ,A 点 在 第 1,4,7,11,…,100 次 运动 中 
都 未 动 ,而 第 2,5,8,…,98 次 运动 中 4 点 走 过 的 路 程 相 等 ;第 3,6,9， 
…,99 次 运动 中 A 点 走 过 的 路 程 相等 ;所 以 ,只 要 计算 出 A 点 在 第 2 次 
及 第 3 次 运动 中 走 过 的 路 程 即 可 . 
在 下 图 中 ,A, 表示 A 点 第 2 次 运动 后 的 位 置 ,其 余下 标 类 似 . 


因 LABIC; = 径 ， 所 以 LABIA1 = 经 -2u， 
所 以 4 点 在 第 2 次 运动 中 走 过 的 路 程 为 





由 于 B; 必 在 CA 的 中 垂 线 上 , 且 CB3 一 1 ,所 以 B; 即 是 B 三 ， 
这 样 从 信 C342 B: 到 人 C2A3B3 的 旋转 角 为 气 ， 


故 了 人 43C7 4; 一 了 

又 A3C, = AC = 2sina ， 

故 A 点 在 第 3 次 运动 中 走 过 的 路 程 为 
A;A; = 2sina ， 了. 
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综 上 讨论 ,得 A 点 在 100 次 运动 中 走 过 的 路 程 为 
33(4A， + A;yA3) = 22r(1 + sing) ~ 660. 

故 选 (A). 

36.47 ABCD -AiB1CiDi 是 单位 立方 体 ,黑白 两 蚁 都 从 点 A 出 
发 沿 棱 向 前 疏 行 ,每 走 完 一 条 棱 称 为 “ 走 完 一 段 ” D, 
白蚁 仆 行 的 路 线 是 AAj 一 A1D1 一 …, 黑 蚁 仆 行 的 
路 线 是 AB 一 BBI 一 … 它 们 都 遵循 下 列 规则 :所 息 “ 
的 第 i + 2 段 与 第 i 段 所 在 直线 必须 为 异 面 直线 (i 
是 自然 数 ). 设 黑白 两 蚁 走 完 第 1990 段 后 ,各 停 在 
正方 体 的 某 个 顶点 处 .这 时 黑白 两 蚁 的 中 离 是 





(A)1. (B) v2. (C) v3. (D)0. mm 
(第 1 届 “希望 杯 " 全 国 数 学 洲 请 赛 ,1991 年 ) 律 二 


[ 解 ] 日 蚁 所 经 路 线 依 题 设 规 则 为 
AAj > AID/—> DICI—> CIC—> CB— BA -— AA, 
周期 为 6, 又 1990 = 4(mod6), 知 其 最 后 落 在 点 C. 
黑 蚊 所 经 路 线 依 题 设 规则 为 
AB— BB| ~— BIC!— CD; DID— DA — AB, 
周期 亦 为 6, 因 而 其 最 后 落 在 点 Di. 
这 时 两 蚁 距离 为 V1 + 1 = v2. 


运 
博 
大 





故 选 (B). 
36.48 ”一 昼夜 中 ,时 针 ,分 针 , 秒 针 三 者 重合 的 次 数 是 
(A)2. (B)4. (C)6. (D)24. 


(中 国 湖北 省 黄冈 地 区 初中 数学 竞赛 ,1993 年 ) 

[ 解 ] ”时 钟 三 针 重 合 当 且 仅 当 12 时 整 的 时 刻 , 这 样 一 层 夜 时 针 ， 
分 针 ,秒针 三 者 仅 重 合 两 次 . 
故 选 (A). 
36.49 ”时 针 和 分 针 在 下 列 时 段 重合 过 一 次 的 是 
(A)2 : 30 ~ 3 : 00. (B)7 : 30 ~ 7:45. 
(C)12 : 45 ~ 13 : 00. (D)18 : 00 ~ 18 : 30. 
(第 2 届 "“ 五 羊 杯 ”初中 数学 竞赛 ,1990 年 ) 

[ 解 ] 时 针 在 
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和 








2:30~3:00, 12:43 一 13:00，18 :00 一 18:30 不 会 
与 分 针 重 合 . 
而 时 针 与 分 针 在 7 : 35 ~ 7 : 40 之 间 会 重合 一 次 . 
， 故 选 (B)， 
36.50 ”时间 2 :15, 其 时 针 与 分 针 的 夹 角 为 
(A)30°. (B)S?. (C)22.5". (D)7.5°. (E)28°. 
(第 2 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1951 年 ) 
[ 解 ] 2 时 整 ,时 钟 分 针 与 时 针 夹 角 为 60". 又 分 针 旋 转速 度 变 为 
时 针 的 12 倍 . 
时 间 从 2 : 00 到 2 : 15, 分 针 施 过 90, 此 时 时 针 走 过 物 .因而 2: 15 
时 ,分 针 与 时 针 夹 角 为 
90° - (60 + 9) = 22.5 
故 选 (C). 
36.51 时间 在 7 点 与 8 点 之 间 , 当 时 针 与 分 针 之 间 夹 角 为 84" 
时 ,正确 到 最 接近 的 时 间 是 
(A)7 : 23 与 7: 53. (B)7 : 20 与 7 : 50. 
(C)7 : 22 与 7: 53. (D)7 : 23 与 7 : 52. 
(E)7 :21 与 7: 49. 
(第 5 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1954 年 ) 
[ 解 ] 时 针 与 分 针 夹 角 为 84" 时 ,相当 于 分 针 走 过 


。 _60 
84 - 360° = 14( 分 ) 
设 正确 时 间 为 7 点 x 分 ,注意 到 分 针 走 x 分 钟 


时 ,时 针 走 语 ( 分 钟 格 ), 此 时 ,时 针 实 际 位 置 相 当 
于 35 + 放 ( 分 钟 格 ) 处 , 故 依 题 设 有 





35+ 五 = 工 土 14， 


得 r= 将 "21 ~ 23 或 行 :49s53. 
故 选 (A). 
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36.52 ” 某 人 在 下 午 6 :00 刚 过 去 用 晚餐 时 看 了 手表 ,指针 成 
110 ,在 下 午 7:00 前 返回 ,注视 手表 上 指针 也 成 110 , 则 此 人 用 和 餐 共 伦 
费 的 分 钟 数 为 

(A)36 三， (B)40， (C42 (DD)42.4. (FE)45. 

(第 13 届 美 国 敲 中 数学 考试 ,1962 年 ) 

[ 解 ] 邻 x 为 时 针 在 此 期 间 走 过 的 角度 ,此 时 分 针 走 过 角度 为 
127. 

从 图 中 可 以 看 出 分 针 走 过 的 角度 又 为 220 + x ,从 而 

220+Yz= 1l27r， 得 x = 20. ke 

此 间 分 针 共 走 过 12x = 240 度 ,而 分 针 每 走 6" 
对 应 1 分 钟 , 从 而 分 针 走 过 的 时 间 为 | 


“0 = 40( 分 ). 





故 选 (B). 
36.53 ”如 果 现 在 时 间 是 10 : 00 与 11 : 00 之 间 , 而 6 分 后 ,钟表 
的 分 针 将 会 刚好 同 3 分 前 时 针 的 方向 相反 ,现在 的 准确 时 间 是 


(A)10 时 5 六 分 (B)10 时 7 让 分 (C)10 时 10 分 . 


(D)10 时 15 分 ， (E)10 时 17 分 . 
(第 21 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1970 年 ) 
[ 解 ] 设 z 为 10 点 后 的 分 钟 数 . 且 设 M ,五 分 别 为 分 针 6 分 钟 后 ， 
时 针 3 分 钟 前 的 位 置 . 
若 以 分 钟 来 度量 则 有 TOM = x +6， 











及 LSOH = 20 + 工本 >. 
于 是 x+6= 20+ £2, 解 得 ”x = 15. 
故 选 ( 忠 ). 


36.54 ” 菜 君 作 一 旅行 , 当时 钟 的 两 针 在 上 午 8 
时 与 9 时 间 重 合 时 出 发 ,而 在 下 午 2 时 与 3 时 之 间 时 钟 的 两 针 恰 成 180， 
时 到 达 ,故此 旅行 共用 
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(A)6 时 . (B)6 时 43 厂 分 . (C)5 时 16 店 分. 
(D)6 时 30 分 . (E) 非 上 述 答案 . 
(第 6 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1955 年 ) 
[ 解 ] 设 时 针 分 针 在 8 点 x 分 重合 , 因 8 点 时 分 针 距 时 针 40 个 单 
位 (一 周 视 为 60 单位 ), 则 重合 时 (分 针 追 上 时 针 ): 


工 - 40, 得 工 =43 二 (分 )， 


3 信访 售 


” 12 ”~ TI 
类 似 地 2 点 至 3 点 间 , 时 ,分 针 在 2 点 43 放 分 时 成 180” 
综 上 知 此 君 共 用 6 小 时 . 


故 选 (A). 
36 .55 一 手表 每 天 慢 2 六 分 , 设 在 3 月 15 日 下 午 工 时 整 氢 正 ， 


又 设 ”为 当时 手表 所 指 之 时 间 经 拨 正 所 须 加 之 正确 分 数 , 当 3 月 21 日 
手表 指 上 午 9 时 , 则 ) 等 于 


14 l 101 
83 D3 
(D)13 115: (E)13 23 


(第 15 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1964 年 ) 


[ 解 ] 由 于 一 天 共有 60 .24 = 1440 分 钟 ,而 表 每 天 慢 2 十 分 钟 
因而 其 每 天 实际 只 走 了 


上 vv 
1440 - 2 了 = 1437 3 (分 ). 


故 实际 时 间 与 表 走 过 的 时 间 之 比 为 ”一 < = 3 
1437 > 
按 该 表 所 走 一 分 钟 为 一 分 ,一 天 为 一 天 计算 ,从 3 月 15 日 下 午 1 时 
至 3 月 21 日 上 午 9 时 计 5 之 天 ,或 60 .24 “5 这 分 钟 


.DJs cn.244.542 .5276 
故 60 . 24 5 二 +n= 60 24 5 与 575， 
n = 60.140. (5 -1 
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故 选 (4A). 
36.56 ” 茶 厂 一 只 普通 的 钟 走 得 慢 了 ,以 至 要 每 69 分 分 针 才 能 与 
时 针 在 通常 钟 面 位 置 (如 12 时 等 等 ) 上 相遇 一 次 .支付 给 一 个 工人 每 小 
时 4.00 美元 ,超过 规定 的 时 间 则 每 小 时 6. 00 美元 .工人 按 该 慢 钟 做 完 
规定 的 8 小 时 工作 后 ,应 额外 付 给 工人 
(A)2.30 美元 . (B)2. 60 美元 . (C)2.80 美元 . 
(D)3.00 美元 . (下 )3.30 美元 . 
(第 22 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1971 年 ) 
[ 解 】 慢 钟 时 针 ,分 针 相遇 11 次 , 即 
走 12 小 时 = 69. 11 分 钟 = 12 小 时 +39 分 钟 . 
慢 钟 走 8 小 时 = 8 小 时 + 26 分 钟 ,超过 规定 时 间 26 分 钟 . ， 六 
每 小 时 要 付 6 美元 ,或 每 分 钟 10 美 分 ,总 共 要 付 给 2.60 美元 . 
故 选 (B). 





苹 蕉 


到 
博 





第 3 市 ”竞技 与 博弈 


36.57 ”把 2,4,7,K 四 张 牌 分 发 给 四 人 ,每 人 按 牌 面 数 字 记 分 
(K 记 为 13) ,然后 收回 重 洗 , 再 分 发 和 记分 ,… ,若干 次 后 ,发 现 四 人 累 
计 各 得 16,17,21 和 24 分 .已 知 得 16 分 者 最 后 一 次 得 2 分 . 则 他 在 第 一 
次 得 分 数 是 

(A)2. (B)4. (C)7. (D)13. 

(第 2 届 “ 五 羊 杯 ” 初中 数学 竞赛 ,1990 年 ) 

[ 解 ] 由 题 设 知 每 次 四 人 得 分 总 计 均 为 

2+4+7+13= 26, 

又 知 干 次 后 四 人 宗 计 得 分 和 为 

16+17+21+24 = 78. 

可 见 共 发 了 三 次 牌 (78 二 26 = 3). 又 得 16 分 者 最 后 一 次 得 2 分 , 则 
前 两 次 共 得 14 分 . z 

而 ”2,4,7,13 中 只 有 两 次 均 取 7 其 和 才能 是 14. 

故 选 (C). 
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这 和 仿 


36.58 A 给 B 的 钱 数 等 于 B 手 中 的 钱 数 ,A 给 C 的 钱 数 等 于 C 手 
中 的 钱 数 , 与 此 相同 ,B 给 A 和 C 的 钱 数 等 于 他 们 各 自 手 中 的 钱 数 ,C 
给 A 和 和 B 的 钱 数 等 于 他 们 各 自 手中 的 钱 数 , 若 最 后 大 家 都 各 有 16 元 ， 


则 A 最 初 的 钱 数 为 
(A)24. (B)26. (C)28. (D)30. (E)32. 
(第 14 届 美国 高 中 数学 考试 ,1963 年 ) 
[ 解 ] 设 A,B,C 三 人 最 初 手 中 钱 数 分 别 为 a,65,c. 由 设 可 列 出 下 


A B C 


开始 | a pb 人 
2c 


第 一 轮 后 a be 


2bp—-(a—-b—-c)—2 
= 3b-a—e 
4c—-2(a~b—c) 
第 三 轮 后 | 4(a -8-c)12(36-a 一 ce) — (36—-a—-ce) 
= 7c—-a—b 











J = 16， | = 26 ， 
出 | 2(3b—-a—c)= 16, 解 得 b= 14， 
7c 一 一 六 = 16. Cc 一 


故 选 (B). 
36.59 茶 人 最 初 有 64 元 , 和 人 打赌 6 次 ,结果 赢 三 次 , 输 三 
其 输赢 的 次 序 是 任意 的 , 赢 的 机 会 与 输 的 机 会 是 相等 的 ， 二 全， 
次 赌 时 所 余 钱 的 一 半 , 则 最 后 的 结果 是 
(A) 输 了 27 元 . (B) 赢 了 27 元. (C) 输 了 37 元 . 
(D) 不 顾 也 不 输 .，  (E) 输赢 依据 输赢 发 生 的 次 序 而 定 . 
(第 14 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1963 年 ) 
[ 解 ] 设 Mo 为 开始 的 款 数 . 若 第 一 次 打赌 赢 后 ,其 款 数 将 为 


l 3 
Mi 一 Mo 十 了 Mo 一 2 Mo 
右 第 二 次 打赌 又 赢 后 ,其 款 数 为 
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本 


由 上 分 析 可 知 :每 局 一 局 ， 其 手中 款 数 为 原来 款 数 的 六 


同样 分 析 可 知 :每 输 一 局 ， 其 手中 款 数 为 原来 款 数 的 
因 其 在 6 次 中 三 赢 三 输 , 不 论 次 序 如 何 ,最 后 其 手中 款 数 为 


(学 ) ( 寺 ) Mo = 全 wo 


即 其 损失 Mo ~— EMo = Mo. 
因 Mo = 64, 故 知 6 次 下 来 , 输 掉 37 元 . 


故 选 (C). 

36.60 ”三 个 男孩 同意 分 配 一 袋 的 石子 ,分 配 如 下 :第 一 人 得 总 数 
的 一 半 多 一 个 ,第 二 人 得 剩 下 来 的 三 分 之 一 ,第 三 人 发 现 剩 下 来 给 他 的 
刚好 是 第 二 人 的 2 倍 . 则 石子 的 总 数 为 

(A)8 或 38. (B) 从 已 子 的 数据 无 法 决定 .《〈C)20 或 26. 

(D)14 或 32. 《〈E) 非 上 述 答案 . 

(第 6 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1955 年 ) 

[ 解 ] 设 石子 总 数 为 2, 则 由 题 设 知 


第 一 人 得 志 + 1; 第 二 人 得 广 ( 刀 - 1 ;第 三 人 得 全 ( 瑟 - 1) 
事实 上 第 三 人 所 得 从 
7 一 (有 十 1)- 方 ( 专 一 1) 
而 已 (此 条 件 如 同 虚设 ) ,因而 无 法 建立 相应 的 方程 

故 选 (B) 

36 .61 ”一 次 职业 保龄球 赛 的 最 后 阶段 ,前 五 名 选手 再 按 下 法 比 
赛 ,首先 由 第 五 名 与 第 四 名 赛 , 输 者 得 5 等 奖 ; 赢 者 与 第 三 名 赛 , 输 者 得 
4 等 奖 ; 赢 者 与 第 二 名 赛 , 输 者 得 3 等 奖 ; 赢 者 与 第 一 名 赛 , 输 者 得 2 等 
奖 , 赢 者 得 1 等 奖 ,不 同 的 得 奖 顺序 种 类 有 
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江 这 入 几 


(A)10. (B)16. (C)24. (D)120. 

(E) 不 同 于 以 上 答案 中 任 一 个 . 

(第 39 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1988 年 ) 

[ 解 ] 设 前 五 名 分 别 为 A, B,C,D,E; 则 

也 , 尼 比赛 决定 5 等 奖 方式 有 2 种 ; 

D,E 胜 者 与 C 决定 4 等 奖 方式 亦 有 2 种 ; 

他 们 中 胜 者 与 B 决定 3 等 奖 方式 有 2 种 ; 

最 后 前 三 轮 胜 者 与 A 决定 2 等 奖 和 1 等 奖 方式 亦 有 2 种 . 

故 总 计 有 2 .2.2.2=24=16( 种 ). 

故 选 (B). 

36.62 ”在 一 次 越野 比赛 中 ,双方 各 有 5 名 队员 . 若 队 员 在 比赛 中 
获 第 nr 名 就 为 本 队 得 到 7 分 ,得 分 少 的 队 获 胜 .如果 队 员 之 间 无 任何 关 
系 ,那么 可 能 获胜 队 的 分 数 的 个 数 是 

(A) 10. (B)13. (C27. (DD)120. (FE) 126. 

(第 40 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1989 年 ) 

[ 解 ] 两 队 比 赛 后 的 总 分 是 


1+2+3+.…+9+10= :1 


2 





= 35, 


因而 获胜 队 的 分 数 应 不 大 于 | 尝 | = 27 

又 每 队 最 少 得 分 是 1+ 2+ 3+4+5 = 15, 这 样 获胜 队 的 可 能 得 分 
是 介 于 15 和 27 之 间 , 即 15,16,…,26,27 共 13 个 . 

故 选 (B). 

36.63 ”在 一 次 网 球 比赛 中 ,nn 个 女子 和 2 个 男子 打 , 并 且 每 个 选 
手 与 其 他 各 个 选手 恰恰 比赛 一 次 . 若 没有 平局 ,并 且 女 子 赢 的 局 数 与 男 
子 赢 的 局 数 之 比 是 7/5, 那 么 ”等 于 

(A) 2. (B) 4. (C) 6. (D) 7. ”{E) 这 些 都 不 对 . 

(第 29 属 美国 高 中 数学 考试 ,1978 年 ) 

[ 解 ] 设 & 表 示 在 比赛 中 女子 战胜 男子 的 局 数 ,又 设 WW 和 MM 分别 
表示 女子 和 男子 赢 的 局 数 . 

依 题 设 比赛 的 总 局 数 ,一 男 一 女 间 比赛 的 局 数 ,二 男 间 比 赛 的 局 数 


“和 二 女 间 比 赛 的 局 数 分 别 是 


1048 世界 数学 奥林匹克 解 题 大 辞典 





3n(3n — 1) 2 ,2 2n(2n — 1) 和 zi 7 一 1|) 
2 3 3 2 2 本 
因为 上 过 2n*, 逐 步 可 推出 ， 
3n(3n—1) _2M+W)_M,| -了 
ii 一 = 入 — 


2k+ n(n-1) 2W 7， 
印 6312 — 21n = 24& + 12n? - 127 
2 
故 Ha 一 k < 2n, (3. 
或 171 一 32 委 161， 得 2 委 3. 
7 31 


把 nx = 1,2,3 代入 多 式 得 到 & = 18. 

因为 & 必须 是 一 个 整数 , 则 n = 3. 

故 选 (五 ). 

36 .64 ”一 次 数学 竞赛 中 ,B,D 得 分 和 与 A,C 得 分 和 相等 , 若 将 
B,C 得 分 互 换 , 则 A,C 得 分 和 将 超过 B,D 得 分 和 .此 外 ,还 知己 的 得 
分 比 B,C 得 分 和 还 多 . 假定 所 有 得 分 都 是 非 负 的 ,那么 从 高 分 到 低 分 
排列 顺序 是 

(A) D,A,cC,B. (B) D,A,B,C. (C) D,C,B,A. 

(D) A,D,C,B. (E) A,D,B,C. 

(第 38 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1987 年 ) 
[ 解 ] 设 a,65,c,d 分 别 为 A,B,C,D 的 得 分 . 依 题 设 有 
pt+td=a+i+e, 
| +p>c+d, 
d>pb+tie. 
由 有 d=at+c-b 代入 @ 得 
a > 2D， 
又 由 四 有 a=6+d-c 代入 四 得 
b> i, 

再 由 中 有 5==ai+c-d 代 人 名 得 

a>d, 

又 由 他 显然 有 &>2, 且 d > rc 

综 上 有 a>dad>b>ie. 

故 选 (五 ). 


4， 





四 © © QOO 
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36.65 桌 上 放 着 32 只 棋子 , 甲 . 乙 两 人 轮流 取 走 若干 棋子 . 规 
则 是 :由 甲 先 取 , 且 每 人 每 次 至 少 取 1 只 ,至 多 取 6 只 , 谁 最 后 取 完 棋子 ， 
谁 就 获胜 . 甲 为 了 保证 获胜 ,开始 时 , 甲 先 取 棋 子 的 只 数 应 该 是 

(A) 6 只 . (B) 5 只 . (C) 4 只 . (D) 3 只 . 

(中 国 江苏 省 苏州 市 高 中 数学 竞赛 ,1990 年 ) 

[ 解 ] 先 走 者 若 最 后 将 剩 7 只 棋子 的 局 势 留 给 对 手 , 则 他 可 胜 ; 

倒 推 看 ,上 一 把 应 将 14 只 棋子 的 局 势 留 给 对 手 ( 对 手 无 论 取 几 只 ， 
你 只 须 取 到 与 对 手 所 取 棋 子 数 和 为 了 即 可 ); 

仿 上 分 析 , 甲 只 须 将 7- 14 - 21- 28 - 35 - … 等 局 势 留 给 对 手 即 
可 . 

如 题 设 情形 , 当 他 取 走 4 只 后 , 剩 28 只 留 给 对 手 , 他 可 获胜 . 

故 选 (C). 

36 .66 有 三 堆 石 子粒 数 各 为 2,3,4. 两 人 轮流 取 走 石子 , 规则 
是 :每 人 每 次 至 少 取 走 1 粒 , 多 取 不 限 , 但 必须 在 同一 堆 石 子 中 取 , 取 到 
最 后 1 粒 者 为 输 . 则 必 胜 的 方法 

(A) 先 取 者 有 . (B) 后 取 者 有 . 

(C) 两 人 均 有 . (D) 两 人 均 没 有 . 

(第 3 届 "“ 五 羊 杯 ”初中 数学 竞赛 ,1991 年 ) 

[ 解 ] 先 取 者 有 获胜 方法 ,请 循 下 法 : 

(1) 先 从 第 3 堆 中 取 走 3 粒 石子 ,使 剩 下 的 石子 数 为 1, 由 (2,3,4) 
— (2,3,1); 

(2) 如 对 手 取 后 为 (2,3,0) ,这 时 你 设法 使 你 取 后 余下 两 推 石 子 数 
变 得 相等 , 即 你 取 后 应 留 下 (2,2,0) 局 面 ; 

如 对 手 取 后 为 (1,3,1), 这 时 你 取 后 应 留 给 对 手 (1,1,1). 

总 之 ,一 但 你 把 局 势 即 三 堆 石 子 数 (k,k,0)(k 宇 2) 或 (1,1,1) 留 
给 对 手 , 你 必 获 胜 ( 余 下 步骤 只 须 在 对 手 所 取石 子 的 另 一 堆 , 取 对 手 所 
取 同 样 石子 数 即 可 ). 

故 选 (A). 

36.67 第 二 届 “ 中 华 少年 ” 杯 初 二 数学 竞赛 ,如 果 有 148 名 学 生 
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的 分 数 在 100 分 与 120 分 之 间 ( 得 分 记 正 整数 ) ,将 分 数 相 同 的 学 生 列 为 
同一 名 次 , 设 同一 名 次 内 最 多 为 zx 名 学 生 , 那 么 z 的 最 小 值 为 

(A) 7 名 . (B) 8 名 . (C) 20 名 . (D) 100 名 . 

《第 2 届 中 国 天 津 市 “中 华 少年 标 ” 数 学 娘 请 赛 ,1988 年 ) 
[ 解 】 100 到 120 之 间 共 有 21 个 正 整 数 ,注意 到 
148 = 21 .7+1, 

所 以 zx 的 最 小 值 为 7+1 = 8. 

故 选 (B). 

36.68 ”有 一 份 选择 题 试卷 共 六 道 小 题 .其 得 分 标准 是 :一 道 小 题 
答对 得 8 分 , 答 错 得 0 分 ,不 答 得 2 分 . 某 同学 共 得 了 20 分 , 则 他 


(A) 至 多 答对 一 道 小 题 . (B) 至 少 答对 三 道 小 题 . 
(C) 至 少 有 三 道 小 题 没 答 . (D) 答 错 两 道 小 题 . 


(第 2 届 “ 希 望 杯 ” 全国 数 学 邀请 赛 ,1991 年 ) 
[ 解 ] 设 该 同学 答对 x 题 ,不 答 的 有 y 题 , 管 错 的 有 > 题 . 依 题 设 
xX+y+ 之 = 6,， 
8rt +Oyt+2z = 20, 
这 里 工 之 0， yy 全 0， xz 三 0 且 为 整数 . 
解 得 了 = y= =2. 
故 选 (D). 
36 .69 ”一 些 同学 参加 三 项 比赛 ,冠军 得 5 分 ,亚军 得 3 分 ,季军 得 
1 分 ,没有 并 列 的 .那么 ,一 个 同学 要 想 使 得 分 一 定 比 其 他 同学 高 ,他 至 
少 要 得 的 分 数 为 
(A) 9. (B) 10. (C) 11. (D) 13. (E) 15. 
(第 7 届 美 国 初 中 数学 考试 ,1991 年 ) 
[ 解 ] 三 项 比赛 总 分 为 (5+3+1).3 = 27. 
而 每 位 选手 得 分 最 多 的 前 三 种 可 能 得 分 是 15;13,11, 且 一 选手 一 
但 得 13 分 时 (两 冠 一 亚 ), 其 他 选手 无 论 如 何 也 达 不 到 此 分 数 . 
少 于 13 分 不 行 , 比 如 该 选手 得 11 分 (一 冠 两 亚 ), 其 他 选手 仍 有 可 
能 得 13 分 . 
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故 选 (DD). : z 
36.70 ”在 共有 个 问题 的 考试 中 , 某 学 生 答对 前 20 道 题 中 的 15 


题 ,余下 的 问题 他 答对 ,所 有 的 问题 有 相同 的 计 分 , 若 此 学 生 之 得 分 
是 50% ,那么 n 的 不 同 值 的 个 数 有 
(A) 4 (B) 3 (C) 2.， (D) I。 〈(E) 此 问题 不 能 解 
(第 10 届 美国 高 中 数学 考试 ,1959 年 ) 
[ 解 】 设 每 题 得 分 为 1, 则 总 分 为 nt. 则 该 学 生得 分 为 
1 


党 裕 党 


1Sz 十 3 t(n — 20). 
15 + (n — 20) 
、 3 / 
由 由 设 有 ;> = S0% ， 解 得 nn = 50. 
故 选 (万 ). 


36.71 某 次 数学 测验 共有 十 道 选择 题 ,评分 办 法 是 :每 一 题 答对 
得 4 分 , 答 错 得 -~ 1 分 ,不 答 得 0 分 . 设 这 次 测验 至 多 及 种 可 能 的 成 
绩 , 则 nn 应 该 等 于 

(A) 42. (B) 45. (C) 46. 

(D) 48. (E) 以 上 答案 都 不 对 . 

(北京 市 初中 数学 竞赛 ,1983 年 ) 

[ 解 ] 按 题 设 评分 办 法 ,最少 得 - 10 分 (十 题 均 答 错 ), 最 多 得 40 
分 (十 题 均 答对 ). - 10 到 40 共有 51 种 可 能 的 分 数 . 

但 十 题 全 对 得 40 分 ,对 九 题 最 多 得 36 分 ,因此 ,不 能 取得 39,38， 
37 这 三 种 分 数 ; 

当 对 九 题 时 ,只 能 得 36( 对 九 , 空 一 ) 或 35( 对 九 , 错 一 ) 两 种 分 数 . 
因此 34,33 这 两 种 分 数 不 能 取 到 ; 

当 对 八 题 时 ,只 能 得 32( 对 八 , 空 二 ),31( 对 八 , 错 一 , 空 一 ),30( 对 
八 , 错 二 ) 三 种 分 数 , 而 29 分 则 不 能 取 到 . 

容易 验证 ,由 - 10 到 28 分 这 些 分 数 均 可 取 到 .因此 这 次 测验 至 多 
有 5S1-3-2-1=4S 种 可 能 的 成 绩 . 
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故 选 (B). 

36.72 ”在 某 次 乒乓 球 单打 比赛 中 , 原 计 划 每 两 名 选手 恰 比 赛 一 
场 ,但 有 3 名 选手 各 比赛 了 2 场 之 后 就 退出 了 .这 样 ,全 部 比赛 只 进行 了 
50 场 ,那么 在 上 述 3 名 选手 之 间 比 赛 的 场 数 是 

(A)0. (B)1. (C)2. (D)3. 

(中 国 高 中 数学 联赛 ,1999 年 ) 

[ 解 ] 设 这 三 名 选手 之 间 的 比赛 场 数 是 ~, 共 ”名 选手 参赛 . 

由 题 意 ,可 得 50 = C2 y+r+(6-2y), 


即 3s 4) + 


由 于 0 二 r 志 3, 经 检验 可 知 , 仅 当 x = 1 时 ,n = 13 为 正 整数 . 
故 选 (B). 
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37.1 整 ( 格 ) 点 是 指 在 平面 上 坐标 均 为 整数 的 点 .以 点 
(3,17),(48,281) 为 端点 的 线段 上 的 整 点 的 个 数 为 ( 含 端点 ) 
(A) 2. (B) 4. (C) 6. (D) 16. (E) 46. 
(第 40 届 美 国 离 中 数学 考试 ,1989 年 ) 
[ 解 ] 过 题 设 两 点 的 直线 的 斜率 为 


4-231-1I7 264_ 3.2.2.2.1] _3. 23 . 1 
” 48 -3 45 1 3 .5 


显然 ,分 子 分 母 仅 有 公约 数 3, 即 有 = 去 
这 样 线段 上 除 端 点 外 ， 还 仅 有 两 个 整 点 、 
(48 — 15, 281 - 88) = (33, 193), 
和 (15 + 3, 88+ 17) = (18, 105): 
故 选 (B). 
37.2 在 直角 坐标 系 中 , 横 坐 标 和 纵 坐 标 都 为 整数 的 点 称 为 整 








点 . 设 过 A(-25, -1+ 习 ),B(0,V2) 两 点 的 直线 为 /; 过 C(0, 亏 ) ， 


DD( 子 , 训 ) 两 点 的 直线 为 加 . 则 


(A) 直线 ! 上 无 整 点 . (B) 直线 / 上 有 有 限 个 整 点 . 
(C) 直线 mx 上 无 整 点 . (D) 直线 mw 上 有 有 限 个 整 点 . 

(中 国 广州 .武汉 、 福 州 等 五 市 初中 数学 联赛 ,1990 年 ) 
[ 解 ] 设 (x,y) 为 1 上 的 点 , 则 有 
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z-0 0+2Y2 
yi -2-1 








即 一 一 2Y2， 或 X=.2Y2y—4. 
> 一 YY2 
故 其 整数 解 仅 有 (- 4,0), 即 / 仅 过 一 个 整 点 . 
同 理 可 证 六 上 有 无 穷 多 整 点 . 


综 上 , 故 选 (B). 

37.3 在 坐标 平面 上 ,纵横 坐标 都 是 整数 的 点 叫做 整 点 ,我 们 用 了 
表示 所 有 直线 的 集合 , M 表示 恰好 通过 一 个 整 点 的 直线 的 集合 ,N 表 
示 不 通过 任何 整 点 的 直线 的 集合 ,P 表示 通过 无 穷 多 个 整 点 的 直线 的 


集合 .那么 表达 式 第 
(1)MUNUP=I, (2) N 关 多， TF 
(3) Mz YZ, (4) P¥ 他， t 

中 ,正确 的 表达 式 的 个 数 是 点 


(A) 1. (B) 2. (C) 3. (D) 4. 
: (中 国 高 中 数学 联赛 ,1988 年 ) 


[ 解 ] 设 为 无 理 数 , 则 直线 y = kz + 六 不 过 任何 整 点 (… 当 


为 整数 时 ,y 为 无 理 数 或 方 ), 故 N 天 多 , 即 (2) 正确 . 

直线 y = kx 只 有 一 个 整 点 (0,0), 故 M 关 2. 

直线 x =0 上 显然 有 无 穷 多 个 整 点 , 故 卫 夭 杂 ,于 是 ,(2),(3),(4) 
都 是 正确 的 . 

下 面 证 明 (1) 成 立 . 任 取 一 直线 /, 若 ! 不 过 任何 整 点 , 则 1 € Ni 

右 [恰好 过 一 个 整 点 , 则 / € Mi; 

奉 !/ 过 2 个 或 多 于 2 个 整 点 , 则 必 l! E 已 

因为 上 只要 设 (a,5),(c,q) 是 1 上 的 两 个 整 点 , 若 a = c, 则 ?7 的 方 
程 是 x = a, 此 时 1 EP. 


车 a 关 c, 则 1 的 方程 是 y = 了 (xa)+6b, 当 xz =n(c-a) 
+ al(n 为 整数 ) 时 . y 也 是 整数 , 故 / € P. 这 就 证 得 (1) 正确 . 
综 上 知 :表达 式 4 个 全 部 正确 . 


故 选 (D). 
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37.4 ”在 平面 直角 坐标 系 中 ,纵横 坐标 均 为 有 理 数 的 点 称 为 有 理 


点 , 若 a 为 无 理 数 , 则 过 点 (a ,0) 的 所 有 直线 中 


(A) 有 无 穷 多 条 直线 ,其 中 每 条 直线 上 至 少 存在 两 个 有 理 点 . 
(B) 恰 有 2(2 委 2<+oco) 条 直线 ,其 中 每 条 直线 上 至 少 存在 两 个 
有 理 点 : 

(C) 有 且 仅 有 一 条 直线 至 少 通过 两 个 有 理 点 . 

(D) 每 条 直线 至 多 通过 一 个 有 理 点 . 

《中国 高 中 数学 联赛 ,1987 年 ) 

[ 解 ] 过 点 (a,0) 的 直线 方程 为 + = a 及 y = k(x - 4a), 这 里 
一 00 <k<+ .在 直线 x = a 上 无 有 理 点 . 

上 再 考虑 直线 y = k(x -a). 

当 上 二 0 时 ,直线 y = 0 上 有 无 穷 多 个 有 理 点 ,从 而 否定 结论 (DD); 

当 上 上 关 0 时 , 硅 此 直线 上 有 两 个 有 理 点 (x ,yy ) 及 (+x,y2), 则 由 

y1 = kr ma),R y, = k(r; — a), 、 
得 y2 一 V1 三 有 (x2 一 Xz), 知 上 应 为 有 理 数 . 

但 当 上 & 有 为 有 理 数 且 k 关 0 时 ,直线 y = k(x - a) 上 无 有 理 点 (注意 
到 者 x ,y,k 均 为 有 理 数 ,a 亦 为 有 理 数 与 题 设 相抵 ), 从 而 否定 结论 
(A) 及 (B). 

邦 选 (C). 

37:5 ”将 一 些 钉子 钉 在 一 块 木板 上 ,使 得 它们 在 水 平方 向 与 竖 
直方 向 都 相隔 1 个 单位 长 度 .用 一 条 橡皮 圈套 在 
如 图 所 示 的 四 个 钉子 上 而 形成 一 个 四 边 形 ,该 四 





边 形 的 面积 (平方 单位 ) 是 
(A) 4. (B)4.5. (C) 5. 
(D) 5.5. (E) 6. 。 


(第 36 属 美国 高 中 数学 考试 ,1985 年 ) 
[ 解 ] ”如 右 图 连接 一 条 线段 ,将 四 边 形 分 割 成 两 个 三 角形 ,这 样 
S= 方 4.1+ 让 .4.2=6. 
故 选 (五 ). 
注 ” 关 于“ 格 点 多 边 形 面积 ”计算 ( 亦 称 为 “果园 
问题 ") 有 下 面 公式 ， 
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设 多 边 形 内 部 格 点 数 为 NN, 边 界 上 (包括 多 边 形 顶点 ) 格 点 数 为 上 , 则 该 多 
边 形 面 积 


S= N+ 于 -1. 
37'6 所 (z,y) 的 坐标 zx,y 都 是 有 理 数 时 ,该 点 称 为 有 理 点 .在 


半径 为 >, 圆心 为 (a,5) 的 圆 中 , 奉 a 是 有 理 数 ,5 是 无 理 数 ,这 个 圆 上 
的 有 理 点 个 数 有 

(A) 最 多 一 个. (B) 最 多 两 个 . 

(C) 最 多 三 个 . (D) 有 无 穷 多 个 . 

(第 1 届 “ 希 望 杯 ” 全 国 数 学 洲 请 赛 ,1990 年 ) 

[ 解 ] 由 设 圆 的 方程 为 (z - ea)j2 + (y- 5) = 7 

今 考 虑 圆 上 两 个 点 (x1,y1),(x2,y2) 代 人 上 方程 相 减 整理 后 有 

(x1— TX2) (T+ 72 ~ 2a) + (yi -2) +y 720)=0. © 

孽 该 两 点 均 为 有 理 点 , 则 y + ys, ~ 26 关 0. 

但 当 = yy 时 , 若 ri + x = 2a ,的 式 仍 成 立 . 

此 即 说 , 圆 上 可 有 两 个 有 理 点 . 

倘若 加 上 再 有 一 个 有 理 点 《x3,y3), 则 必须 w = = vy;, 但 这 不 可 
能 . 

故 选 (B). 

37.7 ”在 一 个 由 8 x 8 个 方 格 组 成 的 边 长 为 8 的 正方 形 棋盘 内 放 
一 个 半径 为 4 的 圆 . 若 把 圆周 经 过 的 所 有 小 方 格 的 圆 内 部 分 的 面积 之 
和 记 为 5S1, 把 圆周 经 过 的 所 有 小 方 格 的 圆 外 部 分 的 面积 之 和 记 为 S,， 
则 汪 的 整数 部 分 是 

(A) 0. (B) 1. (C) 2. (DD) 3. 

/ (中 国 初中 数学 联赛 ,1992 年 ) 

[ 解 ] 根据 正方 形 棋 盘 的 对 称 性 ,只 需 考察 它 
的 四 分 之 一 部 分 即 可 (如 图 ). 设 圆周 经 过 的 所 有 小 
方 格 的 圆 内 部 分 的 面积 之 和 为 S ,圆周 经 过 的 所 
有 小 方 格 的 圆 外 部 分 的 面积 之 和 为 S > 

则 有 SS =4r-8, 且 S2 =15--4r， 
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说 谨 


故 选 (B). 

37.8 一 个 直径 是 孔 的 圆 盘 放 在 宽度 是 D, 并 有 8x8 方 格 的 棋盘 
上 ,两 者 中 心 重合 .棋盘 上 的 方 格 完全 被 圆 盘 所 和 覆盖 的 数目 是 

(A) 48. (B) 44. (CC) 40. (D) 36. (下 上 ) 32. 

(第 23 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1972 年 ) 

[ 解 ] 所 有 边缘 的 棋盘 方 格 没有 被 圆 盘 所 完全 遮盖 , 它 有 8+8+ 
6+6=28 个 .36 个 余下 的 内 部 方 格 中 只 有 6 x6 棋 盘 的 四 个 角 的 方 格 
没 被 完全 覆盖 .因为 这 些 角 到 圆心 的 距离 是 


V32+3. 攻 = 342D， 


由 于 342 > 十， 即 。 32D 大 于 加 半径 全， 
因此 有 36 - 4 = 32 个 方 格 是 被 圆 盘 完全 覆盖 的 . 


37.9 ”在 xy 平面 的 三 角形 , 它 的 顶点 坐标 为 (x,y), 其 中 x,y 均 
为 整数 , 且 满 足 1 委 zx 和 4,1I 委 yy 迄 4. 这 样 的 三 角形 的 个 数 有 

(A) 496.  (B) 500. (C) 512. (D) 516. (E) 560. 

(第 44 届 美国 高 中 数学 考试 ,1993 年 ) 

[ 解 ] 在 xy 平面 上 满足 题 设 :1 过 + 才 4,1 过 y 芯 
4 的 整 点 有 16 个 , 则 共有 Ci = 560 个 三 点 集 .要 从 中 减 
去 那些 三 点 共 线 的 集合 . 

平面 上 有 4 条 垂直 线 和 4 条 水 平 线 ,每 条 线 上 有 4 


个 点 ,这 8 条 线 上 含有 8C4 = 32 个 三 点 共 线 的 集合 . 


同样 地 , 斜 着 在 一 条 线 (斜率 为 + 1) 上 三 点 共 线 的 集合 有 
2C3 + 4 =8+4= 12 个 . i 
此 外 没有 其 他 的 三 点 共 线 的 集合 . /7 
所 以 组 成 的 三 角形 的 个 数 是 
560 ~ 32 — 12 = S$16. SA 
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故 选 (万 ). 
37.10 ”将 平面 上 两 坐标 均 为 整数 的 点 称 为 整 点 , 则 曲线 y = 


二 (x? -x + 1) 通过 的 整 点 数 为 


(A) 0 个 . (B) 1 个 . (C) 2 个 . (DD) 无 穷 多 个 . 
(中 国 湖 北 省 黄冈 地 区 高 中 数学 竞赛 ,1989 年 ) 


[ 解 ] ”车 曲 线 经 过 整 点 (a,6), 则 5 = 去 (ao a+ 二) 


即 a 一 a+1--565 = 0, 视 之 为 a 的 二 次 三 项 式 , 其 有 整 根 , 则 
A=1~-4(1 一 55) = 2065 一 3 = 0 或 是 完全 平方 数 . 
b 是 整数 ,206 -3 关 0; 
又 是 整数 知 206 一 3 末 位 数 为 7, 从 而 它 不 是 完全 平方 数 ( 完 全 
平方 数 仅 以 0,1,4,5,6,9 结尾 ). 
曲线 y = (7 一 工 十 1) 不 通过 整 点 . 
故 选 (A). 
37.11 横 纵 坐标 为 整数 (包括 零 ) 的 点 称 为 格 点 (或 整 点 ). 由 x 
轴 , 育 线 + = 4 与 抛物 线 y = xz“ 围 成 的 区 域 ( 包 括 边界 在 内 ) 共有 格 点 
数 为 
(A) 24.  (B) 35. (C) 34. (D) 30. (E) 不 能 确定 . 
(第 8 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1957 年 ) 
[ 解 ] 上述 区 域内 格 点 横 坐 标 只 能 为 0,1,2,3,4. 又 对 zx = 来 
讲 , 格 点 数 为 ”+1( 注 意 y = x?). 


故 格 点 总 数 为 ” >) (k?* + 1) = 35. 


故 选 (B). 

37.12 平面 直角 坐标 系 中 ,纵横 坐标 都 是 整数 的 点 叫做 整 点 ， 
那么 满足 不 等 式 (1 x | 一 1)+ (ly1-~1)* <2 的 整 点 (x,y) 的 个 数 是 

(A)16. (B)17. (C)18. (D)25. 

(中 国 高 中 数学 联赛 ,1999 年 ) 

[ 解 ] 由 (1 x 1-1)+(1y1-1)?<2, 可 得 (| zx)-1,1y1-1)) 
中 满足 不 等 式 的 整 点 为 (0,0),(0,1),(0, 一 1),(1,0), 或 (- 1,0). 

从 而 不 难得 到 整 点 (x,y) 共有 16 个， 
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故 选 (A). 

37.13 ABC 为 三 角形 ,A,B 两 点 的 坐标 分 别 为 A(0,0),B(36， 
15),C 的 两 坐标 均 为 整数 , 则 入 ABC 面积 的 最 小 值 是 

(A) 方 ，(B) 1。(C) 当 ，(D) 富 ，《〈E) 不 存在 最 小 值 

(第 38 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1987 年 ) 

[ 解 ] 设 C 点 坐标 为 (z,y);, 则 由 三 角形 面积 公式 
0 0 1 
36 15 1 
x yy 1 

= 方 (36y -~ 15x) 的 绝对 值 ， 
zy 均 系 整数 , 且 SA 关 0， 

又 ”36y 一 15x =3(12y- Sz), 而 当 z,y 均 为 整数 时 12y-Sz 的 
最 小 值 是 1( 当 y = 3,x = 7 时 ). 

当 x,y 均 为 整数 时 36y - 15x 的 最 小 值 是 3. 

因而 (Sa)mn = > 

故 选 (C). 

37*14 行 (z,y) 中 ,yy 篆 为 整数 的 点 称 为 格 点 ,内 部 包含 3 个 格 
点 的 正方 形 面积 最 大 值 接近 于 

(A)4.0. (B)4.2. (C)4.5. (D)5.0. (E)5.6. 

(第 49 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1998 年 ) 

[ 解 ] 正方 形 内 包含 的 3 个 格 点 不 共 线 . 
设 它们 为 A、B、C. 

与 A.C 连 线 同 侧 最 近 的 格 点 是 万 . 今 设 
/72 为 正方 形 边 所 在 的 直线 ,显然 上 不 能 越过 
刀 ,否则 忆 在 4.C 到 说 的 垂 线 之 间 ( 如 图 ) ,此 
时 正方 形 内 有 四 个 格 点 ,不 妥 . 

若 /1 不 垂直 于 BD, 则 B 到 4 的 距离 小 于 BD, 故 独 位置 如 图 所 标 . 


仿 上 分 析 ,22 位 置 亦 应 如 图 所 示 , 此 时 /1,12 距离 为 学 /2. 


的 绝对 值 











SFE 方形 全 (三 = 4.5. 
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故 选 CC) 四 
37:15 ”两 个 球 ,~- 球 球 心 在 (0,0, 纪 ) 半 径 为 6; 另 一 球 球 心 在 
(0,0,1) 半径 为 子 . 设 两 球 相交 部 分 点 的 坐标 为 (7,y,z), 其 中 的 格 点 
(坐标 给 为 整数 者 ) 个 数 为 
(A)7. (B)9. (C)11. (D)13. (E15. 
(第 47 届 美 国 高 中 数学 考试 ,1996 年 ) 
[ 解 ] ”由 题 设 知 两 球 方程 分 别 为 


i (:-4) <e, 


9 2 
rx+ty +(z—-1) < 33)， 


由 上 有 地 过 = 过 县 . 因 考 察 其 中 的 格 点 , 则 = = 5. ， 
此 时 有 2+ 六 之 4 二. 车工 ,y 均 为 整数 , 则 x+y 所 4. 
满足 上 式 的 整数 对 (x ,vy) 有 
(0, 0), (1, 1), (1, 1), (1, ~ 1), (~ 1, -1), 
(1, 0), (0, 1), (~ 1, 0), (0, ~ 1). 
共 9 组 ,因而 (x,y,xz) 中 的 格 点 数 为 9. 
故 选 (也 ). 
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索引 

本 索引 列 出 本 卷 所 收集 的 全 部 数学 竞赛 试题 的 竞赛 名 称 ,竞赛 时 
问 . 播 号 内 的 第 一 个 数 为 所 赛 试题 在 本 卷 中 章 的 序号 ,第 二 个 数 为 该 斌 
题 在 本 章 的 题 的 序号 . 


中 国 高 中 数学 联赛 
1981 年 (2.97，5.33，7.14，9.21，13.60，17.130，22.3) 
1982 年 (5.11，721，9.15，9.24，13.17，13:29，19.1，26.， 
16 ) 
1983 年 (4.45，6.24，7.32，16.5，20.75，26.39，27.10，30， 


1984 年 (7.78，7.119，8.48，9.47，12.30，23.13，26.3，26， 


1985 年 (6.1，8.41，10:11，12:15，26.36，26.37) 
1986 年 (3.13，9.32，12.25，20.77，23.2，35.48) 
1987 年 (18.45，30.44，36.46，37:4) 
1988 年 (7.80，22.6，26.15，26.38，37.3) 
1989 年 (7.20，7.84，12.28，12.35，15.4，23.19) 
1990 年 (7.87，8.37，9.30，12.6，26.14，26.35) 
1991 年 (5:7，7'22，8.51，12.8，23.18，29.35) 
1992 年 (7.57，7.75，12.31，23.14，26.2，26.22) 
1993 年 (7:23，7.35，7.106，12.34，15.14，27.8) 
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1994 年 (4.4，9.25， 9.27，13.65，233/， 29.23) 
1995 年 (2.90，9.29，142.22，13.66，22 1<， 36 .18) 
1996 年 (2.18，9.26，43.33，13.67，24 14， 26.7，31:37) 
1997 年 (9.28，10.5，410:26，22.4，523 8， 26. 10) 
1998 年 (4.3，4.11，6.64，10.38 ，23 4， 23: 10) 
中 国 初 中 数学 联赛 
1984 年 (2.37，2.66，4.1，7.65，17.179，18 .8， 19.8，29 9， 


30.29，32 395) 


‘69) 


43) 


"7) 


56 ) 


1985 年 〈5， 
.64，2.86，8.47，18.10，18 419) 
.49，2.89，146.16，18:11，20:9，36:5) 


1986 年 《1 
1987 年 (1 


1988 年 (9 


1989 年 (1 
1990 年 (1 


1991 年 (4: 


1992 年 (2 


1993 年 (1 


1994 年 (1 


1995 年 (2: 
1996 年 (44. 
1997 年 (4: 


1998 年 (2 
1999 年 (1 


31，17.122，47.195，20.78，30:3，33 ?<8， 33*29) 


23，16.7，148.31，33 :14) 

.659，2.56，5'23，13 41，35 :36) 

.90, 4.:25, 9.:11, 9:40，17.34,，417*172，30*30，3e 
103，2.91，6.22，9.39，13.3，17.54，18.94，33， 


.44, 2.101, 5:9，143.:6，18.114,，49.37，33* 12，3/ 


.93，4.31，4.52，7.36，7 .48，13 .8，49 :14，c9， 


56, 4°47, 7.69, 8:13,，16'24，20.81) 
107, 4.34, 9:2，20:74，20*84，31.48) 
14, 2.134,，16:9，17.173，20*67) 
38,，13.:7，16.:1，18: 13，18* 15) 

“21, 4-12，5.:3，47*137) 

.61, 1.90, 5:2，5*14，17.133，18*70) 


中 国 北京 市 数学 竞赛 
[高 中 竞赛 部 分 | 


1984 年 《7 
1985 年 《1 


.51，143.23，17.157，23:36，35.40) 


.96，7.108，9.31，23.16，3331) 
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入 售 


1986 年 (4.32，7.411，22.7，22:8) 

1987 年 (6.58，7.111，9.38，13:57，23.3) 

1990 年 (4.28，4:.56，4:.57，5.32，6.:23，7 .1，7.55，7 72， 
22.10，33: 19) 

1991 年 (1.:21，7:89，7: 105) 

1992 年 (4.23，7.82，7.83，9.14) 

1993 年 (2.132，7.70，9:.5) 

[初中 竞赛 部 分 | 

1982 年 (1.4，1.33，1:.69，2.16，6.11，7.39，8.39，17.184) 

1983 年 (1.25，1.42，2.93，4.2，6.27，6.44，7.50，9.6，13 
.19，17.134，25.1，30.18，36.69 ) 

1984 年 (2.57，6.14，6.36，18.89，19.27，29.47，35.39) 

1985 年 (1.87，2.118，17.15，30.19，33.21) 

1986 年 (1.86，18.7) 

1990 年 (2.122，4:18，4.40，17:27，17:.170，31.21，33.18) 

1991 年 (1.43，2.65，2.94，6.8，18.2，18.4，32.55) 

1992 年 (2.17，4.39，19.31，32.50) 

1993 年 (1.74，1.127，13.15，17.180，31:39) 
中 国 天 津 市 初中 数学 竞赛 

1983 年 (2.39，2.95，6.19，8.31，17:112，17 .136，18.72， 
19.41，25.20) 

1984 年 (2.37,，2:'66，17.179，18.'6，20:104，25.5，30:29， 
31.11) 
中 国 河北 省 初中 数学 竞赛 

1993 年 (5.29，18.46) 

1995 年 (17.161，17.190，47.197) 
中 国 山西 省 初中 数学 竞赛 

1990 年 (4.21，7.34，31:.7，36.45) 
中 国 山 西 省 太原 市 数学 竞赛 

[高 中 竞赛 部 分 」 

1990 年 (23.7，27.6，29.16) 

1993 年 (10.12，27.5，30:24，33.22) 
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[初中 竞赛 部 分 ] 
1990 年 〈7'59 ) 
1991 年 (17.128) 
1993 年 《17 2) 
1996 年 (7:4) 
1997 年 (1:.51，13.26，17.107，29.17) 
中 国 了 迁 宁 省 沈阳 市 初中 数学 竞赛 
1986 年 《17:59) 
1987 年 (4.53) 
中 国 吉 林 省 七 市 、 地 初中 数学 竞赛 
1984 年 (1.62，5.25，18.53，33.3) 
1985 年 (2.38，4.24，7.10，10.72，15.37，18.5，31.4) 
1986 年 (2.45，5.30，17.77，17.116 ) 
1987 年 《17: 150 ) 
中 国 吉林 省 长 春 市 初中 数学 觉 赛 
1990 年 《31:31) 
中 国 黑龙 江 省 哈尔滨 市 初中 数学 竞赛 
1992 年 (19.2) 
中 国 黑龙 江 省 齐齐哈尔 市 初中 数学 竞赛 
1992 年 (20.87) 
中 国土 海 市 数学 竞赛 
[高 中 竞赛 部 分 ] 
1982 年 (6.38) 
1985 年 (6.:.6，12.4) 
[初中 竞赛 部 分 ] 
1982 年 (4.19，18.26) 
1983 年 (2.46，7.56，8.38，13.18，419.40，31.12) 
1984 年 (2.85，6.56，7.53，17.5，17.60，32.61) 
1985 年 (2.41，8.33，19.33，29.52，35.37) 
1986 年 (2.84，6.51，17.36，32.22，36.37) 
1987 年 (3.5，40.73，19.34，30.16，32:.4) 
中 国 江 苏 省 初中 数学 竞赛 
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1986 年 (18.52，29'2，29.63，32.36，32.67，36.32 ) 
1987 年 (18 106，30*21，31.25，33:31) 
1988 年 (15.3，30.13，31.20，35.37) 
1989 年 (5 18，18.28，33.4，36 .36) 
1990 年 (3.42，4:9，5.17，6.13，18.34，20.120，31:6) 
1991 年 (2.10，8.56，13.28，17.93，17.188，33.17) 
中 国 江苏 省 南京 市 初中 数学 竞赛 
1991 年 (19.46，36.41) 
中 国 江 苏 省 苏州 市 数学 竞赛 
[高 中 竞赛 部 分 ] 
1988 年 (7: 104) 
1990 年 (12.33，32.57，36.65 ) 
1993 年 (8.47，12.14，12.36) 
[初中 竞赛 部 分 ] 
1985 年 (5.6，17.106，35.20) 
1987 年 (17.199，36 .39 ) 
1998 年 (20.57) 
中 国 江 苏 省 徐州 市 初中 数学 竞赛 
1985 年 (1.92，13:30，18*43) 
1988 年 (18.93) 
中 国 浙江 省 初中 数学 竞赛 
1991 年 (10.9，21.11，32.19，33.46) 
1992 年 (17.91,，17*120，18.53，3234) 
1993 年 (17.84，18.90，31.36，32.5) 
中 国 浙江 省 杭州 市 初中 数学 竞赛 
1985 年 (6.13，1782) 
中 国 浙江 省 宁波 市 初中 数学 竞赛 
1984 年 《1.84) 
1985 年 (2.69，28*31) 
1987 年 《19.28) 
中 国安 徽 省 初中 数学 竞赛 
1994 年 《17.193) 
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1996 年 (13.9，17.118，148.105) 
1997 年 (2.22，4:10，17:11，17.100，17.178，19.41，20.43， 
28: 1) 
中 国安 徽 省 合肥 市 初中 数学 竞赛 
1985 年 (5.28，9.33，17.25，33:.49) 
1986 年 17201) 
1990 年 (1.57，5:20，13.47，17.29，17.117，20.70) 
中 国安 徽 省 芜湖 市 数学 党 赛 
[高 中 竞赛 部 分 
1990 年 (18.27，23.11) 
1993 年 (29.32，31.29) 
[初中 竞赛 部 分 ] 
1990 年 (7.53，21.3) 
1991 年 (1.52，21.15) 
中 国安 徽 省 安庆 等 县 市 初中 数学 竞赛 
1989 年 〈17… 127) 
1990 年 (13.10，18.17，32.40) 
1991 年 (1.24，7.29，17.40，18.22，18.117，19.19，19.51， 
21.9，35*52) 
中 国 江西 省 南昌 市 初中 数学 竞赛 
1989 年 (4.46，17.106 ，29.54) 
1990 年 (2.71，17'119，147'174，30.35，31:2，32.54) 
1991 年 (1.53，1102，5.26，29.24，33.30) 
中 国 福建 省 初中 数学 竞赛 
1983 年 (2.33，5.27，6.48，31.5) 
1984 年 (5:18，6.37，13:18，23.15) 
中 国 福建 省 福州 市 高 中 数学 竞赛 
1990 年 (17.125，23.22，30.31) 
1993 年 (8.16，15.15，21.12) 
中 国 山东 省 初中 数学 竞赛 
1993 年 (13.32，17.17，17.180) 
1996 年 (10.54) 
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中 国 湖北 省 武汉 市 初中 数学 竞赛 
1985 年 (4.55，13.22，19.31) 
1988 年 (17.4，32.33，32.56 ) 
中 国 湖北 省 黄冈 地 区 数学 竞赛 
[高 中 竞赛 部 分 ] 
1989 年 (7.15，10.6，12.32，33.7，37.10) 
[初中 竞赛 部 分 ] 
1989 年 (2.63，18.:30) 
1990 年 (21.:10，35: 18) 
1991 年 (2.78，4.13，7.67，13.20，18.29) 
1993 年 (1.11，2.36，13:59，16.4，18.41，30.25，31.49，36 
.48) 
1996 年 (17.1145，18.112) 
中 国 湖北 省 荆州 地 区 初中 数学 竞赛 
1987 年 (17: 13) 
中 国 湖南 长 沙市 初中 数学 竞赛 
1987 年 (35:2) 
中 国 广东 省 深圳 市 初中 数学 竞赛 
1988 年 (18.67，29.44) 
中 国 四 川 省 数学 竞赛 
[高 中 竞赛 部 分 ] 
1989 年 (7.88，9.9，22.1，26.19，33.40) 
1990 年 (8.52，9.20，26.4) 
1991 年 (4.26，7.113) 
1993 年 (7.73，22.9，23.9，32.52) 
[初中 竞赛 部 分 ] 
1988 年 (2:40，17:192，33.: 13) 
1989 年 (1.58，6.2，6.3，17:35，17.111) 
1990 年 (2.47，2.70，2.80，9.13，47.165) 
1991 年 (1.34，17.10，18.50，32.49，33.47) 
1992 年 (1.72，2.58，2.130，4.22，7.54，17.164，18.20) 
中 国 四 川 省 重庆 市 初中 数学 竞赛 
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1983 年 (1.98，2.83，9.35，17 83，3348) 
1984 年 (4*8，5-22，13*58，17*3，33.10) 
1994 年 (1.40，17.167，26…11 ) 
中 国 陕西 省 初中 数学 竞赛 
1997 年 (5.37，10.11，17.50，33.24，33.44) 
中 国 陕西 省 西安 市 初中 数学 竞赛 
1990 年 (650，11.12，15.36，17*58，31.38) 
1997 年 《2*14) 
中 国 陕西 省 咸阳 市 初中 数学 竞赛 
1990 年 (3345) 
中 国 全 国 部 分 省 、 市 初中 数学 通讯 赛 
1984 年 (4.15，9.12，17:121，18.116，20.2) 


1985 年 (1 1，129，2.46，3:35，415:39，16.19，47 :145，17， 


183，18 104) 
1986 年 (4.33，7.60，143.2，16.3) 


1987 年 (8.12，13.16，13 .61，17 .124，17. 1852，19.26，31. 


10，33.50) 
1988 年 (2.85，3.41，6.12，9.15，17.39，17.158，32.12) 
1989 年 (252，9.4，18:60，19.42) 
1990 年 (2.28,，4-43，17.189，30*28，35.38) 

中 国 东北 三 省 数学 邀请 赛 
1989 年 (2.108，6.55，13.23，13.52，157，22.5) 

中 国 广州 、 武 汉 、 福 州 等 五 市 初中 数学 联赛 
1984 年 (4*15, 6*46, 7*68,，9:11，17:121，18:118，20.2) 
1985 年 (2.82，6.20,，6:28，6.51，7.47) 
1986 年 (1.65,，4.14，6:41，20.35) 
1987 年 (5.4，16.6，18.99，18.1145，31.32) 
1988 年 (6'49，7.79，147.56，18.48，20.39，32.51，33.34) 
1989 年 (5.5，6.47，9.10，17.37，17.45，18.71) 
1990 年 (1.44，3.21，13.5，31.41，37:.2) 
1991 年 (7814，10.75，13.31，17 :191，33.20，35:17) 
1992 年 (16.21，17.196，20.24，25.13，29.19，36.15) 
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中 国 天 津 市 “中 华 少年 杯 ” 初 中 数学 邀请 赛 

1987 年 (2.96，17.1，17.21，18.5，29.15，29.38，32 .58) 

1988 年 (1.73，2.126，9.1，47.97，18 :1，30.26，31.44，36， 
67) 
“希望 杯 ” 全 国 数学 邀请 赛 

1990 年 (1.97，1142，4.6，4:30，8.57，15:19，17 :27，17， 
61，18.3，28.33，30.32，30.38，31'23，35.51，37.6) 1991 年 (1 
‘25, 1.46, 1.88, 1.100,，2'34, 2.43, 2.92, 2.99, 2.112，3.3， 
3°28, 4.27, 5:10, 6°25, 6.29, 6°35, 7°18, 7.19, 7*71, 7*76, 
7°77, 7:85, 7°86, 7°94, 7.103, 8.23, 8*42, 8.46,，8"54，9.16, 
9.18，9.19，9:22，11:48，13.50，13.51，13.52，15.9，45 10， 
15.17，15:18，16.14，16.23，17.18，17.126，17:171，22:2，22， 
11，23.28，23.31，24.4，24.5，24.6，24.7，24.:10，26 .18，26， 
21，26.25，29.30，30.5，31.16，32.18，32.37，32.53，33 .39， 
36.3，36.47，36 .68) 
“祖冲之 杯 ” 初 中 数学 邀请 赛 

1988 年 (4.44，6.26，7.26，7.58，31.45) 

1989 年 (2.77，17.108，17.177，30.15，35:7) 

1990 年 (9.3，17.24，18.42) 

1991 年 (3.34，5.19，18.26，18.108，35.24) 

1993 年 (178，5.16，28.18，32:32) 

1994 年 (2 .19) 

1995 年 (2.13，20.44) 
“ 结 云 杯 ” 初 中 数学 邀请 赛 

1985 年 (1.48，2.35，2.95，3.10，3.32，3:44，9.7，18.32， 
18* 109，19:48，21.7，32:25，32:62) 

1986 年 (17.182，19* 13，314.19) 

1988 年 (1.66，17*159，18*19，18*97) 

1989 年 (2.128，9.36，17.42，47.175，33.11，33.37) 

1991 年 (1.149，4.7，40.69，33.15，33:.36) 

1992 年 (32.24，35.23，36.39) 
“五 羊 杯 ”初中 数学 竞赛 
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1989 年 (1.20，1.39,，1.55，1.60,，1:77，1.91，1.123,，3*19， 
4:5, 6:4, 17:90, 17.185, 18.39，18*100，19* 17,，29*34,2936， 
30:2，31.14，31.42，33'2，33*9，35* 14，35.35) 

1990 年 (1.36，1:63，2 .32，2.75，2 .88，2 7123，6 5，1/ 
154，18.38，18.61，19.53，21.4，28.8，28.9，28 :12，297，30: 
4, 30:6, 30:9, 30.33, 32'26, 32.27，32*29，32*48，33*6,， 35 
15,35:44，36"49，36*57) 

1991 年 (1.79,，1.101, 2.1, 2.7, 2.48, 2 131,，10*8,，17， 
102,17.181，17. 194，19.52，28*14,，28: 17，28*27，28*30，31: 
15，32.13，32.14，33.5，33"22，35"43，35.45，36*8，36*66) 

中 国 辽 宁 省 沈阳 市 “育才 杯 ” 初 中 数学 竞赛 

1988 年 (7.33，9.34，16.20，17:38，17.41，17 113，17 186， 
215，35'42) 

1990 年 《1:50) 

1991 年 (31.22) 

“智慧 杯 ” 初 中 数学 竞赛 

1991 年 (3266) 

“江汉 杯 ” 初 中 数学 竞赛 

1991 年 (17.33，17.163，19:29) 
“天 府 杯 ”初中 数学 竞赛 

1988 年 (35:9) 
美国 高 中 数学 考试 

1950 年 (1.3，1.76，1:107，1110，1115，1122，28，38， 
6.30，10.41，10.79，10.86，17:94，17.131，19 .15，20'30，20， 
46，23.26，26:5，29'.55 ) 

1951 年 (1.26，2.74，2.121，3:30，5 :12，6 15，6.34，10: 
85，17.53，17.74，17 .129，17.176，18 :76，20.10，20:90，23:， 
34，29.1，29.6，29:20，36.19，36.50) 

1952 年 (1.38，1:83，2.2，2.117，4:42，5.13，5 :15，8 .11， 
10.82，17.47，17.72，17.142，17.160，18.57，19.44，20.15，20 
.33，20.55，20.94，32.3，33:55 ) 

1953 年 (1.45，1 人 .1425，2.23，3.16，7 107，7.112，1780，18 
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.47, 18.49, 18.113, 20.40，20*52，27*2，2939) 

49654 年 (1.:7，1.35, 2.72,，2*102,，2:124, 2.135，3.24, 3. 
39, 6:52, 17:9, 147:22, 17:70，17*73，18"44,2023, 20"41, <0 
.79，29.40，29.53，33.51，36.51) 

1955 年 (1.12，4.68，2.20，3.9，3.25，3:54，10.45，17/48， 
20.1， 20.100，20.402，25.2，29.37，32 .2，33.58，36.54，38， 
80) 

1956 年 (1.121，2.6，2.127，3.17，17 :14，17 69，17 202， 
18.69，20.5，29.21，29.64，32.10，32:63) 

1957 年 (2.26，10.35，12.1，17 :12，17.79，418.65，18 73， 
18:111, 20.14, 20.18,20:49，20:80，25*27，28'5，29*23，30: 
36，30.43，33.56，37.…11) 

1958 年 (1:.37，1.114，2.53，2.98，5:34，8.3，10:514，11:5， 
13.34，13.46，17:55，17.67，47.68，47 :98，47 .435，18 55，20: 
22，20.31，20.48，20.69，26.13) 

1959 年 (2.5，2.30，2 62, 2:114, 6:57，10.36，10:58，10， 
63, 10:74, 10:81, 15.23, 47.8，17.46，17 .49，17 :81，147 89， 
10.110，47.140，20.45，20.65，20.914，20.111，29.31，35 16， 
35.29，36.31，36.70) 

1960 年 (2.12，2.25，2.31，6.10，8:18，10:24，41.1，17， 
20，17.76，18.66，418.74，49:.46，20:27，20:28，24:2，26.1，29 
.45，30.23，31.46，33.53，36.33) 

1961 年 (2:4,2.67,，3:31, 4.49,，6:31,，11.14，16. 15，17: 
16, 17:51,，17:96，17*156，18-35，19.22，19.38，20"61，2076， 
27.3, 29.:41，31.40，33.1，33.73，34:6，35*50) 

1962 年 (2.11，2.59，2.425，3.48，6.32，8.7，8.26，10.30， 
10.80，411.8，15.29，415.31，16.10，17 .19，18 .57，47:92，18， 
92，419.18，20.82，33:65，36.52) 

1963 年 (1.8，2.29，2.51，2.79，2.1429，6.42、8.15， 10.37， 
11.2，13.21，13.40，43.54，15.30，16.17，17 :65，18.33，18， 
64，18.75，18.78，19.19，20.36，20.93，25.11，25.21，28 .21， 
29.51, 30:40, 31.9，32.64，35.33，36.58，36.59) 
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1964 年 (1.18，1.32，1.111，2.60，3.7，4.36，4.41，7.98， 
8.8， 8.30，10.22，11.:46，12.11，13.25，17 :85，17 :104，17， 
105，18.12，18.36，18.51，20.38，20.62,，25.42，25.22，25 .26， 
29.50，32.47，36:.55) 

1965 年 (1.426，2.68，2.73，2.110，3.23，3.40，4.17，6、 
61，8.25，10.84，11:16，13.34，13.63，15.2，16.2，17.104，17 
.144，20.37，20.113，21:.13，26.23，29.42，29.46，33.52，33， 
60，33.64) 

1966 年 (1.41，2.109，2.119，2.120，3.22，3.43，4.51，6， 
59，6.60，7.96，8.14，140:27，11.17，12.24，15.20，16.13，17， 
123，17.148，17.168，19.45，20.29，20.56，26.26，31.47，32， 
28，33.71) 

1967 年 (2.105，5.36，6.54，7.116，8.10，8.40，10.49，10， 
83，10.87，4145.6，15.24，17 .66，17 .86，47 .155，17 .169，17， 
187，418.416，18.54，18.120，20.63，20.119，29.12，29.27，29. 
28，30.7，31.1，31.8，32.65，33.62，36.14) 

1968 年 (1.23，2.27，3.29，7.95，9.8，10.53，415 .25，17， 
64，18:.9，18 .18，418 .58，18.91，19 .20，19.39，20.42，20.88， 
29.22，32.11，33.16，33.61，35.27) 

1969 年 (2.24，2.116，3.15，5.35，6.21，8.1，10.1，10.:29， 
10.68，10.88，11:.6，13.45，416.8，20.72，20.105，20.117，25， 
15，25.17，25.30，26.9，26.30，26.40，27.1，28.10，29.29，29 
.58，31.28，32.45，33.57) 

1970 年 (1.54，1.71，1.81，2.61，3.36，3.55，4.20，7.93， 
10.23，10.59，414.5，15.35，17.96，18.103，18.107，49.7，20. 
47，25.3，25.14，29.14，30.34，32.7，33.27，33.54，33.59，36 
‘35，36:53) 

1971 年 (1108，1.117，2.64，2.76，7.102，8.35，10.50，10 
:67，10.70，11.4，11:9，12.5，44.19，17.99，47.138，20.4，20 
.86，20 :106，20.115，26.34，29.10，29.26，31.18，32.16，33. 
63，35.21，35.32，36.29，36.56) 

1972 年 (1.17，2.3，3.18，3.33，3.51，4:37，7.24，7.31，7 


世界 数学 奥林匹克 解 题 大 辞典 1073 


和 
hh 本 





.37, 7.1465，8:2，8.36，10.39，10:57，12:10，12.19，13'43，14， 
9，45.8，18.77，18.101，19:43，20.12，20:13，20.83，218，<6 
28，29.3，29.48，36.40，37 8) 

1973 年 (1.85，1:.116，3:.2，3.26，3.27，3:45，3:46，4.395， 
7:13, 7:64, 10.:25, 4140.44, 144.18, 15. 117,15:38,17.88, 17。 
141，19.24，20.21，20.34，21:2，23 .12，24:195，26.8，30 10， 
30.22，32.6，32.45，33.26，33.66，34:4，35.6) 

1974 年 (1.2，1.:95, 2.9, 2.15, 4.50，6:33，7*101，10…33， 
10:47,10:89,，11.3，12.2，13:49，14.23，15.34，16: 12 ，18:37， 
18:85, 20.:26，20.64，25*:10，29:57，30.17，32.41，36.6) 

1975 年 (2.42，2.103，2.104，2.113，4:29，7.11，7118，8， 
24, 10.:31, 10.64, 10:78, 11.7,13.:14,，14.:12，15:26，15.27， 
16: 11,，47.:6,，17.32，17.87，17.103，18:84，28:'35，32:8，36: 
30) 

1976 年 (1.94，1.109，2.50，3:50，7.12，8.28，8. 98，10， 
18，10.48，13.44，14.8，415 :28，17 .139，19.23，202D，20 107， 
20.112，26.6，29.11，31.52，32:30，34:1，35.22，35.34) 

1977 年 (1.5，4.10，1:89，1:120，2:49，2.54，6.39，/ 61， 
7:117,10:42,，10:60,，41.13，12.12，13.39，14.22，17*23，18. 
21, 19.12,，20.'3, 20.61, 27.: 12，28: 16,29:25,，29:60，31.1y， 
33.25,36*11) 

1978 年 (1.13，127，1:31，1.67，2.55，3.6，3.20，6.6c<，/ 
“9, 7:97, 8:9, 10.:20,，10.:43，13. 12，14.7，15:22，17.30,，1y。 
31,，18.:25,，18:86,，20.32，20.54, 25. 16，26'24，29: 13，33*069， 
36.21，36.63) 

1979 年 (1.113，2.115，4:54，6.53，7/ 17，71 .40，8.59，10， 
56，10.66，13.35，144.44，17.143，18.68，19 .9，20 8，207…73， 
20.110，20.118，23.6，29.62，30.27，31:26，31.30，32 68) 

1980 年 (1.75,3:4,，3:37,，6:43,，7*'38,，7*100，10.:21，12.3， 
13.37，14.30，17'43,，18:23，18.24, 20:19，23'24, 24:12,，25. 
24，29.4，29.49，29.61，30.39，31:53，33.41，36.42) 

1981 年 (1.6，4.22，2.106，2.111，2 133，4.48，/ 58，8， 
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27 8.44，8.55，140.45，12,.7，13.48，13.55，13.64，14.26，17: 
52, 18.98，20.60，20.71，23.25，25:.6，27.11，32 .23，32 .59， 
33.67) ， 

1982 年 (6.45，7.90，8.4，10.34，11.19，12:20，13 11，13， 
38，13.56，44.31，45.33，17.44，17.95，48.79，19.25，20.53， 
20.109，23.23，23.33，25.28，31.24，32.31，33.35，33.68，34: 
3 ) 

1983 年 (1.47，1.118，6.18，7.5，7.25，7.41，7.114，8.19， 
8.49，12.26，13.1，44.214，14.36，17.147，17.153，19.50，20， 
6，20.50，20.114，24.11，26.12，27.4，30.12，33.8，36.4) 

1984 年 (1.82，2.87，6.7， 6.9，7.8，8.22，8.43，8.53，10. 
3，12.13，12.27，13:24，14.4，17.75，17.149，17.151，18 .102， 
20.11，23.32，25.9，26.20，27.7，30.14，30.37，31:35，31.50) 

1985 年 (1.128，6.16，7.7，7.43，8.5，8.45，12.9，13.62， 
14.13，44.17，17.71，18.59，49.30，20.17，23.20，26.27，28: 
32，29.65，30.42，32.9，33.38，35.8，35.:25，35.28，36.7，36. 
9, 37.5) 

1986 年 (1.124，3.:14，3.38，3.49，4.16，5.24，7.62，7.63， 
10.71，14.3，17.41，17.63，19.3，19.6，24.3，25.19，28 .11， 
29.48，32.46，32.60，33.33，33.42，35.19，36.12) 

1987 年 (1.419，3.1,，3.12，6.40，7.27，7.44，7.120，10， 
47，10.19，12.21，13.13，14.16，417.26，48.95，20.103，23.17， 
24.8，28.15，30.20， 31.43，32.20，33.70，36.17，36.64，37: 
13) 

1988 年 (1.9，1.15，2.100，3.53，7.2，8.34，9.37，10. 15， 
12.16，14.10，14.28，47.162，18.80，18.82，20.95，20.96，23. 
1，27.9，28.13，29.43，34.5，36.61) 

1989 年 (1.80，7.6，7.45，8.50，10.10，13.4，14.45，17.7， 
18.83，18.96，18.110，20.66，21.6，23.30，25.25，29.33，31. 
13，34.2，35.13，35.46，36.10，36.27，36.28，36.43，36 .62， 
37.1) 

1990 年 (2.81，3.52，7.99，8.29，10.2，10.14，10.16，12， 


2 
hh 琴 
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a 


23, 13:42, 14:11, 45:12，16*18，17:114，17* 132，18. 14，20.7， 
20.89，23.35，24.13，32.1，32.21，32.38，35:5，35.10，36 20， 
36.26) 

1991 年 (1.16，1.99，1.104，1:105，3.47，6:63，7 16，7， 
28 .8.6，10.76，12.29，14.20，15:16，16:22，18.87，19.5，19， 
49，20.108，21.14，24.9，28.28，30.41，32.42，32 .44，35 26， 
36.25) 

1992 年 (1.28，1.30，5.1，7.42，7.49，10.4，10.77，12 .18， 
12.37，414.29，15:13，48.40，19.47，20.97，20.101，20.121，21 
.1，23.29，25.7，29.5，30.8，31.3，31.34，35.41，35.47) 

1993 年 (1.70，1.106，6.17，7.66，7.109，8.:20，10.7，10， 
13，10.28，12.17，13.36，14.27，15.32，17.200，18.81，18 .88， 
19.21，20.116，23.21，28.29，31.33，32.39，35:12，36 .16，36， 
44，37.9) 

1994 年 (3.11，10.40，12.25，14:31，15.21，17 .109，19 35， 
20.59，20.92，25.4，25.29，28.23，29:8，35.30，36.24) 

1995 年 (7.91，8.32，11.40，14.6，15.5，17.78，17.166，17 


198，48.62，20.16，20.20，20:98，23:39，36 34) 


1996 年 (10.55，13.27，14.34，17 .28，48.63，19 .10，<0 .99， 
23.5，23.27，26.31，26.33，29.9，35.31，37 12) 

1997 年 (6.65，7.74，10.32，10.65，12.24，17 .146，20 58， 
23.38，26.32，28.24，31.51，32.18，33.72，36…2) 

1998 年 (7.46，7.92，8 .21，10.61，18.8，24.1，29 .8，c9， 
18，26.29，32.43，34.7，37 14) 

1999 年 (5:8, 7:3, 7:30，10.:62，13.68，14.33，14.35，17， 
62,，19:11，19:36，20:68，20:85，28:34,，29*59，31.27) 
美国 初中 数学 考试 

1989 年 (14*1，18:56，28:4，28.22，30.11，35: 11，36* 13) 

1990 年 (10.:52，28:3，28*:6，28*20，28*26，35:4，36*21，36 
‘23) 

1991 年 (14.2，45.1，28.2，28.7，28.19，28.25，35 .1，35， 
3，35.49，36.1，36.…69 ) 
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历届 国际 数学 奥林匹克 概况 











前 捷克 斯 咨 伐 克 
192 分 
罗马 尼 亚 
248 分 
罗马 尼 亚 
197 分 
罗马 尼 亚 
257 分 
罗马 尼 亚 
191 分 
罗马 尼 亚 
213 分 








和 















前 南斯拉夫 
前 苏联 























1974 年 | 前 民主 德国 


1975 年 | 保加利亚 


1976 年 奥地利 

















1977 年 | 前 南斯拉夫 





1978 年 | 罗马 尼 亚 














1979 年 
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总 分 第 二 
前 联邦 德国 
312 分 
前 苏联 
145 分 137 分 136 分 
前 联邦 德国 美 国 匈牙利 
212 分 171 分 170 分 _ 
前 捷克 斯 洛 伐 元 多 
匈牙利 
分 兰 168 分 
有 
































入 次 入 用 

















罗马 尼 亚 
230 分 


219 分 多 7 个 


本 劝 

- 

本 台 
越南 





注 :第 39 届 IMO 中 国 未 参加 . 
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编者 的 话 





当今 的 世界 ,数学 已 成 为 广泛 渗透 到 各 种 自然 科学 、 社 
会 科学 ,并 发 挥 着 重大 作用 的 一 门 基础 和 应 用 学 科 . 从 教育 
要 面向 世界 ,面向 未 来 ,面向 现代 化 这 一 高 度 来 看 ,让 青少年 
从 小 就 打下 扎实 的 数学 基础 ,这 对 我 国 今后 的 发 展 是 极为 重 
要 的 .国际 上 为 推动 数学 的 发 展 而 进行 的 数学 奥林匹克 活 
动 , 现 在 已 成 为 一 种 培养 和 选拔 数学 人 才 的 特殊 事业 . 

当前 ,数学 奥林匹克 活动 正方 兴 未 艾 , 数 学 竞赛 遍及 五 
洲 四 海 ,尤其 是 我 国 中 学 生 选 手 在 国际 数学 奥林匹克 大 赛 中 
展 夺 金牌 ,成 绩 显 替 , 捷 报 频传 , 令 世 人 瞩目 ,为 祖国 赢得 了 
骄傲 和 荣誉 .这 些 ,充分 显示 了 我 国 的 数学 水 平和 中 华 民 族 
的 聪明 才智 ， 

眼下 ,许多 数学 奥林匹克 教练 员 ,许多 大 、 中 学 教师 , 许 
多 学 生 和 家 长 都 渴望 在 自己 的 案头 有 一 部 能 够 指导 数学 奥 
林 匹 克 解 题 的 工具 书 .希望 这 部 书 能 够 广泛 收集 国内 外 数学 
奥林匹克 试题 的 精品 ,包揽 奥林匹克 数学 专题 和 有 关内 容 ， 
以 开阔 自己 的 眼界 ,提高 数学 能 力 和 品 鉴 数学 的 魅力 ;也 希 
望 这 部 书 能 够 提供 这 些 试题 的 更 精确 .更 简捷 的 解法 ,以 开 
拓 思 路 ,掌握 技巧 ,提高 水 平 .为 适应 各 界 的 上 述 渴求 ,这 部 
《世界 数学 奥林匹克 解 题 大 辞典 ) 终 得 以 问世 . 

这 部 大 辞典 的 出 版 ,是 中 国 数学 奥林匹克 委员 会 ,南开 
大 学 数学 系 和 河北 少年 儿童 出 版 社 通力 合作 的 产物 ;是 中 国 
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计生 式 识 





数学 奥林匹克 专家 和 教练 员 辛勤 劳动 的 结晶 ;也 是 老 一 代数 
学 家 关心 和 支持 的 结果 .我 们 也 骄傲 地 告诉 大 家 :这 部 辞典 
在 编辑 过 程 中 始终 得 到 数学 前 辈 陈 省 身 先 生 、 吴 大 任 先 生 的 
关心 和 指导 ;中 国 数学 会 名 誉 理事 长 王 元 先生 专 为 本 辞典 作 
序 .可 以 这 样 说 ,如 果 没 有 作为 数学 泰斗 的 考 一 代数 学 家 的 
关怀 与 支持 ,没有 一 批 才华 横 溢 的 中 青年 数学 家 的 艰苦 努 
力 ,没有 极 具 胆识 的 出 版 工作 者 的 辛勤 劳动 ,艰难 而 浩大 的 
世纪 工程 一 一 《世界 数学 奥林匹克 解 题 大 辞典 》 是 难以 如 此 
顺利 出 版 的 . 

这 部 大 僚 典 精 选 了 国内 外 数学 竞赛 的 有 代表 性 的 试题 ， 
其 中 大 部 分 是 已 经 比赛 过 并 经 过 锤炼 的 试题 ,还 有 少 部 分 竟 


” 赛 的 备 ( 修 ) 选 题 . 





辞典 共 分 五 卷 , 其 中 有 四 卷 是 按 奥 林 匹 克 数 学 一 般 的 分 
类 方法 而 分 为 《代数 卷 》《 几 何 卷 》《 数 论 卷 》《 组 合 卷 》; 为 
了 普及 奥林匹克 数学 ,完善 辞典 中 题目 类 型 ,还 编辑 出 版 了 
《选择 题 卷 》. 

《世界 数学 奥林匹克 解 题 大 辞典 》 五 卷 共 约 500 余 万 字 . 
《代数 卷 》《 数 论 卷 和 《选择 题 卷 ) 是 按 知 识 内 容 分 章 的 ;《 组 
合 卷 ) 是 按 题目 的 内 容 分 章 的 ;《 几 何 卷 ) 则 是 按 题目 的 结论 


”分 章 的 .每 一 卷 的 正文 包括 试题 .试题 的 出 处 及 解答 三 部 分 ， 


试题 的 多 种 解法 , 则 由 解 1, 解 2 或 证 1, 证 2 等 给 出 .正文 后 
有 附录, 附 本 卷 常用 的 有 关 数 学 知识 提要 ;还 有 本 卷 的 索引 ， 
索引 是 按 书 中 涉及 到 的 竞赛 地 区 、 国 家 和 竞赛 名 称 按 英 文字 
母 的 顺序 排列 的 . 

《世界 数学 奥林匹克 解 题 大 辞典 》 的 出 版 ,无 疑 对 我 国 数 
学 奥林匹克 事业 的 发 展 , 对 我 国 跨 世 纪 科 技 人 才 的 培养 . 造 
就 和 选拔 有 重要 的 促进 作用 ,并 为 之 摇 榴 扬帆 ,推波助澜 ! 

愿 数 学 奥林匹克 之 花香 球 四 海 ， 

盼 新 一 代 科 学 精英 普 降 神州 1! 








本 书 的 出 版 仅仅 是 一 个 尝试 ,希望 广大 读者 帮助 我 们 完 
善 它 .我 们 相信 ,经 过 不 断 地 去 粗 取 精 ,去 伪 存 真 , 去 上 昌 增 新 ， 
伴随 着 我 国 数学 水 平 的 不 断 提高 ,这 部 大 辞典 必 将 成 数学 与 
林 匹 克 的 经 典 之 作 . 
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